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FONCTIONNELLES CONVEXES

par J. J. MOREAU

(Montpellier)

i e INTRODUCTION

l.a. Les propriétés des fonctions numériques convexes sur B sont familières

(Cf. BOURBAKI [31, Chap. 1), ainsi que 19usage de la convexité pour obtenir cer-
taines inégalités fondamentales (Cf. BOURBAKI [2], Chap. 1 ; HARDY, LITTLEWOOD,
POLYA [1], Chap 3). Les traités d’analyse fonctionnelle accordent aussi une cer-

taine place aux fonctions numériques convexes sur un eovot., notamment, parce que
normes et semi-normes sont de telles fonctions (Cf. BOURBAKI [1], Chap.2)~ 0

L’intérêt pour les fonctions convexes s’est trouvé ravivé dans les vingt der-

nières années par le développement des techniques d ’optimisation ; dans ce contexe

industriel, la recherche de l’éventuel minimum d’une fonction numérique sur un en-

semble s’appelle un problème de programmation : t programmation dite convexe si l’en-

semble et la fonction sont convexes (Cf., par exemple, KARLIN [1]). Ces problèmes
ont donné lieu à un nombre considérable de travaux dans lesquels l’idée de dualité

tient une place importante (déjà, dans le calcul des variations traditionnel, déve-
loppé sans intervention de la convexité, mais sous des hypothèses de différentiabi-

lité, l’intérêt de la dualité est souligné notamment par COURANT, HILBERT [1], toI,
Chapo 4, § 9 et 11).

Diverses questions de la théorie de l’approximation rentrent aussi dans ce
cadre.

Les fonctions convexes conjuguées de FENCHEL [lJ, [2] fournissent un procédé
systématique pour mettre enoeuvrela dualité dans les problèmes de programmation
convexe en dimension finie (Cf. KARLIN [13, BERGE, GHOUILAHOURI ROCKAFEL-

LAR [1], [1?] et, indépendamment, BELLMAN, KARUSH [1) à a Il s’agit là d’une

extension au cas de fonctions convexes finies, définies sur des parties convexes

de d’idées antérieurement développées pour n = 1 dans BIRNBAUM, ORLICZ [1]
et MANDELBROJT [1]. Comme exemple plus ancien d’une telle correspondance entre fonc-

tions convexes il faut citer aussi les classiques paires de fonctions, construites

depuis YOUNG [1], sur R , en intégrant une fonction strictement croissante et sa

fonction réciproque (cela sera généralisé au 1 14.d. ci-après).
La dualité des fonctions convexes sera présentée ici sous l’aspect qui lui a

été donné dans MOREAU [2]. Les fonctions peuvent prendre des valeurs infinies et

sont partout définies sur un espace vectoriel X f on se ramènera toujours à ce
cas en prolongeant une fonction avec la valeur + 00 hors de son domaine initial.
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Toute partie A de X sera décrite par sa "fonction indicatrice" "’A(’A(x) = 0
si xEA,, = +m si Rechercher 1 ° éventuel minimum d’une fonction f sur l’en-

semble A équivaut à chercher le minimum de f + ~A sur X . Par cet artifice

tout problème mettant en jeu des ensembles (convexes, fermés,...) est ramené, si
l’on voutp à un problème mettant en jeu leurs fonctions indicatrices (convexes,
s, ç, i. , , ) 9 inversement, il y a là un "procédé de fabrication"’ de résultats nou-
veaux : on regarde si telle proposition connue9 invoquant des parties d’un e.v.t.

n’est pas, dans l’optique précédente, corollaire d’une proposition concernant des
fonctions plus générales que les fonctions indicatrices d’ensemble. La motivation

initiale de l’autour était de formuler et résoudre dans le cadre hilbertien cer-

tains problèmes aux limites concernant des équations et inéquations aux dérivées

partielles (Cf. MOREAU [20]. [21J). Ce mode de prospection a été notablement utilisé

depuis (Cf. AGGERI [1], LESCARRET [1], BROWDER [3], [4] ; le passage de BISHOP,
PHELPS [1] à BROENDSTED9 ROCKAFELLAR [1] donne un exemple typique - Cf. section 13

ci-après).
Un parallèle entre la traditionnelle transformation de Dépendre et la transfor-

mation de Fenchel (elles coïncident lorsqu ° il s’agit de fonctions à la fois conve-

xes et partout différentiables) situe clairement les considérations en question par

rapport à l’analyse classique. Pour définir la transformation de Legendre, on traite
une fonction différentiable~ non nécessairement convexe, comme une famille de ’°ger-
mes de fonctions affines" qui la représentent localement "à un infiniment petit
d’ordre supérieur près". Pour déf inir la transformation de Fenchel g on traite une
fonction convexe, non nécessairement différentiable~ comme une enveloppe supérieure
de fonctions affines j une telle représentation peut manquer de précision locale,
mais on a l’assurance que chacune des fonctions affines en question minore partout
la fonction considérée. Au niveau du calcul numérique cela donne des certitudes que
ne fournissaient pas les notions théoriques de différentielle et d’infiniment petit.

Ce qui vient d’être dit fait comprendre que l’intérêt de la dualité en S’analyse
convexe" dépasse de beaucoup la transformation d’un problème donné en un problème
dual équivalent. La représentation d’une fonction convexe comme enveloppe supérieure
de fonctions affines est utile jusqu’au stade numérique (sur la bibliographie de

cette technique, baptisée quasilinéarisation, voir BECKENBACH9 BELLMAN 
Elle fournira d’autre part un instrument essentiel pour l’étude géné.~

rale dos fonctions convexes s.c.i. sur un o.v.t. localement convexe.

La présente monographie n’accorde pas d’intérct spécial aux espaces vectoriels
de dimension finie. Tout au plus rappellera-t-on au § 5.b quelques particularités
des ensembles et fonctions convexes en dimension finie : elles pourront servir de

clef pour tirer des diverses propositions les corollaires intéressant ce cas.

La plupart des résultats exposés sont dus à un très petit groupe d’auteurs et
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ont été publiés depuis 1962. Naturellement beaucoup de mises au point nouvelles et

réarrangements se sont trouvés nécessaires.

l.b. Pour ne pas trop allonger ce fascicule un certain nombre de développements
récents ont été systématiquement laissés de côté ; ce sont essentiellement :

-L’étude des fonctions convexes-concaves sur un produit de deux espaces vecto-

riels (ou "fonctions selle"). 0 Les méthodes exposées ici~ appliquées à ce cas ° con-

duisent à des théorèmes du type "minimal (Cf. MOREAU [14], [21] ; ROCKAFELLAR [4],
C12J7 s

-L’axiomatique des "espaces de convexité" (MOREAU [91). La structure d’espace
vectoriel et même colle de cône convexe sont en effet inutilement riches pour déve-

lopper les notions d’ensemble convexe et de fonction convexe. Antérieurement, et

presque ensemble, KNESER [1] et STONE [1] avaient présenté de telles axiomatiques,
mais choisies délibérément très riches, de manière à obtenir un théorème d’isomor-

phisme entre l’ensemble ainsi structuré et une partie convexe d’un espace vectoriel,
ce qui clat leur théorio (noter que, pour ces auteurs, les "’masses" peuvent prendre
leurs valeurs dans un ensemble plue général que R+)o

-La notion de point extrémal d’une fonction, les à-côtés du théorème de Krein-

Milman et sa transformation par dualité (Cf. AGGERI BROENDSTED [2]).
-L’étude des fonctions convexes quadratiques (au sens largo c’est-à-dire pouvant

prendre des valeurs infinies). Grâce à ces fonctions la théorie des sous-espaces

hilbertiens d’un espace vectoriel topologique de SCHWARTZ [1]. [2] peut être abordée
sous un aspect nouveau un sous-hilbertien (réel) H de 1ge.vot. (réel) E peut
être caractérisé par la fonction h partout définie dans E9 égale sur H au

carré de la norme de cet hilbertien et à +m hors de H. La loi de composition
des sous-hilbertiens revient alors à une inf-convolution (Cf. section 39 ci-après)
des fonctions correspondantes. Le noyau associé à H est l’application sous-diffé-

rentielle ah* (Cf. sections 10~ 119 12 ci-après).
-Enfin on a complètement omis le cas d’un espace hilbertien (ou préhilbertien) :

si on identifie un tel espace à son dual les couples de problèmes de "programmation
convexe"? en dualité se trouvent formulés dans le même espace g leurs éléments peu-

vent alors, de certaines Qanières9 être composés entre eux. L’idée directrice est

d’obtenir une généralisation non linéaire de l’idée de décomposition d’un espace
hilbertien en somme directe de deux sous-espaces orthogonaux (les projections sur
deux tels sous-espaces sont bien en effet un exemple typique de couple de problème
d’optimisation en dualité). On consultera MOREAU [1?].

L’intérêt de l’auteur pour la convexité est motivé par la théorie des liaisons

unilatérales en mécanique (MOREAU [5J9 [15J9 [18]~ [ 21 ~ ~ , On n’en sera pas surpris
car les mécaniciens sont certainement parmi les plus anciens utilisateurs du concept
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de convexité : songer au théorème du °’polygône de sustentation" (statique d’un so-
lide pesant reposant, unilatéralement, sur un plan).

1, c . SOMMAIRE

Section 1 : Introduction.

Section 2 : Fonctions numériques convexes.

§ 2.a. L’addition est prolongée à tout couple d’éléments de R = [- coq + ooJ pai
la notation (+ OE) 1 (- 00) = + 00 (resp. la notation

(+ (- 00) = - 00).
§ 2.b. Isotonie de cette loi de composition.

§ 2.c. Définition des fonctions convexes à valeurs dans ~. ’

§ 2.d. Toute partie A d’un espace vectoriel X est définie par sa fonction

indicatrice WA (0 sur A et + 00 hors de A) ; A est convexe si

et seulement si ’~A est convexe.

§ ~, e. On appelle épigraphe de 1 e ensemble ((x~ r)(X X R : rl
(convexe si et seulement si f est convexe). Notation f«5(r) = (XEX :
f(x) # ~’~.

§ 2.f. Fonctions convexes prenant la valeur - 00.

§ 2, g. Règles opératoires pour les fonctions convexes.

§ 2.h. Fonction jauge d’un ensemble convexe.

§ 2.i. Fonctions concaves ; fonctions selle.

Section 3 p Inf-convolution.

§ 3.a. On note g)(x) = inf (f(u) 4- g(v) : u + v = xl. Propriétés de la
loi de composition V. appelée inf-convolution.

§ 3.b. On écrit dom f = f(x)  + ro} ; alors dom (f V g) = dom f+dom g.
Cas de fonctions indicatrices d’ensemble.

§ 3-c. Si * 
a 

est la fonction indicatrice de l’ensemble l’opération
représente la translation des fonctions.

§ 3.d. Espace normé.

§ 30e. Inf-convolution et épigraphes.
§ 3.f. C8no convexe (Conv x. 0~.
§ 3.g. Isotonie de 1 ° inf-eonvolutiono
§ 3.h. Cas d’un espace vectoriel préordonné.
§ 3.k. Un sous-cône convexe de ( C onv ~ 4-).

Section 4 : Semi-continuités.

§ 4.a. X topologique : est s.c.i. si et seulement si son épigraphe est
fermé dans X x R.
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§ 4.b. Espaces topologiques et E supmi p
§ 4,co Un cas de semi-continuité supérieure de f V g.

§ 4.d. Fonctions numériques inf-compactes.

§ Un cas de semi-continuité inférieurè de f V g. Inf-convolution exacte

§ 4.f. Inf-convolution de fonctions inf-compactes.

Section 5 : Convexité sur un espace vectoriel topologique.

§ 5-a. Cas de continuité d’une fonction convexe. Points internes et points in-

térieurs d’un convexe.

§ 5.b. Espaces vectoriels do dimension finie.
2013Y

§ 5.c. X e.v.t. rêel g on note r(X) l’ensemble des qui sont enve-

loppes supérieures de familles de fonctions affines continues ; on note
l’ensemble des éléments de F(X) autres que les constantes - 00

o 
-X

et + 00. Fonction r-régularisée de 

§ 5.d. Si X est localement convexe, toute fonction à valeurs dans ]- 00, + co]
convexe et appartient à r(X).

§ 5. e. Cas où la 7-régularisée d’une fonction convexe est égale à sa régula-
risée 

§ 5.f. Si X est tonnelé, une fonction fEr(X) est continue en tout point
interne de dom f.

Section 6 : Fonction polaire d’une fonction numérique.

§ 6.a. Espaces vectoriels en dualité X ot Y.

§ 6.b. r(X) et r(Y) ne dépendent que de la dualité. A toute on asso-

cie sa fonction polaire h*(y) = sup [ x,y &#x3E; - h(x) : 
§ 6.c. La fonction de A c X est y*A.

-X 
A

§ 6.d. La r-régularisée de hERX est h** .
§ 6.e, (inf h.)* = sup (h*i).. 

1

§ 6.f. Multiplication à auche et à droite d’une fonction par + 

§ 6.g. Fonction polaire d’une translatée.
§ 6.h. Fonction polaire de h V h9 ~

§ 6.i. Cas où X est préordonné.

Section 7 : Continuités et dualité.

§ 7.aG ~: topologie sur X (non nécessairement compatible avec la

dualité). Si hERX est finie et majorée sur un -voisinage de l’ori-

gine, les ensembles h*(p) sont des parties G -équicontinues de Y.

§ Cas où G est la topologie forte. o
§ 7.c. Si 1l est compatible avec la dualité, les ensembles h*(p) sont fai-

blement compacts.

§ 7.d. Cas où f est la topologie faible.
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§ 7.s. Continuité uniforme de ho

§ 7.f. Ensemble dont le polaire possède un intérieur non vide.

§ 7.g. Un cas où h V h’ est faiblement s.c.i.

Section 8 : Fonctions duales.
X -y

§ 8, a. et g(R sont dites duales si f = g* et f * = g.

§ 8.b. xeX et yEY sont dits conjugués par rapport à (f.g) si

f (x) + g(y) =  x, y &#x3E;.

§ 8.c. Dictionnaire d’équivalences entre propriétés de f et propriétés de g.
§ 8.do ~ : topologie dle.v.t. sur X (non nécessairement compatible avec la

dualité). f est finie ct £ -continue à l’origine si et seulement si
:

les e’sections°° g=( 0) sont 4 -équicontinues.
§ 8.e. Cas où ~ est la topologie forte.

§ 8.f. Cas où ~ est compatible avec la dualité.

§ 8, g. Cas où G est la topologie faible.

§ 8.h. Continuité uniforme de f ,

§ 8.k, Fonction asyraptote.
9 80£. Enveloppe conique.

Section 9 : r -convolution.

§ 9.a. On note V (r-convolution) la transmuée de l’addition t par dualité;
donc ~ (g ’7g’)**.

§ 9.b. Un cas où 0

§ 9*c. Autre cas.

§ 9.d. Autres cas. 
’

Section 10 : Sous-gradients.
-X

§ 10, a, y EY est dit sous-gradient do hERX au point x EX (h(x), fini)
o o o

si la fonction affine x H  X - X 9 Y &#x3E; + h(x ) minore h. On note
o o o

9h(x ) (sous-différentiel) l’ensemble dos sous-gradients de h au
o

point x o 0
§ 100b. Si f et g sont des fonctions duales x et y

conjugués.
§ Cas usuel assurant 0.

o

§ Conditions assurant + h’) = 8h + ôh9 .
§ 10,e. Autre cas.

§ 10.f. Dérivées directionnelles et sous-gradient.

§ 10.g. Différentiabilité faible.
§ 10.ho Sous différentiel à a près.
§ 10.i. Cas d’un ospace de Banach : théorème d’approximation.
§ 10.j. Si X est un espace de Banach, une fonction fEr 0 (x~ est déterminée,
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à une constante additivc près9 par son sous..différentiel.

§ Cas d’une fonction convexe continue sur un e.v.t. quelconque.

Section 11-: Semi-continuité des applications sous-différentielles.

§ 11.a. Applications multivoques ou multi-applications.
§ ll.b. Semi-continuité supérieure d’une multi-apulication.

«

§ 11.c. La multi-application 9 lorsque g esc inf-compacte.

§ Il*d* La multi-application "section oblique" de h*.

§ l1, ©. Si G est une topologie sur X, compatible avec la dualité et si
2013vhE’iRX est -s.c.i. a au point x 0 9 majorée sur un 16 -voisinage de ce

o

point, la multi-application oh est, au point x 0 9 s,c.s. de 
o

dans Y faible. 0

Section 12 : Monotonie des applications sous-différentielles.

§ 12, a. Multi-application monotone de X dans Y.

§ 12.b. Condition pour qu’une multi-application soit une sous-différentielle :

multi-applications cycliquement monotones.

§ 12. c. Multi-applications cycliquement monotones maximales.

§ 12,d. Un cas où la multi-application 3f est monotone maximale.

§ I2.e. Si X est un espace de Banach et si fEr o (X)9 la multi-application
3f est monotone maximale.

Section 13 : Minorantes exactes et hyperplans d’appui.

§ 13-a. Fonctions égales à l’enveloppe supérieure de leurs minorantes affines

continues exactes.

§ 13.b. Si X est lli1 espace de Banach (resp. Y un espace de Banach dont X

est le dual), toute fEr 0 ~~) est égale à la régularisée s.c.i. (pour
la topologie de la norme) de sa restriction à l’ensemble dom 3f.

Conséquences.
§ ~.~.c, Si X est un espace de Banach (resp. Y un espace de Banach) et si

fer o(X), l’ensemble dom of est dense dans dom f pour la topologie
de la norme. Conséquence : soit C c-X convexe fermé borné (pour les

topologies compatibles avec la dualité) non vide. Les formes linéaires

qui atteignent un maximum sur C sont denses dans Y pour la topo-

logie de la norme.

Section 14 : Jauges conjuguées et duales de Young .
§ 14.a. Si A c X et B C Y sont mutuellement polairos, on dit que leurs jau-

ges aer (X) et ber (Y) sont des jauges conjuguées.-o -o

§ 14.b. Relation entre a et ba

§ 14.c. Un schéma général de dualité de fonctions numériques.
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§ 14. d. Duales de Young.

§ 14. e. Si a et b sont des jauges conjuguées et si # et ’Y sont des

duales de Young (non singulières) les fonctions Oo, a et y o b

sont duales.

§ 14.f. "Duality mappingsOV 0

Section 15 : Bibliographie
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2. FONCTIONS NUMÉRIQUES CONVEXES

2. a. Pour tout 00, + la convention

(2.1) a + (+ 00) = (+ 00) + 

(resp. pour tout aE ~ 00, + la convention

(2.2) a + C- 00) = (- 00) 
prolonge classiquement l’addition de R en une loi de composition dans l’ensemble

J- ~9 + col (resp. l’ensemble [- ~9 + qui possède encore la commutativité,
l’associativité et beaucoup des propriétés usuelles.

Il n’est pas classique d’étendre cette loi à R = [ - 00, + ooJ tout entier g
c’est ce que nous ferons 3 de deux manières différentes, en notant + (addition supé-
rieure) et +-(addition inférieure) les lois prolongeant la loi + à tout couple d’é-
léments de R au moyen des convent.ons 

Dans MOREAU [9J, [101 on a recherché minutieusement quelles propriétés de l’ad-
dition classique étaient conservées par ces extensions. La loi ± étant transmuée de

la loi -~ par la symétrie x H -x on formulera seulement les résultats pour la se-

conde. Citons ?

La loi 4- est commutative et associative. En 9utre, quels Que soient x9 ye 9

quels que soient X, gc ]09 + col. 

(ainsi que. évidemment = (?4)X .2i ce qui munit e d’une struo.

ture de cône convexe notée Si E est un ensemble quelconques il en ré-

sulte naturellement, pour l’ensemble m dos applications de E À 

structure de cône convexe notée (9E 4).
2.b. La loi 4- est isotonique par rapport à la relation d’ordre usuelle de ? etg

plus précisément :
Si x~ y, z sont trois éléments de propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

I) x 4- y ~ z

II) Ex’, sy, tels que x’4-y’ =z
Enoncé semblable en remplaçant  par  (mais non par &#x3E; ou par &#x3E;).

On en tire notamment :

Si (Uî)icI et (v i )jEj sont deux familles quelconques d’éléments de FI, on

a l’égalité
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mais 

Si on prend, en particulier, pour u i un seul élément afR 9 il vient

2.c. DËFINITION. Soit X un espace vectoriel sur le corps R et soit C une par-

tie convexe de X . 0 fonction f définie sur C , à valeurs dans

É est convexe si pour tout x et tout xl dans C ,pour tout ox et tout 0"

= 1 1 

(2.6) + + 

Evidemment si f prend seulement ses valeurs dans ]- ~9 + ou dans

[- ~9 + C°1 9 le signe + dans (206) équivaut à + : on retrouve la définition

classique de la convexité.

Il reviendrait au même de se contenter d’un signe + ordinaire au second nom-

bre de (2.6) et de déclarer que l~in~galité doit avoir lieu toutes les fois que
cette somme ordinaire est délire-Léo Mais ce maniement d’expressions non toujours dé-

finies se révèle extrêmement incommode.

Une définition équivalente apparaît dans ROCKAFELLAR [1]; la définition en

question peut se rattacher à la nôtre par l’intermédiaire de la remarque suivant

Si à chaque acR on associe l’ensemble

(vide si a = + T est un isomorphisme du cône convexe 1) dans l’ensemble

des parties convexes de R (ensemble classiquement muni d’une structure de cône

convexe).

REMARQUE. La fonction fcR est convexe si et seulement si la fonction ? qui la

prolonge à X tout entier de la façon suivante
.1 - 1 x - -

est convexe. Comme en outre ~_1 sera surtout question de minorations et qu’une mino-

ration de f est visiblement équivalente à une minoration de f , on se limitera
dans la suite à considérer des fonctions convexes définies sur un espace vectoriel

tout entier.

2.d. EXEMPLE. Pour A de X 
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sera appelée fonction indicatrice de A.

On vérifiera que cette fonction est convexe si et seulement si l’ensemble A

est convexe.

En particulier la fonction, notée WX 9 qui prend la valeur constante + ce

partout sur X constitue la fonction indicatrice de la partie vide de X ; elle

est convexe.

Par l’usage des fonctions indicatrices, l’étude des propriétés d’ensembles con-
vexes peut ainsi se ramoner dans une large mesure à l’étude de fonctions numériques
convexes. Mais, comme on va le voir, il est inversement possible de ramener l’étude

des fonctions numériques convexes sur l’espace vectoriel X à celle de certains

ensembles convexes dans un espace "ayant une dimension de plus".
1 -X

2,e. DEFINITION. On appelle épigraphe de la fonction fERX l’ensemble

F = f(x) # r 1
et strict de f la partie FI de X X R par f tx)  r .

Visiblement deux fonctions sont identiques si et seulement si elles ont même

épigraphe (resp. même épigraphe strict).
On vérifie facilement

"X
Une fonction f ER est convexe sur l’espace vectoriel X si et seulement si

son épigraphe (resp. son épigraphe strict et une partie convexe de l’espace vecto-
riel X .

Dans le même ordre d’idées :
-x -

Si fERX est convexe our tout kcÎ les ensembles
"’ ’°’-" ’- 

sont convexes.

Par contre la convexité de ces ensembles n’implique pas nécessairement que la

fonction f soit convexe.

2.f. Les fonctions convexes prenant la valeur - C° sont assez spéciales s soit f

Convexe sur l’espace vectoriel X et soit xoEX tel que f(xo) = - 00 0 On tire
immédiatement de l’inégalité (2.6) que sur toute demi-droite d’origine x. il exis-

te au lus un point9 soit x1, en lequel f prenne une valeur finie ; entre x.

et x 
1 

9 la fonction prend la valeur - oo ; au delà de x 
1 

elle prend la valeur

+ 00 0 Donc si f prend quelque part la valeur - ~ 9 les points où elle est finie

sont assez en particulier ce sont tous des points non internes de l’en-

semble convexe f  (+ ro) .(Rappelons qu’un point a est dit interne pour un en-

semble convexe C si toute droite passant par a rencontre C selon un segment
de droite auquel a est intérieur).
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2.g. Voici quelques règles opératoires concernant les fonctions convexes :
Si f et g sont deux fonctions convexes il en est de même de la fonction

f+g .
Cela résulte de la commutativité et de l’associativité de l’addition supérieu

re + .

En outre, si ~.~ 109 + oo[ est une constante, et si f est convexe, la fonc-

tion A f est convexe. Bref l’ensemble des fonctions convexes est un sous-cône

convexe de (Ex 9 +) (Cf. §2.a).
On notera (Conv X 9 4-) l’ensemble des fonctions convexes sur X muni de cette

structure de cône convexe.

Par l’inégalité (2.4) on trouve d’autre part :
est une famille quelconque de fonctions convexes l’enveloppe

i 

supérieure sup fi est une fonction convexe.
i~ I 

En outre :

Si est une famille filtrante décroissante ou en particulier.
une suite décroissante de fonctions convexes l’enveloppe inférieure inf fi
est une fonction convexe. 

En effet, pour établir l’inégalité

considérons k strictement supérieur au second membre (l’inégalité serait triviale
si ce second membre valait + 00).

D’après le § 2.bl il existe s et s’ tels que :

Alors

Puisque la famille (fi) est filtrante décroissante il existe qEI tel que la

fonction f 
q 

minore les fonctions f et f -P 99 . alors
q p _

Cela montre que k majore aussi le premier membre de (2.7) et établit cette iné-

galité.

2.h. Un exemple important de fonction convexe sur 19espace vectoriel X est le

suivant :
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DÈFINITION. On dit ue fcix est une fonction jauge si elle possède les propriétés
suivantes :

i) f prend ses valeurs dans [0,+ -1

iii) f est ositivement homogène. c’est-à-dire que our tout XEX et tout

iv) f est convexe (compte tenu de îiiâ- il est équivalent de supposer f sous-ad-

ditive).
Evidemment alors l’ensemble

est convexe et contient l’origine. Réciproquement, pour toute partie convexe
C de X , contenant l’origine, il existe une fonction jauge f et une seule telle

que C = f =(1) 9 à savoir :

1/if est pris dans R ;l’ensemble entre accolades est vide si x n’est pas ab-

sorbé par C : en ce cas f(x)=+co .
On dit ue f est la jauge de l’ensemble C (convexe contenant 

EXEMPLE : Si C est une partie conique convexe de X (de sommet 0 inclus)~ sa

jauge est aussi bien sa fonction indicatrice ~c .
~, i, Ra pp elons ~ pour terminer cette section qu’une fonction feR est dite conca-

ve sur X si la fonction -f est convexe ce qui revient à dire que, pour tout x

et tout x’ dans X 9 pour tout a et tout ~° dans ]0,1[, avec a + l,
on a

Cette notion ne sera pas invoquée dans la suite ; elle prend toute son impor~
tance dans le contexte suivant : Soient C et D des parties convexes de deux es-

paces vectoriels X et Y , On dit qu’une application F de l’ensemble produit
C X D dans R est une fonction selle (angl. : saddle function) si pour tout yED
la fonction

est convexe et que pour tout xEC, la fonction

est concave. La question de l’existence d’un col (angl. : saddle point), c’est-à-
dire d °un point X D tel que, pour tout xec et tout yED , on ait

y) ~ Yo~ ‘-- F(x, Yo) 
.

est d’une grande importance dans diverses applications; ou, simplement, la ques-
tion de savoir si les quantités inf sup F(x, y) et sup inf F(x, y) sont égales.
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Pour l’aspect classique de ces questions voir : BERGE [1] ; on peut également leur

appliquer des méthodes de dualité dans l’esprit du présent exposé (Cf. MOREAU [141,
ROCKAFELLAR [4]9 [12]).
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. 

3. INF-CONVOLUTION

3. a. DÉFINITION.- Soit X un espace vectoriel sur le corps R. On note V la 
-X

Ici de composition, appelée inf-convoluticn. qui. a deux ftnctions fERX et gEÔ
fait correspondre la fonction :

On définit de même la sup-convolutionQ notée dp par

(loi transmuée de la précédente par une symétrie dans R de sorte qu’on se limite-

ra dans la suite à considérer la loi 7).

Dans MOREAU [9J, cette opération est étudiée en prenant pour X un demi-grou-

pe commutatif quelconque. Comme l’addition dans l’espace vectoriel X est en fait

une loi de groupe, (3.1) s’écrit aussi bien, dans le cas présent :

La loi de composition V (resp. A) est visiblement commutative; elle est en

outre associative.

En effet, si F9 G9 h sont trois fonctions numériques sur X, on a, en uti-

lisant (2.5),

Or

donc

Cette expression, symétrique en f9 99 h. montre l’associativité.

3~b. EXEMPLE. Si A et B sont deux parties quelconques de X~ on a pour leurs

fonctions indicatrices ~, et * B (Cf. § ~¢d)
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La quantité entre crochets est toujours ~ 0. S’il existe uEA et vEB tels que

u+v = x9 c’est-à-dire si x appartient à 1°ensemble A + B9 la valeur 0 est

effectivement atteinte et leinf vaut 0. Si. au contraire, xeA + B9 il n’exis.

te pas de décomposition de x en somme de uEA et veB t cette quantité entre
crochets ne prend pas d’autre valeur que + ro. Donc

-X
Plus généralement pour toute f ER . on appelle domaine effectif de f noté

dom f 9 lgensemble

et on trouve, comme ci-dessus, pour deux fonctions numériques quelconques f et

99

(3.4) dom (f V g) = dom f + dom g

3.c. EXEMPLE. Soit on notera simplement * a la fonction indicatrice de

l’ensemble fal. Soit on a. dgaprès (3.2),

Comme % a (u) ne diffère de que pour u = a9 il en est de même de la quanti-
té entre crochets; cela laisse :

C’est-à-dire que l’opération ya V représente la transformation des fonctions par

la translation a.

En particulier la fonction Wo définie par

est élément neutre pour l’inf-convolution.

3, d. EXEMPLE. Notons 
, 

une norme sur l’espace vectoriel X et soit A une

partie de X. Pour tout x.rX, l’expression (~A ’V ¡1.II)(x) représente la distance
de x à 1° ensemble A.

3.e. PROPOSITION. Soient f8RX et gERX; on considère le épigraphes stricts de

ces fonctions (Cf. § ~.e.9 définition) :
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L’épigraphe strict de la fonction f v g est a dans l’espace vectoriel X 

1"ensemble somme F + G.

Démonstration ~ Le point (x,r) de X X R appartient à l’épigraphe strict de
f Q g si, par définition,

ce qui équivaut à

équivalent9 d’après le § 2.bg à

Comme r est, par hypothèse, fini, a -~ b = r implique aeR et donc

a 1 b = a + b. Bref (3.6) équivaut à 1°existence dans l’espace vectoriel X X R

des éléments et (vlb)EG tels que

. #.

ce qu’il fallait démontrer.

La réduction de l’inf-convolution à une addition d’ensembles, que réalise cette

proposition 3.e., n’est pas un moyen d’étude aussi puissant qu’on pourrait le croire;
bien des propriétés topologiques des fonctions sont en effet difficiles à traduire

en propriétés des épigraphes stricts. 0

3.f. On a signalé au § 2.eo qu’une fonction est convexe si et seulement si son

épigraphe strict est une partie convexe de X x R; la proposition 3.e. donne alors,

puisque la somme des deux convexes est convexes

2013X -X
PROPOSITION. Si f(RX et sont convexes il en est de même de la fonction

f V g.

Notons par ailleurs que, dans 1°espace vectoriel X x R9 une homothé~tie de

centre (°90)9 de rapport transf orme 11 épigraphe strict de f9 c’est

à-dire 1 ° ens emble

en l’ensemble
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C’est là l’épigraphe strict de la fonction
.

laquelle sera notée f~ (Notation de ROCKAFELLAR [9] ; dans MOREAU [7J, [8J, cette

fonction était notée f (~,) ).
Bref, l’ensemble des parties de X x R qui sont des épigraphes stricts de fonc-

tions convexes est stable pour l’addition et pour les homothéties strictement pcsi-
tives de centre (0,C). On sait que plus généralement, l’ensemble des parties conve-
xes d’un espace vectoriel est9 par ces deux opérations, muni d’une structure de cône
convexe. Passant aux fonctions dont on a considéré les épigraphes on obtient donc :

Par la loi de composition interne ~f~g~ ~ f o g et la loi externe

(À9f) .... fÀ9 l’ens,emble des fonctions convexes sur X est muni d’une structure de

cône convexe qu’on notera (Conv 

REMARQUE l.- Cet énoncé implique en particulier que pour tous ~, 9 ~ 9 6» . 0 9 À dans

]09 + on a, si f est une fonction convexe,

J-

et , notamment,

REMARQUE 2.- Soient o’ et c~ dans ]0,1[, avec c~ + o~ = 1. Soient

f et la définition de l’inf-convolution implique, pour tout xEX,

(car pour u = a x et x, on a bien Bref

Cela peut s’exprimer en disant que l’application canonique du ccne convexe

(Conv X 9 V) dans le cône convexe ordonné (Conv X 9 +) (Cf. § 2.g.) est convexe.

3. g. PROPOSITION~ L~inf-convolution V est, dans l’ensemble une loi de compo-
sition isotone, c’est-à-dire que, quelle que soit la fonction g. on a l’implication

(308) f1 ~ f2 =~ g f 2 V g

et, plus généralement, si (fi), iEI, et jEJ, sont deux familles quelconques
de fonctions , on a
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Vérification facile, en utilisant l’égalité (2.3).

3.h. PROPOSITION.-On suppose que l’espace vectoriel X est muni d’un préordre
compatible avec la structure d’espace vectoriel, de sorte que l’ensemble

p = (x~X : 1 0  x)

est une partie conique convexe (de sommet 0 inclus) de X. Une fonction FEÎR x
est décroissante pour le préordre  si et seulement si

(3.9)

ce qui équivaut d’ailleurs à

J

En effet

et la quantité entre crochets vaut + 00 si donc

Par définition la fonction f est décroissante pour le préordre  si et seulement

si

d’où la condition (3.9).

On a en outre, puisque OEP9

(Cfo § 3.c.) donc, d9après (3.8)9 pour toute fonction fe

d’oà l’èquivalence de (3-9) et (3.10).

REMARQUE. Si f vérifie la condition (3.9), il en est de même de f V g. quelle
-x

que soit gER 9 car alors

En outre, P étant un cône convexe, on voit immédiatement que, pour tout

ÀE ] 0 9 + ex;¡ [~ 9

Si donc f vérifie ()09)9 il en est de même de car alors
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Il résulte de là que l’ensemble des fonctions convexes qui sont décroissantes

pour le préordre  est un sous-cône convexe de (Conv X 9 V). (Cf. § 3-f.).

C’est évidemment aussi un sous-cône convexe de (Conv X 9 4-). { Cf . § 2. ~. ) ¢

3.k. A côté de cette considération d’un préordre sur l’espace vectoriel x9 le

§ 6.i. nous conduira à envisager une autre situation qui fait également intervenir

une partie conique convexe de l’espace :
Soit Q une partie conique convexe de X (de sommet 0, non nécessairement

inclus). L’ensemble des tel les que (Cf. o § 3.b.)

dom f ~= ~

(c’est-à-dire l’ensemble des fonctions qui prennent la valeur + 00 dans tout le

complémentaire de Q) est stable par inf-convolution puisque si dom g C: Q, on a

par (3.4),

En outre, si ÀE] Og [~ on a 
1

Il résulte de là que 1?ense£Jle des fonctions convexes qui prennent la valeur

+ 00 partout hors de Q est un sous-cône convexe de (Conv X g 

C°est évidemment aussi un sous-cône convexe de (Conv X 9 +)o
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4. SEMI-CONTINUITES

4. a. Dans ce paragraphe, X peut être un espace topologique quelconque. On sait

qu’une fonction fERX est semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i.) si et

seulement si, pour tout rER, l’ensemble section&#x3E;&#x3E; de f:

est fermé dans X (trivialement en ce cas f ~5 (+ -) = X et 1’ (- 
r~)R

sont eux-mêmes fermés). La f onction f est semi-continue supérieurement (en abrégé
s.c.s.) si et seulement si, pour tout rdRp l’ensemble

est ouvert dans X.

Par exemple une partie A de X est fermée (resp. ouverte) si et seulement
si sa fonction indicatrice §’, i est s.c.i. (resp. s.c.s.). De cela on peut rappro-
cher t

PROPOSITION.-Une, fonction est s.c.i. a si et seulement si son épigraphe à
est f ermé dans l’espace topologique XxR.

En effet9 la fonction f est socoi. sur X si et seulement si la fonction

est s, ca io sur X x R. Or les ensembles sections 0 :5 (k) , sont tous dé-

duits de F par des translations selon R dans l’espace produit X x R.

En transmuant par symétrie on trouve :
-X

COROLLAIRE.- Une fonction est si et seulement si son épigraphe strict

est ouvert dans l’espace topologique XxR.

4.b. Il est classique d’interpréter la semi-continuité inférieure (resp. supérieure)
d’une application f d’un espace topologique X dans R comme une continuité

proprement dite, en munissant R. d’une topologie (non séparée) convenable s

NOTATION.- On notera Rinf l’espace topologique construit en munissant l’ensemble

[- o~+ de la topologie dont les ouverts sont ~ outre la partie vide et la partie
pleine,, les intervalles de la forme avec On notera Rsup
loi homéomorphe du dent par la symétrie r " - r~
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Une fonction définie sur un espace topologique X, à valeurs dans

fi = L- coq+ est S.C.1. (resp. s,,c.s.) si et seulement si c’est une application

continue de X dans (resp. dans R sup ).
De la propriété d’«isotonie forte&#x3E; formulée au § 2.b. on tire:

L’application (x,y) 1--&#x3E; x + y est continue de l’espace topologique Rinf x Rinf
dans l’espace topologique 

Mais on touche une petite difficulté de la théorie en remarquant que:

LVapplication (x,y) - x + y n’est pas continue pour ces mêmes topologies aux

points (- et (+-9-co) de l’espace P, inf x R. fo
Donc, si f et g sont deux fonctions s.c.i. sur l’espace topologique Xe

la fonction f + g est aussi s.c.i., mais non, en général, la fonction f + g,
à moins que les fonctions prennent des valeurs telles que 1 équivalle à + :
par exemple, si f et g sont s.c.i. et prennent leurs valeurs dans ]- M9+ 001
la somme classique f + g (équivalente alors à f 1 g et à f j g) est aussi

s.c.i.

4.c. PROPOSITION.- Soit X un espace vectoriel topologique (sur le corps 
soit feR s.c.s. ; alors, quel que soit la fonction f V g est s.c.s..

En effet, alors pour chaque uEX, la fonction, translatée de fg ,

est s.c.s., donc aussi, d’après le § 4.b., la fonction 1

Par suite f V g est s.c.s. comme enveloppe inférieure d’une famille de fonctions

S.C05..

Autre raisonnement : d°après le § 4.a., 19épigraphe strict F de f est ou-

vert dans X x donc aussi l’ensemble somme F + G (G : épigraphe strict de g)

qui est 1°épigraphe strict de f V g.

4.d. La recherche de conditions assurant la semi-continuité inférieure de f v g

va nous amener à introduire la notion suivantes f

DÉFINITION.- (MOREAU rL7], [8J) Soit X un espace topologique quelconque; on dit

fonction est inf-compacte si our tout rR, l’ensemble

est compact (éventuellement vide).
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Evidemment en ce cas

.1..... CA. "

est aussi compact. 0

Les propriétés suivantes sont quasi-immédiates t
Si l’espace topologique X est séparée toute fonction inf-compacte est s.c.i.

Une fonction inf-compacte admet un mininum; par suite si elle ne prend nulle

part la valeur - 00, elle est bornée inférieurement° 0

Toute fonction s.c.i. minorée ar une fonction inf-compacte estinf-gompag££.

,Si f et g sont deux fonctions à valeurs dans J- l’une inf-com-

acte et l’autre o bornée -inférieurement,_ la fonction f + g est inf-compacte.

L’envolo]2pe famille quelconque inférieure

d°une famille finie) de fonctions inf-compactes est inf-compacte.

Des propriétés des fonctions inf-compactes sur un espace vectoriel topologique

apparaîtront dans les soctions suivantes, en liaison avec la théorie de la dualité.

4.e. La propriété facile que voici peut être considérée comme classique.

Soit X un espace topologique quelconque, U un espace compact et

une fonction à valeurs dans R, l’espace produit X X U.

Alors la fonction

est sur l’espace Xo 
1

On va en déduire (MOREAU [7] ~8]) :

PROPOSITION.-Soient définies sur un espace vectoriel topologique X deux fonctions

f et g à valeurs dans ]- co,+ la première inf-compacte9 la seconde s 8 c d ï o

et bornée inférieurement. Alors la fonction f V g est s.c.i. et bornée inférieure-

ment ; en outre cette ïnf-convolutïon est exacte c’est-à-dire que l’inf de sa défi-

nition est un minimum.

En effet + équivaut ici à + :

L’expression entre crochets est fonction inf-compacte de u~ d’après le § 
donc 19inf est un minimum. En outre f 7 g est bornée inférieurement puisque f et

g le sont.
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Montrons que f 7 g = h est s.c.i. en un point x o EX. Soit a  il

faut montrer l’existence dgun voisinage V de xo dans X tel que

Soit BER un minorant de g g l’ensemble

est compact d’après l’hypothèse. (4.1) s9écrît

avec

et

La fonction ~x~u~~~~ f(u) + g(x-u) est sur l’espace X x U. D’après le

lemme, la fonction h2 est donc s.c.i. sur l’espace X ; diaprés (4.3) on a

a  d’où l’existence de V. voisinage de xo dans X, sur lequel

a. ce qui donne bien (4.2).

EXEMPLE. Si A est une partie compacte de X et B une partie ferméeg les fonc-
tions indicatrices satisfont les hypothèses de l’énoncé : on en con-

clut 1!rB = est c"est-à-dire que l’ensemble A + B est fermée
résultat bien connu.

4.f. PROPOSITION.- Si l’espace vectoriel topologique X est séparée l’ensemble des

fondions inf-compactes à valeurs dans ]- 05 ~ + CJ ] est stable pour leinf-convo-

lution.

En effet, si X est séparée deux fonctions f et g. inf-compactes à va-

leurs dans ]- CJ , + co ] sont 50c.i. et elles admettent respectivement des mino-

rants ox et fl dans R. Diaprés la proposition 4.e. la fonction h = f Q g est

s.c.i. et l’inf-convolution est exacte. Pour montrer que l’ensemble fermé

. :

est compact, on remarque que9 si (r), il existe u et v dans X

tels que
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ce qui entraîne

On a donc l’inclusion

où le second membre est un ensemble compacta puisque somme de deux compacts.
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5. CONVEXITÉ SUR Uh ESPACE
VECTORIEL TOPOLOGIQUE

5,a, Soit X un espace vectoriel topologique sur le corps R. Une propriété clas-

sique (Cf. BOURBAKI [11, Chap. 5. n° 2) peut se formuler dans le contexte

présent, de la façon suivant

Soit une fonction fdtI, convexe sur X. S’il existe un ouvert dans X sur

lequel f est majorée, alors f est continue sur l’intérieur (visiblement non vide’
de l’ensemble

dom f w f(x)  + 

Tel est le cas, en particulier, s’il existe un point xofX en lequel f est

avec f(x)  + 00 (Noter qu’à la différence de Bourbaki ° nous n’excluons
o

pas la valeur - co pour f).

Rappelons qu’un point a d’un ensemble convexe C est dit point interne de

C si toute droite passant par a rencontre C selon un segment auquel a est

intérieur : c’est là un concept indépendant de la topologie. On voit alors (par
une homothétie) que si C possède un point intérieur pour une certaine topologie
df e. v. t, sur l’espace X, tout point interne de C est aussi intérieur (et réci-

proquement, bien l’intérieur de C, s’il n’est pas vide est égal à l’ensem-

ble des points internes ou intérieur algébrique&#x3E;&#x3E; de cet ensemble convexe. Autre-

ment dit, les topologies dle.v.t. sur X se rangent en deux classes au plus :
celles pour lesquelles l’intérieur de C est vide et celles pour lesquelles cet

intérieur est égal à 1 e intérieur algébrique. Revenant alors à une fonction 

convexe, on voit que les topologies dle.v.t. sur X se rangent en deux classes au

plus : celles pour lexquelles f nkat continue en aucun point de dom f et celles

pour lesquelles l’ensemble des points de dom f où f est continue, est égal à

l’intérieur algébrique de dom f. "

5.b. On n’accordera pas, dans les sections suivantes, d’attention spéciale aux es-

paces de dimension finie ; nous renvoyons principalement pour ce cas à ROCKAFELLAR

[17]  Le lecteur tirera des résultats ultérieurs les corollaires intéressant les

espaces de dimension finie en se rappelant les faits fondamentaux suivants :

La topologie (localement convexe) canonique d’un espace vectoriel de dimension
finie sur le corps R possède pratiquement toutes les particularités usuelle
c’est une topologie d’espace hilbertien, donc d’espace de Banach réflexif, donc
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d’espace tonnelég etc... Pour la dualité canonique d’un tel espace, la topologie en

question est aussi bien topologie faible que topologie de Mackey ou que topologie
forte ( Cf . section 7).

De la proposition de tout à l’heure on tire en outre (Cf. BOURBAKI, ibid. ) :

Si X est un espace vectoriel, de dimension finie toute fonction fER con-

vexe est continue sur l’intérieur de dom f.

Cet intérieur peut être vide. Mais il est spécialement intéressant, en dimen-
sion finie, d’étudier un ensemble convexe tel que dom f par rapport à la topolo-
Rie de la lus etite variété linéaire le contenant. On démontre (Cf.9 par exemple,
EGGLESTON [1], VALENTINE [1]) qx,eggv,t convexe non vide dpun espace de dimension

finie possède our la topologie précédente un intérieur (dit intérieur relatif non
vide.
.rrwwrrrrr

5.c. NOTATION. Si X est un espace vectoriel topologiqueo on notera r(X) l’en-
-X 

’

semble des fERX ui sont enveloppes supérieures de familles de fonctions affines
continues $ on notera r (X) 1 Q ensemble des fer(X) autres que les deux cons-

o 

tantes = + co et - = - 00 (enveloppe supérieure d °une famille vide) .

L’ensemble r(X) est stable pour l’addition inférieure + car si (m.), iEI,
et ( n . ) q jEJ, sont deux familles (éventuellement vides) de fonctions affines

J
continues, on a, d’après l’égalité (2.3) (transmuée par symétrie),

Or in. + n. = m. + n. est une fonction affine continue.
i . j i j

Visiblement aussi, l’ensemble r(X) est stable pour la multiplication par
toute constante -[ 9 ce qui en fait un sous-cône convexe de (FX,+). Dans

la section 9 on définira une autre structure de cône convexe sur r(X).

Soit (f.) une famille de fonctions appartenant à r(X). Chacune d’elles
2.

étant l’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions affines continues, l’enve-

loppe sup f. appartient elle-même à I(X) car elle est l’enveloppe supérieure de
1

la collection de toutes ces fonctions affines continues. Il en résulte que, dans
-X

l’ensemble r(X), ordonné par l’ordre habituel de R 9 toute partie T. possède
un plus petit majorant et un plus grand minorant A ~ : l’élément V $ est

tout simplement l’enveloppe supérieure, c’est-à-dire le sup de O dans RX;
l’élément A b est l’enveloppe supérieure des qui minorent G : c’est une

-Xfonction généralement plus petite que l’inf de G dans R .
Pour toute fonction hER , on sera amené, dans la section 6. à noter h**
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B

la plus grande fonction de f(X) minorant h ; on l’appelera la r-régularisée de

h ; on peut la construire comme l’enveloppe supérieure des fonctions affines con-
tinues minorant ho 

’

5.dfl Tout élément de r(X) est évidemment une fonction convexe et s.c.i. puisquf-

enveloppe supérieure d’une famille de fonctions convexes (car affines) et s.c.i.

(car continues) ; en outre, à l’exception de la constante-(i)X, les éléments de F(X)
sont des fonctions à valeurs dans J- ~9 + ~J.

Si X est localement convexe9 on a9 réciproquement (MOREAU [2j 1
PROPOSITION. Si X est un e.v.t. localement convexe-.- toute fonction f, à valeurs

dans ]- co; + ooJ 9 convexe et s.c.i. appartient à 

Démonstration : Constatons que, sous les hypothèses faites$ f possède au moins
une minorante affine continue. En effet, laissant de côté le cas trivial où f est

la constante wX = + m, considérons xoEX tel que f(xo)  + ce et choisissons

un réel r.  f(x.). Dans l’espace vectoriel topologique produit X x R. qui est

localement convexe, l’épigraphe

est un ensemble convexe fermé non vide (Cfo §§ 2.e. et 4.a) auquel le point

(xa 9 ro) n’appartient pas. Il existe donc un hyperplan fermé séparant ce point
de l’ensemble F g cet hyperplan, visiblement «non vertical&#x3E;, est le graphe d9une

fonction affine continue minorant f.

Ceci dit, l’enveloppe supérieure f~~ des minorantes affines continues de f

est un élément de r(X) minorant fo Afin d’établir que f = f** on va montrer

que9 pour tout x EX et tout réel r  on a ri  f~~(x ) ~ 
qu9il existe une minorante affine continue de f prenant au point xi une valeur

&#x3E; ri. C’est précisément ce que montre le raisonnement précédent s’il existe, dans

l’espace localement convexe X x R, un hyperplan fermé «non vertical» séparant
strictement le point txl g ri) de l’ensemble F. A défaut d’un tel hyperplan,
cette séparation stricte serait du moins assurée par un hyperplan vertical&#x3E;&#x3E; de la

forme P x R où P est un hyperplan fermé de X. Soit p une fonction affine

continue sur X9 s’annulant sur P et telle que &#x3E; 0 ~ dans le demi -es-

pace p ~ 0, on a o Soit q une des minorantes affines continues de

f dont on a précédemment montré l’existence. Pour tout ~, &#x3E; 0 la fonction affine

continue q + ~p est encore une minorante de f i on pourra choisir x assez

grand pour qu’elle prenne au point xi une valeur &#x3E; ri 0

Exemple : Si X est localement convexe, une partie C de X est convexe fermée
si et seulement si sa fonction indicatrice ~C appartient à r(X).
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Si A est une partie quelconque de X, la fonction ~, a pour r-régularisée
la fonction indicatrice yC de l’enveloppe convexe fermée C de A. En effet

A c: C implique *C; comme t.Er(X) il reste à prouver que toute fonction

affine continue m minorant tA minore Tco De fait le demi-espace fermé m # 0

contient A. donc contient C. ce qui donne 

5.e. PROPOSITION. Supposant encore X localement convexe., soit convexe et

possédant une minorants appartenant à r (X) (par exemple une minorante affine con-

tinue). 0 Alors la T-régulariséo h** de h est égale à sa régularisée s.c.i. h :

A

En effet la fonction h est convexe (son épigraphe est, dans X x R9 l’adhé-

rence de lé,pigraphe de h). Elle est la plus grande fonction s.c.i. minorant hp
donc plus grande que la minorante impliquée dans l’énoncé. Par conséquent h prend
ses valeurs dans ]- 009 + ooJ: la proposition 5.d. montre que Donc h

est bien le plus grand élément de r(X) minorant h.

REMARQUE 1. Si h prend quelque part la valeur - oo, sa r-régularisée est la

constante -rX = - 00; la fonction h n’est pas nécessairement cette constante. o

REMARQUE 2. Si 19espace X est de dimension finie on peut montrer que toute fonc-

tion h 9 convexe à valeurs dans ]- oo, + oo], admet des minorantes affines de
** A

sorte que h = h.

Par contre, en dimension infinie9 on a le contre-exemple suivant : soit C

un convexe fermé d’intérieur non vide et soit une forme linéaire non continue

La fonction

est convexe9 à valeurs dans J- oo, + Sur tout ouvert w c C la fonction ,
prend des valeurs négatives arbitraires, donc h n9admet pas de minorante affine

continue, ce qui implique h** = Par contre la régularisée s.c.i. de h est

REMARQUE 3. 0 Pour tout hERX on peut aussi considérer

lim . inf h(u) = sup (inf h(V ’x) : V voisinage de x’!.
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Visiblement : t

(5.2) lim o inf h(u) = min fh(x) . lim . inf 

On remarque alors (Cfo, dans un contexte assez différent, BROENDSTED [13) :

Si hfRX est convexe et si dom h contient plus d’un point, on tout

XEX9

En effet, cette inégalité étant triviale si h(x) = + coe supposons xcdom h.

Soit x ~ distinct de x dans dom h. Si h(xt) = - co~ la fonction prend la va-

leur - m sur tout le segment ]x, xl] (efo 9 2.f) de sorte que, dans ce cas, (5.3
est encore triviale9 le premier membre valant - 000 De même si h(x) = -~. Si

enfin h(x) et h(x’) sont finis, on écrite, pour tout 1[ 9 1
L’inégalité (5.3) en résulte puisque tout voisinage V de x contient des points
de la avec ~ arbitrairement voisin de 09 ce qui donne

une valeur arbitrairement voisine de h(x) au second membre de (5.4).

En rapprochant (5.2) et (5.3), on voit que (5.1) peut aussi bien s’écrire:

5.f. Terminons cette section par un résultat de ROCKAFELLAR [9] :
’

PROPOSITION. Si 1°espace X est tonnelé une fonction FEF(X) est continue en

tout point interne de dom f.

En effet, pour simplifier l’écriture, supposons faite une translation amenant
ce point interne à l’origine 0 de X. Le cas f = Wx étant trivial, on suppose

f(0)6R. Soit un réel k &#x3E; f~0~ ~ l’ensemble

est convexe fermé. En outre il est absorbant ; en effet, 0 étant point interne

de dom f , la restriction de f a chaque droite passant par 0 est une fonc-

tion convexe, finie au voisinage de 0 dans cet espace de dimension 1. donc con-
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tinue en 0. de sorte que 0 est point interne de C. Par suite l’ensemble

C n -C est un tonneau dans ~9 donc un voisinage de 0. sur lequel f est majo-

rée par k s d’après le § 5,a.. cela montre la continuité de f en 0.

REMARQUE. On voit que si X est tonnelé et si fEp(X), tout point interne de

dom f est intérieur (et réciproquement bien sûr). En particulier, dans un espace

tonnelé, l’intérieur d’un ensemble convexe fermé coïncide avec l’ensemble des points
internes de cet ensemble (ou intérieur algébrique».
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6. FONCTION POLAIRE DGUNE

FONCTION NUMÉRIQUE

6.ao Dans toute la suite on note X et Y un couple d’espaces vectoriels sur le

corps R~ mis en dualité par une forme bilinéaire . 9.&#x3E; ; selon la terminologie

de BOURBAKI [1], cela signifie que les axiomes de séparation suivants sont vérifiés

- pour tout x non nul dans X9 il existe yEY tel que  x,y &#x3E; ~ 0 g
- pour tout y non nul dans Y9 il existe x~ X tel que  &#x3E; ~ ~ q

Certains des résultats ultérieurs seront d’ailleurs valables sans ces hypo-

thèses de séparation.

Une topologie localement convexe sur X (resp. sur Y) est dite compatible
avec la dualité si, pour cette topologie, l’ensemble des formes linéaires continues

est constitué par les fonctions x -  &#x3E; , y(Y ( respo les fonctions
y H  Xgy &#x3E; . xeX). Les axiomes de séparation ci-dessus impliquent, d’une part~
qu9une telle topologie ost séparée, dgautre part que chaque forme linéaire continue
est représentable de la sorte d’une soule manière.

L’exemple le plus usuel d’espaces vectoriels en dualité est obtenu en prenant

pour X un espace vectoriel muni a priori d’une topologie localement convexe sé-

parée et pour Y son dual topologique.
D’une manière générale, la topologie faible sur X, notée a(X9Y) (topologie

de la convergence simple si X est interprété comme ensemble de fonctions numéri-

ques sur Y)9 est la moins fine des topologie (localement convexes) sur X qui

sont compatibles avec la dualité. La topologies de Mackey sur Xp notée T(X,Y)
(topologie de la convergence uniforme dans les parties de Y qui sont convexes et

compactes pour cr(Y9X))9 est la plus 

Rappelons aussi que les parties bornées de X (respo Y) sont les mêmes pour
toutes les topologies compatibles avec la dualité. A la dualité entre X et Y

on rattachera donc encore la topologie forte, par exemple sur X, notée 

c’est la topologie (localement convexo9 séparée) de la convergence uniforme dans
les parties bornées de Y. Visiblement p(X9Y) est plus fine que la topologie de

Mackey T(X,Y) ; elle est donc compatible avec la dualité seulement si elle coïn-
cide avec Le cas réflexif est celui où on a simultanément
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6.b. Les fonctions affines continues, par exemple sur X. s’écrivent sous la forme

avec YEY et rER (on dira que y est la entre de la fonction affine) : ces fonc-

tions sont les mêmes pour toutes les topologies compatibles avec la dualité. Par

suite (Cf. § l’ensemble fonctionnel r(Y)) est le mcme 12our tou-

tes ces topologies : on peut dire qu’il s’agit là d’une notion duologique&#x3E;&#x3E; plutôt

que topologique. 0

X
Soit la fonction affine continue écrite en (6.1) est une minorante de

h si et seulement si

Cela conduit à s °intéresser à la f onction définie sur l’espace Y par le second

membre de (6.2) :
w

DEFINITION. Pour toute fonction on appelle fonction polaire de h la fonc..

tion notée h*, définie our tout yEY par

Dtaprès (6.2), h possède des minorantes affines continues si la fonction h*
ngest pas la constante wY = + ro (cette dernière éventualité survient;, notamment,
si h prend la valeur - co quelque part dans X).

h prend quelque part la valeur - co si et seulement si h est la constante

0153x 
= + m j alors h* est la constante -cj 

== - Co.

Pour la construction du sup dans (6.3), on peut évidemment négliger les va-
leurs de xEX telles que h(x) = + co ; la fonction h* est donc une enveloppe su-

périeure de fonctions affines continues sur Y : elle appartient à r(y).

6.0. EXEMPLE. 0 Soit A une partie quelconque de X ; prenons pour h la fonction

indicatrice alors (6.3) se réduit à

La fonction Y*A est connue sous le nom, assez impropre, de fonction d’appui de

l’ensemble A. C’est une fonction convexe et s.c.i. (puisqu’appartenant à T(Y)),
positivement homogène. Un demi-espace fermé dans X
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(avec y ~ 0) contient l’onsemblo A si et seulement si la fonction affine

 .9Y &#x3E; - r minore YA, cvest-à-dirc, d’après (6.2),

L’égalïté dans (6.4) signifie que le demi-espace en question est minimal dans 

semble, ordonné par l’inclusion c ~ des demi-espaces fermés contenant A : cela

n’implique nullement que l’hyperplan frontière de ce demi-espace soit un hyperplan

d’appui (Cf. â ~3.b. ~ de A c’est-à-dire contienne un point de cet en-

semble (noter, toutefois, le cas où A est un ensemble compact pour une des topo-

logies compatibles avec la dualité) 0 
-

Remarquer d’ailleurs que 1

est 1 ’ensemble olaire Ao de A. Cependant Y*A n9est pas en général la jauge de
0 

-....-.-.-..-.;-- -...-. A 
1AQ (Cf. § 2.1) car ce n’est pas nécessairement une fonction = 0. D’après (2.8),

cette jauge s’écrit

6.d. La r-régularisée de h (Cf. § 5.c.) est l’enveloppe supérieure des minorantes
affines continues de h9 c’est-à-dire des fonctions x -&#x3E;  x,y &#x3E; - r avec9 selon

(6.2),

(6.5) ri h* (y)

Pour la construction de cette enveloppe supérieure on peut évidemment retenir seu-

lement celles de ces minorantes qui sont maximales, c’est-à-dire qui vérifient llé-

galité dans (6.5) (au moins si h* ne prend pas la valeur - m). Donc la 

larisée de h est la fonction
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(On a signalé au § 6.b. que, si h * prend quelque part la valeur - alors

h* * - »y et h == + l’expression ci-dessus reste donc valable pour la

T-régularisée de h)

La T-régularisée de h est la fonction polaire de sa fonction polaire h’
ce-qui justifie la notation h** déjà employée dans la section 5.

Il n’y a pas d’inconvénient à noter de la même manière par * le passage

d’un élément de RX à sa fonction polaire (ce qui est une application de R dans
-Y 1

r(Y)) et le passage d’un élément de R à sa fonction polaire (ce qui est une

application de RY dans r(X)).

La r-régularisée h ** étant l’enveloppe supérieure des minorantes affines
continues de h9 il est clair qu’une fonction affine continue minore h si et

seulement si elle minore h**~ Il en résulte que h et h** ont même fonction

polaire : t 
.4111

En particulier (Cf. § 6.c.) une partie A de X et son enveloppe convexe 
19

fermée (fermée pour n’importe quelle topologie compatible avec la dualité) ont la
même fonction d’appui.

6.e. Visiblement si hl et h2 sont deux fonctions numériques sur X, on a 1 ° ïm-.

plication

Plus généralement, iel est une famille quelconque de fonctions, l’en-

veloppe inférieure inf h. a pour fonction polaire
iEI

C°est-â..dire que

Par contre, des exemples simples permettent de voir que, même pour une famille

finie on peut seulement affirmer l’inégalité
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-X
6.f. Si oER est une constante non nulle et considérons la fonction, notée

composée de h avec l’homothétie (0~j) :

Alors

ets comme x parcourt X entier lorsque XV = 0 x parcourt X9 1

c’est-à-dire

Ce résultat doit être bien distingué des suivants : Si B est une constante

réelle strictement positive, la fonction xh a pour fonction polaire :

c’est-à-dire, avec la notation du § 

Par un calcul semblable, on trouve

CONSÉQUENCE : Si h est positivement homogène on a hx = h pour tout 

donc, dgaprès ~6.12~~

x(h*) = h*

Les seules valeurs dans R qui soient invariantes pour la multiplication par un

x &#x3E; 0. différent de 1. sont 0, + 00 et - co. La valeur - m n’est prise que

par h* = - °y 9 correspondant au cas trivial h = on voit donc que si

est positivement homogène, sa fonction polaire ne prend que les valeurs 0

et c’est la fonction indicatrice dgune partie de Y.

De même (6.11) montre que si h est une fonction indicatrice, h* est positi-
vement homogène : on 11 a déjà vu au § 6.c.



37

. g a Soit et aEX ; on note usuellement T a h la fonction translatée de h : 1

Soit en outre une constante qui va définir une translation dans R ; la fonc.

tion a + Tah a pour fonction polaire

ou, comme x décrit X entier lorsque x’ = x - a décrit X.

Bref :

(6.13)

La translation d’une fonction numérique (dans X et dans R) se traduit donc par

1°addïtion d’une fonction affine continue à sa fonction polaire, ce qui nous servira

souvent pour ~ramener à l’originel un point au voisinage duquel on procède à une

étude locale.

De façon analogue, si bEY et PER, on trouve

6. h. On considère maintenant 1.°inf-convolutian de deux fonctions numériques quel-

conques h et h ’ sur X :

La fonction polaire s’écrit *.

ou, en intervertissant les sup et en invoquant la transmutation de + en + par

symétrie, puis (2.5) et (6.13),
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Bref : O

EXEMPLE. Si on prend pour h et hl les fonctions indicatrices de deux parties
A et A’ de X. on trouve, puisque t A 7 est la fonction indicatrice de

l’ensemble A + A~ (Cf. § 3.b.), que la fonction d’appui de A + AV (Cf. § 6. c. )
est la somme des fonctions d’appui de A et A’ (vérification directe d’ailleurs

facile).

6.i. La donné- sur X d’un préordre noté «s 9 compatible avec la structure addi-

tive de cet espace, équivaut à la donnée d’une partie S . contenant 1*origine et

stable pour 

On voit comme au § 3.h. qu’une fonction hERX est décroissante pour ce préordre si

et seulement si

La fonction est visiblement décroissante9 donc ~!t
ce qui, par (6815)9 donne

Donc ne prend que les valeurs 0 et (la valeur - ro est exclue puis-
o

qUe, S notant pas vide, la fonction Ws n’est pas wX ) : c ° est la fonction

indicatrice d’une partie Q de Y qui, d’après le § est l’ensemble polaire

de S. Diaprés ce mène Patagraphe %£ = ~Q est positivement homogène, donc Q

est un cône convexe fermé dans Y.S"O - - --
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Si h est décroissante pour le et (ô01~~ donnent :

Laissant à part le cas h = Wx qui est le seul permettant à h* de prendre la va-

leur - coq on voit donc que y~Q entraîne h*(y) = + o,9 ce qui s’énonce

(cf. MOREAU [8]) :
-X

PROPOSITION. Si hERX (différente de est décroissante pour le préordre (6.16)
l’ensemble dom h* est contenu dans le cône convexe fermé Q, ensemble polaire

de S.

Puisque ~q ~ ~Q est une fonction indicatrice9 ~~~ fonction indicatrice de

l’enveloppe convexe fermée P de S. est positivement homogène s cette enveloppe
P est donc un cône aonvexe fermée à savoir le cône polaire de Q.

(et vice versa t Q est le cône polaire de P). On peut alors formuler

RÉCIPROQUE. Si dom h* c Qs la r-régularisée h** de la fonction h est décrois-

sante our le preordre , et même pour le réordre «moins fort&#x3E; ou lus fin

(compatible avec la structure d’espace vectoriel). noté P, 
À

En effet si dom h 1+ r~ Q 9 on a 1

Soient x et x’ tels que x p cqest-à-dire xl - xcP. puisque Q est le

c8ne polaire de P on a 1?impiication

donc, d°après ~6s18~9

COROLLAIRE. Si une fonction hEfR est décroissante pour le préordre "’~S 9 sa

r-régularisée h** est décroissante pour le préordre plus fin particu-

lier. si (c’est-à-dire h = 4**) la décroissance pour ~ est 1 . va-

lente à la décroissance pour 
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7. CONTINUITES ET DUALITE

7.a. PROPOSITION. Soit G une topologie d’e.v.t. sur l’espace X (non nécessaire-

ment compatible avec la dualité). Si une fonction heR est finie et G-semi-conti-

nue supérieurement à 11 origine de X généralement, majorée sur un 4-voi-
sinage de 0). l’ensemble

tout une partie de Y équicontinue pour la topologie
En effet soit V q u~on pourra toujours supposer équilibrée un 4 -voisinage

de zéro dans X. Si h est majorée sur V par on a

h  ox + YV

d’où, le passage aux fonctions polaires inversant l’ordre, à

et par suite,

Comme la fonction $* est positivement homogène, l’ensemble (p + ’y) estt

pour p + o &#x3E; 0, homothétique de l’ensemble Wv lequel (Cf. § 6.c.) est l’en-

semble de V. Cet ensemble est donc -équicontinu et par suite aussi
h" ~ (p) pour tout o6R (puisque (p) décrott avec p).

En invoquant la règle de translation du § on en tire t

GÉNÉRALISATION. Si hERX est majorée sur un e -voisinage du point la 

tion oblique&#x3E;&#x3E;

est, pour tout PER, une partie G-équicontinue de Y.

7.b. D’après la définition de la topologie forte F(X9Y) (Cf. § 6.a.) une partie
de Y qui est équicontinue pour cette topologie est bornée (pour les topologies sur
Y compatibles avec la dualité) ; donc (Cf. ROCKAFELLAR [9]) :

1COROLLAIRE. Si est majorée sur un voisinage fort de aEX, 1 ° ensemble

pour tout p6R, une partie bornée de Y .
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7.c. Si G est une topologie sur X compatible avec la dualité9 il est connu

aucune partie G -équicontinue de Y est faiblement relativement compacte. Comme

h*£f(Y) les sections obliques de h* sont faiblement fermées: si elles sont

e-équicontinues, elles sont faiblement compactes et même (Cf. BOURBAKI [1],
Chap. 1119 § ~9 proposition 5) compactes pour la topologie de la convergence uni~

forme dans les parties ~ -précompactes de X. Donc (Cf. MOREAU [13J :

COROLLAIRE 0 Si G est une topologie (localement convexe sur l’espace X co ati-

ble avec la dualité et si hERX est majorée sur un G-vosinage du oint a(X9
1 ° ensemble (h*- a,. ~~ w (p) tout pER9 une partie faiblement compacte
de Y et même compacte pour la topologie de la convergence uniforme dans les par-

ties G-précompactes de X (laquelle induit sur cet ensemble la même topologie
--- 

gue 
.

7.d. Prenons enfin pour G la topologie faible o(X,Y). ° L’ensemble polaire d’un

e-voisinage équilibré de l’origine est contenu dans l’enveloppe convexe d’un en-
semble fini de points ; cl est donc un ensemble de dimension finie ; on va en tirer x

-X 1

COROLLAIRE. Si hfRX est majorée sur un voisinage faible de afX9 il existe dans

Y une variété linéaire L de dimension finie hors de laquelle h* prend la va-

leur + co (autrement dit dom h* est un ensemble de dimension finie) et dans

L, l’ensemble (h* -  a,. » ~ ( p~ est borné pour tout pfR.

En effet, par la règle de translation (6.13). on peut se ramener au cas a=4

sans modifier dom h*. Laissant de côté le cas trivial où h* -- voit par

la proposition 7oa. ° que l’hypothèse implique l’existence d9un réel inf h*
:

tel que l’ensemble h*(p2) soit de dimension finie, donc contenu dans une va-

riété linéaire L de dimension finie. D’abord :

D’autre part il existe Y. tel que 
1

(évidemment yo 6L) o Soit p &#x3E; pi ~ il existe aeo et u dans JO,1[9 avec

La convexité de h~ fournit les implications
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d’ou l’inclusion

L’ensemble du second membre est déduit de h = ( p ) c L par une homothétie de cen-

tre y eL ; donc h* :5- (p) c L. Cela donne la conclusion : A

L’ensemble ~h * ~  a ~ . &#x3E; ~ ~ p~ est borné, puisque faiblement compacta en
vertu du corollaire ’~, c.

?,e. PROPOSITION. Si la fonction numérique h est finie et uniformément continue

sur X pour la topologie i 9 19 ensembles dom h* est une partie G-équicontinue
de Y.

En effet, si h est uniformément continue 9 il existe i19 équilibré, G-voisi-

nage de 0 dans X. tel que

Le polaire Vo de V est une partie e-équicontinue de T. Soit il exis-

te aEV tel que  agy &#x3E; &#x3E; 1. Soit en invoquant n fois l’implication

(7.1)~ on obtient

tandis que, en posant  agy &#x3E; = 1 +!~ on a

Quel que soit rER9 on voit9 en choisissant n assez grand que la fonction affine

continue  o~y &#x3E; - r ne minore pas h, donc que h*(y) &#x3E; r. Cela prouve

c’est-à-dire

ce qui démontre la proposition.
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Comme dans les paragraphes précédents on tirera des corollaires utiles de

cette proposition en prenant pour ~ soit la topologie forte, soit la topologie

de Mackey, soit la topologie faible.

7. f. A titre d’illustration, utilisons le corollaire pour retrouver des ré-

sultats de FAN [1] :

PROPOSITION. Soit B une partie faiblement f ermée de Y o Si l’ensemble polaire
B0 a un intérieur non vide our une topologie G sur X compatible avec la dua-

lité (donc a fortiori pour la topologie de Mackey l’ensemble B est

complet et localement compact our la topologie faible cr(Y9X)0 Si de 

T-intérieur de BO contient un u tel que la forme linéaire  u9. &#x3E; soit bornée

alors B est faiblement compact.

En effet (Cf. § 6.c.) on a Bo (1). Donc si a est un point intérieur

de BQ pour une topologie ~ compatible avec la dualité g la fonction $£ se

trouve majorée sur un ~ -voisinage de ce point. Le corollaire ’~. d. affirme alors

que, pour tout p~)R~ l’ensemble (+g* -  a ~ o &#x3E; ) ’ (p) est faiblement compact.

W~* est la fonction indicatrice de l’ensemble B9, enveloppe convexe fermée

de B 9 comme B est ce-fermé dans B ° il suffit de prouver que B’ est a-loca-

lement compact et a-complet. On suppose a = o. sans quoi BI est a-compact et

les conclusions immédiates (c’est d’ailleurs précisément le cas de Alaoglu-Bourbaki)
- 

Soit si on prend p &#x3E; -  &#x3E; l’ensemble (YB’ - a,. &#x3E; ) 

qui est o-compact, est un o-voisinage de y dans BI 9 d’où la a-compacité locale
de BI (qui est même la réunion dénombrable des ensembles a-compacts obtenus pour

0

Soit 5 un c-filtre de Cauchy dans BI. Puisque l’ensemble  a,o &#x3E;  (1)
est un c-voisinage de 0 dans Y. il existe UE5 tel que ..ai

c’est-à-dire, en fixant y’ dans U9 

Donc U est contenu dans l’ensemble a-compact (VB’ -  a,. &#x3E; ) ~ (1 -  &#x3E; ~ .
Par suite la trace du f iltre 57 sur U est un filtre convergent g cela montre la

convergence de 5~.

Enfin si la forme linéaire  &#x3E; (avec u intérieur à B° ~ est bornée
sur B par elle l~est aussi sur B ° o Alors BV est identique à l’ensemble
0-compact (~B’ -  a,. ° &#x3E; ) ~ (P)’ °
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REMARQUE. On améliore un peu le résultat de FAN en remarquant, comme au § 7.C89

qu’on peut remplacer dans ce qui précède la topologie faible a(Y9X) (et la struc-

ture uniforme corrrespondante) par la topologie (et la structure uniforme) de la

convergence uniforme dans les parties ~-relativement compactes de X.

Voici une autre application du corollaire 7.c. :

PROPOSITION. Soient h et h 9 deux fonctions numériques faiblement s, c.i, sur Y;

supposons qu’il existe aEx en lequel les fonctions polaires h* et h’* rennent

des valeurs finies, d’elles (soit h~ par exemple) étant continue en ce ,point

pour une topologie 11 compatible avec la dualité. Alors la fonction h p hl est

faiblement o sur Y et cettejnf-convolution est exacte. (Cf. proposition 4.eo).
En effet, puisque les valeurs h*(a) et sont finies, les fonctions

affines continues  ag. &#x3E; - h*(a) et  a,. &#x3E; - h’*(a) sont des minorantes de

h et h9 respectivement. Donc les fonctions faiblement soc,i, h -  a,. &#x3E; et

 ag. &#x3E; sont bornées inférieurement. En outre la première est minorée par la

fonction h** -  &#x3E; laquelle est faiblement inf-compacte en vertu du corollaire

?,c. ; donc h -  a~. 0 &#x3E; est elle-même faiblement inf-compacte. La proposition
4.e. montre alors que la fonction (h -  a,. &#x3E; ) q (h’ -  a ~ . &#x3E; ) est faiblement

s.c.i. et que cette inf-convolution est exacte. Or

On reconnait dans le dernier lginf-convolution (h 7 cela montre

que cette inf-convolution est, elle aussi, exacte et définit une fonction de y

faiblement socoio 1) 
’

On peut en tirer un autre réuultat de FAN F 1 t

COROLLAIRE  Soient B et B’ deux ensembles faiblement fermés dans Y. Si 

térieur de l’ensemble polaire B o (pour une topologie sur X compatible avec la

dualité) rencontre l’ensemble polaire B’o l’ensemble B + B’ est faiblement

fermé dans Y.

En effet il suffit d’appliquer la proposition précédente aux fonctions indi-
catrices ~13 et puisque 
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8. FONCTIONS DUALES

8.a. X et Y désignent comme précédemment~ deux espaces vectoriels sur le corps

R9 mis en dualité par la forme bilinéaire  , ,  &#x3E; -

Une fonction appartient à r(X) si et seulement si f = f (Cf. §6.1~--)

Autrement dit encore, si on suppose à riori que FEU(X) et on a l’équi-
valence

, -X -YDÉFINITION. On dit que deux f onctions et gERY constituent une paire de

fonctions duales (ou ue chacune est la duale de l’autre si chacune est la fonc-

tion polaire de l’autre $ alors f6r(X) et 0

La polarité définit de la sorte une correspondance bijective entre r(X) et

T(Y). Comme d’ailleurs la constante wX = + co a pour fonction polaire = - co

(et de même: = - la correspondance est aussi bijective entre ro(X) et

(Cf. 9. soi3o)o

Exemple: Si A est une partie convexe fermée non vide de X 9 la fonction indica-

trice ~! A appartient à fo(X). ° Sa duale est la fonction d’appui de A

(G~, § Le cas où A contient l’origine sera examiné plus complètement au

14. a.

En particulier pour tout acX. la fonction Ya, fonction indicatrice de

l’ensemble {a}, a pour duale la forme linéaire  &#x3E; o 0

Un autre cas particulier usuel est obtenu en prenant deux cônes convexes fer-

més P c7 X et Q c: Y mutuellement polaires, c~est-à..dire que

et vice versa. Alors YP et YQ sont des fonctions duales o

Ù , b , Soient OE dans R ; on vérifiera 1 équivalence

La définition des fonctions polaires montre que, si fEr(X) et gEr(Y) sont

deux fonctions duales, on a, pour tout XEX et tout yEY,

c’est-à-dire en invoquant (8. 1),

le signe 4- équivaut (bailleurs à + si fer (X) (soit aussi bien 

Plus généralement (Cf. MOREAU rl7] deux fonctions FERX et sont dites

sur-duales si l’inégalité F(x) + G(y) &#x3E;  x,y &#x3E; est vérifiée pour tout xEX et
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tout yEY. Par (801), cela équivaut à 1 ’inégalité F ~ G~‘9 elle même équivalente
à G &#x3E; F~ ~ chacune des deux fonctions majore la fonction polaire de l’autre. Vi-

siblement alors :

Dans l’ensemble des couples de fonctions sur-duales ordonné par l’ordre na-
x -y

turel de R x R , un couple (f,g) est un élément minimal si et seulement si

f et g sont des fonctions duales.

En un autre langage une inégalité de la forme (8.2)~ affirmée pour tout xEX et

tout YEY, est non améliorables si et seulement si f et g sont deux fonctions

duales. 
4

La notion suivante prendra toute son importance dans la section 10 :

DÉFINITION. Le s points XEX et sont dits conjugués par rapport au couple

de fonctions duales f et g si on a l’égalité dans ( 8.2 ) 9 cela exige visiblement

que les valeurs f(x) et g(y) soient finies,-de sorte que l’égalité s’écrit de

façon équivalente : 1

EXEMPLE. Soit A une partie convexe fermée de X ; les points x et y sont con-

jugués par rapport aux fonctions duales YA et YA* si et seulement si le demi

espace fermé (minimal parmi ceux qui contiennent A)

est un demi-espace d’appui de A au point x c’est-à-dire si l’hyperplan frontière

de ce demi-espace rencontre A au moins au point x 0

6c, La correspondance entre et sa duale g ~. étant bijective,
les règles de calcul données dans la section 6 pour les fonctions polaires se con-

densent en un dictionnaire&#x3E;&#x3E; d’équivalences entre propriétés respectives ou trans-
formations de ces deux fonctions. o La symétrie complète des rôles joués par les deux

espaces X et Y permet d’ailleurs d’abréger un tel dictionnaire ; par exemple,
s’il est posé à priori que les identités ~6~ 13~ et ~~01~~ sont symétri-
ques l’une de 1 ° autre.

Dans ce qui suit f9 fg 9°00 désignent des éléments de r(X) ; g, g9joeo
sont leurs fonctions duales respectives9 éléments de r(Y)o

1°) La définition de f donne immédiatement
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Donc f est minorée si et seulement si g est finie à 19 origine.

2°) Le § 6.e. montre que

Plus généralement, soit 5 une partie quelconque de r(X) et soit ~c r(Y) son

image par la dualité. Le plus petit ma j orant v c’est-à-dire simplement l’enve-
-X

loppe supérieure (ou sup dans cf. § 5.c.) des a pour duale le plus
grand minorant ^ G, c’est-à-dire la T-régularisée de l’enveloppe inf érieure des

g E G.
3°) Si cER est une constante non nulle, (6.10) donne 

4°) si À£]09 + mj est une constante, (6.11) ou (6.12) donnent (Cf. notation
du § 3.f.) :

Comme au § 6.f., on en tire que est positivement homogène si et seulement
si g est la fonction indicatrice d’une partie convexe fermée non vide de Y.

5°) si aEX et 0,ER9 (6.13) donne la règle de translation :

(8.8) + f(x-a) =&#x3E; gO (y) = g(y) +  a9y &#x3E; - 0’ .

6°) Les résultats du § 6.i. prennent, dans le cadre présent9 la forme suivante ;

On considère S. partie de X stable pour l’addition et contenant l’origine g

1°enveloppe convexe fermée de S est un cône convexe noté P ; soit Q le cône

polaire de P. On définit le préordre S et le préordre moins fort q par

La décroissance de f pour le préordre ~S est équivalente à sa décroissance

pour le préordre p et équivalente à l’inclusion dom g c7Q.

7°) Nous réservons pour la section 9 l’exploitation de l’identité (6.15) con-
cernant l’inf-convolution.

8.d. Pour un couple de fonctions duales f et g l’établissement d’une réciproque
de la proposition 7.a. va permettre de formuler une équivalence (Cf. MOREAU [13J):

PROPOSITION. Soit ib une topologie sur (non nécessairement

compatible avec la dualité) La Ponction est f inie 
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rigine de X (il suffit pour cela quelle soit majorée sur un G-voisinage de 0)
si et seulement s’il existe un réel p~ ’&#x3E;infg tel que l’ensemble g "(p~) soit

une partie G-équicontinue de Y ; en ce cas 9 (p) est G-équicontinu pour
t out 

La partie feulement si» résulte de 7.a. Réciproquement, supposons l’exis-
tence de o1 &#x3E; inf g tel que l’ensemble g  (Pl) soit G-équicontinu. Il e:::Bste
donc une-voisinage équilibré de zéro dans X. notons-le V. tel que g «5 ( Pl)
soit contenu dans l’ensemble polaire VO. Puisque V est un ensemble absorbant

dans X. le polaire VO est borné dans Y (toutes les fonctions  x.. &#x3E;, xEX,
sont bornées sur VO). La fonction g. appartenant à ro(Y) possède au moins une
minorante affine continue (Cf. § 5.d.). donc elle est minorée sur l’ensemble borné
 / B

9 (p,) et, a fortiori, sur tout l’espace Y ; posons : 

(8.9)

Il existe yoEY tel que

Puisque c la forme linéaire  gy 0 &#x3E; est bornée sur V ~ donc

t-continue. Par suite f sera G-continue à l’origine de X si est aussi G-conti-
nue la fonction

laquelle d’après (8.8) est la duale de la fonction

Pour cette dernière (translatée de g) , on a : m

et l’ensemble

est t-équicontinu. Cet ensemble est convexe et contient l’origine j soit j sa

fonction jauge (Cf. § 2.h.)o La restriction de j à toute demi-droite ~9 d’ori-

gine 0. est linéaire ou infinie hors de 0. tandis que la restriction de g’
est une fonction convexe unidimensionnelle, nulle en 0 ; on en conclut que sur

le segment c n 8 (peut-être réduit au point 0) la fonction ( Pl .. majore
g’9 tandis qu’au delà de ce segment9 sur 8, elle minore gl. Compte tenu de

( 8,10~ 9 on voit finalement que la fonction (p~ - p)j + p - pl minore g ° par-
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tout sur Y. La fonction duale de cette minorante , à savoir (cf. § 6, co ) la fonc-

tion ~ - ~ + , en appelant W la partie (Pl - de x 9 majore donc

f. Cela signifie que f est majorée par pi - p sur l’ensemble W, lequel est

i-voisinage de zéro, puisque C est équicontinu ; donc f est G-continue à l’o-
rigine (Cf. § 5.a.).

C’est ensuite la proposition 7.a. qui montre que 9 (p) est !-équicontinu
pour tout pER. (en fait, on peut le déduire directement de l’existence de pl et

de la convexité de g, en renouvelant le raisonnement employé pour la démonstra-

tion du corollaire 7.d.).

8,e. Comme au § 7.b., on en tire ( Cf o ROCKAFELLAR [9]) :

COROLLAIRE. La fonction fEr(X) est finie et continue au point aEX pour la topo-

logie forte si et seulement sio pour tout pER, l’ ensemble ( g -  a 9 . &#x3E; ) ^ ( p)
est une partie bornée de Yo Il suffit d’ailleurs pour cela que cet ensemble soit

borné pour un p &#x3E; inf (g -  a ~ . &#x3E;) . o 

Exemple : (Cf. Une partie non vide A de Y est bornée si et t
seulement si sa fonction d’appui est continue à l’origine (donc finie

et continue partout dans X) pour la topologie f orte de X.

En effet A est borné si et seulement si il en est de même de son enveloppe
convexe fermée A’ ; or et sont des fonctions duales.

Par un raisonnement semblable à celui du § 5. f le corollaire précédent con-
duit à (Cf, ROCKAFELLAR [9]) :

Une fonction est finie et continue our la topologie forte en un

oint aEX si et seulement si a est un point interne de dom f. En particu..

(f = si C est convexe fermé (pour les topologies compatibles avec
la dualité) son intérieur f ort coïncide avec son intérieur algébriques (ensemble

des points internes de C) o

8, f . De même (Cf. MOREAU [13] :

COROLLAIRE. Il existe unc t222logio t (doe.v.t. localement convexe) sur Xp com-

Latiblo avec la dualité, telle guc f(r(X) soit finic continue au point aE’X, si

est seulement si il oxisto Pl &#x3E; inf (g -  &#x3E;) tcl quo l t ensemble

.soit une partie faibloment compacte do Y. En cc cas pour tout 19onsemblo

f ~ -  a9 e&#x3E;~ ~ ~ ~ est faiblement compact (ot mômo compact our la topologie do la
convergence uniforme dans los parties G-précompactes de X laquelle induit sur cct
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ensemble la topologie que a(Y9X))o o

£xcmpic t Un cône convexe fermé P r- X (de sommet 0) possède un intérieur non
vide our la topologie d,~e Mackoy si et seulomont si son cône polaire
Q c Y admet une base (ou semelle) faiblement compacte.

En effet P possède un T-intérieur non vide si ot seulement si il existe

a(X en lequel la fonction tp est finie et T-continuce, c’est-à-dire, d’après le

corollaire précédent, si et seulement si los ensembles

sont faiblement compacts (car est la duale de tp). Si cela est, la section

de Q par 19hyporplan  a,,. &#x3E; + p 
= 0 (avec p &#x3E; 0) est faiblement compacte et

constitue nécessairement une base de ce cône. Réciproquement si un hyperplan
- écrivons le a~.&#x3E;+jo=0 avec p &#x3E; 0 - coupo Q selon un ensemble (convexe)
faiblement compact K. cet ensemble est nécessairement une base du cône Q ; 
semble Q n  a90 &#x3E; ~ (-p) est bien faiblement compact car c’est l’onvoloppe con-

vexe de K j i fol.

On pourra utiliser les remarques ci-dessus pour établir le résultat suivant,
publié sans démonstration par DUBOVICKII, MILJUTIN [1] (en vue d’applications au ~
calcul des variations) : ,

Soit dans X une famille finie 0i (i= 1~2~.~n) de cônes convexes non

vides de sommet 0~ ouverts (pour une topologie compatible avec la dualité) et
soit L un sous-espace vectoriel de X. Les deux assertions suivantes sont 

1.

I) L n f1. n on = 0, .

II) Il existe dans Y des éléments non tous nuls b et b i (i= 1929 ... n)
appartenant respectivement aux cônes polaires Lo et tels que

8.g. e Enfin :

COROLLAIRE. La, fonction fEr(X) est finie et continue au point acX pour la to-

pologie faible si et seulement si il existe &#x3E;inf (g-  a,. &#x3E;) tel

que l’ensemble (g -  a,. &#x3E;) =(Pl) soit borné et de dimension finie. En ce cas
l’ensemble dom g est de dimension finie et l’ensemble ( g .. ~ a 9 ~ ~ ~ -- ( ) en

est. pour tout p(1R9 une partie bornée. En outre la fonction f est cylindrique&#x3E;&#x3E;
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qul_il existe dans X un sous-espace vectoriel E q de codimension

tel gue

On établit en effet la dernière assertion en appelant E l’orthogonal du sous

espace vectoriel F9 de dimension finie, engendré dans Y par dom g. D’après le

6% la fonction f est décroissante pour le préordre défini par

Comme E est un espace vectoriel ce préordre est en fait une relation d’équivalence
d’où le résultat a

Notons d’ailleurs qu’on peut raffiner un peu la conclusion, en considérant la

variété linéaire L engendrée par dom g : ô si elle ne contient pas 0. sa dimen-

sion n sera inférieure d °une unité à celle de F s Soit F ° le sous-espace vec-

toriel de Y. parallèle à L9 et soit E’9 de codimension n ~ l’orthogonal de

F° o Choisissons bEL g la fonction translatée g(y + b) a son domaine effec-

tif contenu dans FI de sorte que la fonction f -  o9b &#x3E; est constante sur cha-

que classe mod E ° (structure «cylindrique oblique&#x3E; de la fonction f). ~
8,h, Pour un couple de fonctions duales on peut aussi9 dans la voie ouverte par
ROCKAFELLAR [91, obtenir une réciproque de la proposition 7.e. et formuler une équi-
valence : t

PROPOSITION. a Soit G une topologies o sur l’espace X (non nécessairement

compatible avec la dualité) 0 La f onction est partout finie et uniformé-

ment continue pour la topologie t si et seulement si dom g est une artie 

continue de Y.

La partie «seulement si&#x3E; résulte de la proposition Réciproquement, si

dom g est t-équicontinu, on voit en écrivant

que f est 19enveloppe sipérieure d’une famille G-uniformément équicontinue de
fonctions affines. o

8.k. Soit f Er,0(X) ; soit aedom f ; soit soit X &#x3E; 0.

Il résulte de la convexité de f que l’expression
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croit avec X.

Avec ROCKAFELLAR [9] on écrira

La fonction (positivement homogène) f e 9 appelée fonction asymptote de f 9 ap-

partient à puisqu 1 enveloppe supérieure des

D’aprés le paragraphe 8.c., 4° et 5% la fonction (8.12) a pour duale ’l
Donc iU+ a pour duale (§ 8oC092°) la T-régularisée de l’enveloppe inférieure des
fonctions ( $ a 13 ~ pour + co[o Or f(a) + g -  a,. 0 &#x3E; a même domaine effectif

que g et elle est partout &#x3E; 0 puisque sa duale f(a + .) - f(a) est nulle à

l’origine (§ 8o c o 9 1°)0 Donc 1 ° enveloppe inférieure en question est la fonction in-

dicatrice de dom g o

Par analogie avec 8.c.~4~ on notera 0 g la duale de f’ 1

(c’est aussi la fonction indicatrices de l’adhérence de dom g~ o

Bref est la fonction d’appui de convexe dom g (non fermé
en général). Cela montre ue dans ~80~.1 le choix de acdom f est indifférent.

RDMQUE. Par la notation c 80 ~ 1 ~ l’expression (f4)(x), c’est-à-dire x)
, , 

9
lorsque 4 &#x3E; 0, conserve un sens pour p = 0. La cohérence de cette écriture est

f rappante dans le f ait suivant ,

Si la fonction numérique

est s o C o 1, en tout point de ~~ ~ + ~~ xX.

En effet, cette semi-continuité est évidente en tout point de ]0, + Xg
puisque l’application est continue sur cet ensemble et que f est

4
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s.c.i. o sur X. o Pour montrer la semi-continuité inférieure au point (O, x ) 9 con-

sidérons ox (f0’) (xo). c’est-à-dire 

Alors il existe yoEY tel que = p  + 00 et que

La fonction affines  &#x3E; - p étant une minorante de f, on a 9 pour tout 03BC &#x3E; 09

Il existe un voisinage V de xo dans X tel que Ô

en outre

Donc9 par addition,

LOenveloppe supérieure h des fonctions positivement homogènes de degré 1,c 
-X

minôrant une fonction quelconque est la plus grande minorante de h qui
soit positivement homogène de degré 1 : appelons-la enveloppe conique de h (car

l’épigraphe d’une telle fonction dans l’espace vectoriel X x R est un cône). Cette

enveloppe conique peut étre la constante - w = - 000 La T-régularisée h** 
" 

est
c

la plus grande minorante de h qui appartienne à r(X) et soit positivement homo-

gène de degré 1. o On peut la construire comme enveloppe supérieure des formes liné-
aires continues minorant h o la forme linéaire  minore h

si et seulement si

c’est-à-dire que h** est la fonction de 11 ensemble h* :5(0). 0

Une fonction meR est conique&#x3E;&#x3E; (c’est-à-dire positivement homogènede degré 1)
si et seulement si, pour tout 03BC &#x3E; 0, on a m03BC = m (Cf. It § 3.fo). 0 En outre, pour
chaque 4 &#x3E; 0 on a lo équivalence
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Bref. une fonction conique m minore h si et seulement si elle minore h~ pour

cheque p &#x3E; 0. donc si et seulement si elle minore lvenveloppe inférieure des hg.
Comme cette enveloppe inférieure est visiblement conique, on a

On vérifie que si h est convexe, il en est de même de h .
c

La propriété suivante a été déduite par ROCKAFELLAR [9] de résultats de CHO-
QUET FI] sur les cônes projetants et cônes asymptotes d’ensembles convexes fermés ;
nous en donnons une démonstration directe.

PROPOSITION. 2i fEr(X) et si 0  f(0)  + l’enveloppe conique f 
tient aussi à r(X) ; elle coïncide donc avec f**, fonction d’appui de g :5(o)

c 

En effet, f étant l v enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues,
il existe bEY et p &#x3E; 0 tels que

(8.17) .9b&#x3E;+p~f. 
j

A fortiori la fonction conique&#x3E;&#x3E;  o9b &#x3E; minore f, donc minore f c 0 Cette der-

nière est ainsi une fonction convexe à valeurs il reste à

prouver qu’elle est s.c.i.

Par (8.16)~ on a

Par ailleurs , (8.11) donne, en prenant a = OEdom f et A = 1 9 g &#x3E; 0 : 194

Posant donc, par convention, que f - f0+ pour u = 0, on peut écrire (8.18) sous
la forme

En outre (8017) donne
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Pour montrer la semi-continuité inférieure de f au point on prend
c o

Considérons dl abord un voisinage V de xo dans X sur lequel la fonction

 o9b &#x3E; soit bornée. Par (8.19) on construit 03BCo E]0, + mj tel que

Il suffit dès lors d’établir la semi-continuité inférieure au point x pour la
0

fonction

Or, l’intervalle [0, ~ o ] étant compact, cette semi-continuité résulte du lemme

4.e. et de la remarque du § 8,k
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9. r-CONVOLUTION

9.à. La dualité définissant une bijection de r(X) sur ~’(Y~ ~ la structure de

cône convexe (~"(~~9 t) (§ ~oco~ peut être transportée sur r(Y), ce qui munira

cet ensemble d’une structure de cône convexe autre que (r(Y)9 t). 

D’abord, diaprés (8a~’~9 la loi externe ~t

se transmue en la loi externe

On appellera r-convolution la loi de composition ,ioteroe, transmuée

de l’addition t, c" est-à-dire que, pour tout g et tout g 9 dans on

écrit : c 

Cette loi est donc commutative, associative et satisfait, avec l’opération

~~pg~ ~ gÀ9 aux axiomes des cônes convexes ; elle admet pour élément neutre la

fonction duale de la constante 0, à savoir * 0 , fonction indicatrice de l’ori-

gine.

Cela resterait purement formel si l’on ne possédait pas une construction di-

recte de la fonction g 2 g°o Or (6015) donne

La T-convolution est la T-régularisée de l’inf-convolution.

Il est important pour les applications de formuler des cas, où g v gl se

trouvant appartenir à f9 la f-convolution est identique à l’inf-convolution.

9.b. PROPOSITION. 0 Soient g et g’ dans r(Y) ; si l’ensemble cont g des points

de Y où g est finie et continue (pour une topologie compatible avec la dualité)
et 1°ensemble dom gl = (y6Y f 9g(y) sont tels que 

’ 

.

cont g + dom Y

on a g V g’ 

En effet
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Soit y diaprés l’hypothèse il existe v tel que gl(v0)  + m et que la
o o o

fonction g soit finie continue au point yo - v0. Alors la fonction

laquelle, d’après (9.2), est majorante de g v gQ~ est finie continue au point yp
ou (si g 9 ~va ~ - - 00) égale à - co sur un voisinage de ce point. Donc la fonction

convexe g v gl (proposition 3.f) est majorée sur un voisinage de chaque 1

d9après.le § 5.a. cela montre qu’elle est partout finie et continue ou partout égale
à - ~ o Ainsi elle appartient bien à 

La proposition ?g o donne immédiatement un autre cas :

PROPOSITION. o Soient g et gO dans s’il existe aEX en lequel les fonc-
tions duales respectives f et f, prennent des valeurs finies 19une d’elle étant

continue en ce point (pour une topologies compatible avec la dualité), on a

et cette inf-convolution est exacte. ~~t
Noter qu9en vertu du corollaire 8.fo9 l’hypothèse ci-dessus équivaut à : i

g et g ° appartiennent à le fonctions g -  a9l &#x3E; et g~ -  a 9 0 &#x3E;

sont bornées inf érieurement et 19une d’entre elles est inf-compacte pour la topolo-

f aible o 
~

En particulier si gEp(Y) est faiblement inf-compacte pour toutes les pentes9
c’est-à-dire si, pour tout aEX9 la fonction g -  a9° o &#x3E; est j- inf-compacte,
on a pour tout g’EFO(Y) et cette inf-convolution est exacte. 0

9.d. Signalons d’autres cas où g v gl = g v g° ~ x

Dgaprès des résultats de MOREAU [7J~ si Q C- Y est un cône convexe (de sommet
0 inclus), admettant une base (faiblement) compacte et si g et ont leurs

domaines effectifs contenus dans Q ~ la fonction g V g ° (qui a aussi son domaine
dans Q) est à valeurs dans ]- co~ + donc égale à g q gOQ Là encore

l’inf-convolution est exacte. 0 Rappelons d’ailleurs (Cf. § 8.e9 6° et § 8.f.) que
l’hypothèse précédente équivaut à la décroissance des fonctions duales respectives
f et f 1 pour le préordre défini dans X par la c8ne polaire P de Q ç Q ad-

met une base faiblement compacte si et seulement si P possède un intérieur non
vide pour une topologie compatible avec la dualité (Cf a § Bofg exemple). 0

Dans la ligne des travaux de CHOQUET [1] sur les ensembles convexes faiblement
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complets (Cf. BOURBAKI [1] Chapo 1-29 2eme édition), LESCARRET [2] a formulé aussi
un cas équivaut à o Cet auteur qualifie do saillante une fonction

gff o (y) dont l’épigraphe est une partie saillante de Y x R (c’est-à-dire n0152 con-

tient pas de droite affine) ; il faut et suffit pour cela que la plus petite varié-
té linéaire fermée contenant dom 9* soit l’espace X entier. Il dit que 

est fsiblement inf-complète sig dans lle.v.t. produit Y x R (Y faible), l’épi-
graphe de g est un ensemble complet (par des raisonnements semblables à ceux de
la section 7, on voit qu’il suffit pour cela de Inexistence de aEX et de

tels que l’ensemble (g -  a.. o » :::- (0) soit complet dans Y faible) o On trouve

alors que si g, et g2 9 appartenant à rO(Y)9 sont minorés par une même fonc-

tion g er (Y)  faiblement inf-complète et saillante9 on a g, 7 g2 = g, v 
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100 o SOUS-GRADIENTS

10.a. o DÉFINITIONS. o On ,dit que la fonction hERX est sous-différentiable au point

x0EX sail existe une fonction affine continue prenant la même valeur qu’elle auo

point x. (cela implique h(xo)(R) et la minorant partout sur X.

Une telle minorante-neut s9écrire ~

on dit qu’elle est exacte au point xo. 1
On dit Yo(y de cette fonction affine est un sous-gradient de

h au point xo a

L’ensemble (éventuellement vide) des sous-gradients de h au point xo est

appelé sous-différentiel de la f onction est noté ah(xo)e o
Donc y çih(x ) si et seulement si le «terme constante h(x ) -  y &#x3E;

O o 0 O o

de la fonction ci-dessus est fini et vérifie (6.2). e Compte tenu de (8.1) et de la
définition de h" cela équivaut à

(cette égalité implique en effet h(x0)ER et Le sous-différentiel

sQécrit dès lors 1

Comme la fonction h* -  x 9° &#x3E; est convexe et socQi09 cela montre o 0

e st une partie convexe fermée (éventuellement vide) de Y o

La r-régularisée de h** de h étant 1 ~ enveloppe supérieure des minorantes

affines continues de h9 il est clair que ~

En outre, les minorantes affines continues de h étant les mêmes que celles

de h**

Enfin, si on suppose ), on voit par (10.1), (10-3) et (lo.4) que
0

donc, si on invoque à nouveau (10.1)9 en échangeant les rôles de X et Y. on
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trouve l’implication

La notion de sous-différentiel tire une bonne partie de son intérêt de la re-

marque tautologique suivante

La fonction possède un minimumo atteint au point Xo si et seulement

si a

10.b. Dans le cas particulier où h = de sorte que h* = g est sa fonc-

tion duale, les faits précédents se condensent comme suit

Si f et g sont deux fonctions duales les trois propriétés suivantes sont9

pour un couple de points XEX, YEY, équivalentes :

........

Autrement dit y est un sous-gradient de f au point x (et x un sous

gradient de g au point y) si et seulement si x et y sont 

8.b., définition) par rapport à f et go

Notamment fEro(X) présente un minimum si et seulement si la duale g est

sous-différentiable à l’origine ; l’ensemble des points de X ou ce minimum est

atteint est le sous-différentiel 3g(O).

10, co Un cas usuel de sous-différentiabilité est le suivants t

-X
PROPOSITION. Si la fonction hEF, est convexe et si elle est finie continue au

point xoEX (pour une topologie. compatible avec la dualité), l’ensemble

ôh(x) est une partie faiblement compacte non vide de Y (cet ensemble est même

compact our la topologie de la convergence uniforme dans les parties G relative-
ment compactes de X9 laquelle induit sur lui la même topologie que la topologie

0

En effet, comme on 1 ° a rappelé l’hypothèse implique que h est

finie et continue sur un ouvert contenant xo. En chaque point de cet ouvert, elle
A

prend donc la même valeur que sa régularisée socoioq soit h. Cette régularisée
est une fonction convexe qui, en vertu du § ne peut prendre la valeur - 00 ;
elle appartient donc à r(X) et coïncide ainsi (Cf. proposition 5.e.) avec la
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r-régularisée h**, Par ~ 10a ~~ on obtient alors

En vertu du corollaire 7.c., la fonction h* -  x 0,. &#x3E; est inf-compacte pour la

topologie a(Y,X)(et aussi bien pour la topologie signalée dans l’énoncé) donc at-
teint son à savoir

Àd

sur un ensemble a..compact non vide. qq
REMARQUE. 0 Pour prouver, sous les hypothèses de la proposition précédente, que le
sous-différentiel àh(xo) est non vide, on pourrait aussi considérer 1°épigraphe

qui constitue, dans X x R9 un ensemble convexe d’intérieur non vide.

Comme (Xo9 h(x~)) est un point frontière de cet ensemble il existe classiquement
en ce point un hyperplan d’appui ferméo Et cet hyperplan est non-vertical&#x3E;&#x3E; puisque
h est majoré sur un voisinage de x ; c’est donc le graphe d’une minorante affi-

ne continue de h. exacte au point xo.

Ce raisonnement a l’avantage d’être directement applicable au cas où X n’est

pas localement convexe ; mais il ne fournit pas la compacité faible de 

D’une façon générale, si on se place dans un couple d’espaces vectoriels X et Y

en dualité, le corollaire permet, assez systématiquement, de remplacer des ,

raisonnements fondés sur la considération d’ouverte convexes non vides dans X

par des raisonnements fondés sur la considération d’ensembles convexes faiblement

compacts dans Yo Du point de vue de l’autour, ces derniers sont habituellement

plus faciles. Le lecteur pourra s’on convaincre en essayant les deux voies pour

démontrer le théorème de DUBOVICKII-MILJUTIN (§ 8.h.) ; voir également ci-dessous,
la remarque du § 

10.d. Soient h et h9 deux fonctions numériques sur X. Soit il est

clair que si h possède une minorante affine continue exacte au point x et hl

une pareille minorante exacte au point x (cela implique que ces deux fonctions

prennent leurs valeurs dans J-~; la somme de ces deux fonctions affines

continues est une minorante de h + hl . aussi exacte au point x ; donc
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Il est important pour les applications de formuler des cas où l’inclusion

(10.6) est une égalité :

PROPOSITION. Si les deux fonctions numériques h et hl sont convexes sur X et

s9il existe un point XofX où les deux fonctions prennent des valeurs finies -vu-

ne d’entre elles étant continue en ce point (pour une topologie dea.v.te sur X

donnant Y comme on a

pour tout 

Vu l’inclusion (10.6). il suffit de montrer que tout yçf(h + h’)(x) se dé-

compose en somme d’un d’un L9existence de cet y implique que
h et hl ont des valeurs finies au point x et que, pour tout U(X,

On suppose h continue au point donc aussi la fonction 11’ 

°

par suite de l’épigraphe de cette fonction

/’

est un ensemble convexe dont 19intérieur 0 est un ouvert convexe non vide. De mé-

me ~ la fonction

étant convexe, l’ensemble (déduit de l’épigraphe de cette fonction par une réfle-
xion dans XxR)

est convexe. ’q
En vertu de l’inégalité (10.8). C et D ont au plus en commun des points

frontière. Donc D et 0 sont disjoints g il en résulte classiquement l’existence

d’un hyperplan fermé H qui les sépare 0 H sépare aussi D de l’adhérence de 0

donc de Cg et comme la fonction (10.9) est finie continue au point xo g la fonc-

tion (10.10) finie en ce même point, cet hyperplan est «non vertical&#x3E; : il est le

graphe d’une fonction affine m continue sur X. La séparation des ensembles se
traduit par

pour tout uEX. Les membres extrêmes de cette inégalité s’annulent pour u = x.



63

On en tire que la pente VI de la fonction affine-m est un sous-gradient de hl

au point x et que y - vl un sous gradient de h en ce point. Cela achève la

démonstration.

REMARQUE. La proposition précédente a été établie par ROCKAFELLAR [6] par un rai-
sonnement de type ci-dessus (ce qui, notons-le, ne suppose pas la topologie de X

localement convexe). A titre d’une comparaison de méthodes, illustrant la remarque
du § voici la démonstration donnée primitivement dans MOREAU ~11~g pour le
cas particulier où h et h2 sont deux fonctions f et fl appartenant à

ro(X). Inexistence de xo EX où f est finie continue (pour une topologie compa-
tible avec la dualité) et où f 1 est finie implique, par la proposition 9. 6. (ar-
gument de compacité) que la des duales respectives g et gl est

égale à leur inf-convolution j de plus cette inf-convolution est exacte. Si

on a donc, d’après (10.1)&#x3E;&#x3E; 1
Comme l°inf.-convolution est exacte, il existe v et VI . avec v + v9 = yq per-

mettant d’écrire cette égalité sous la forme

Mais, d’après la définition des fonctions duales . on a essentiellement 1

Rapprochées de (10011) ces deux inégalités se précisent en égalité, c’est-à-dire

veôf(x) et d’où ye8f(x) + ce qu’il fallait démontrer.

10, e. Dans LESCARRET [2J9 apparait aussi un cas assurant l’égalité (10.7)0 Cet au-
teur note r1(X) 1 ° ensemble des fer o (X) dont la fonction duale est faiblement

inf-complète et saillante (Cfo §. 9.d.). Il montre alors que si fi et appar-

tenant à r~ ( X) 9 sont minorées par une même fonction (cela implique que

fi et f2 appartiennent elles-.m8mes à on a pour tout xEX,

10.f. Soit et soit tel que 

Il est usuel de noter la dérivée de la fonction h au point Xo dans

la direction définie par xEX, c’est-à-dire
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si cette dérivée existe.

Visiblement la fonction

est alors positivement homogèneo Si h est convexe, h~ est définie pour tout x

et convexe (à valeurs dans R); dans ce cas, l’expression écrite au second membre

de (10.11) étant fonction décroissante de X, on a aussi bien

(Cf. la notion d’enveloppe conique, § 8.1.). Comme la fonction -

a pour fonction polaire ( § 

le «sup&#x3E; de ces fonctions polaires fournit, diaprées ~6 0 8~ et ( 1~e 13 ~ 9 la fonction

polaire de Diaprés la définition de h*, 1expression (10.14) est * 0 pour

tout y. Il en résulte que le «sup» en question est la fonction indicatrice de

l’ensemble (éventuellement vide) :

Donc la T-régularisée h"’ de h est la fonction d’appui de 1°ensemble

ê1h(xo)0
A une translation près dans X et dans R (ce qui revient, si on préfère, à

se ramener au cas particulier x = 09 h(0) = 0) la fonction h** apparait comme

l’enveloppe supérieure des minorantes affines continues de h qui sont exactes au

point x .

Même pour et X de dimension finie, hôx peut différer de ho (la
0 0 0

proposition 8.î. qu’on invoquerait ici pour la fonction x -&#x3E; h(x + x) - h(x ) ne
0 0

supplique pas car cette fonction n’est pas &#x3E; 0 à 1.origine ; voir toutefois
§ 10.h., ci-après).
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Si h (qu’on a supposé finie au point x ) convexe, est continue au point
0 

2013201320132013t""**2013

X. pour une topologie compatible avec la dualité, la fonction x p + 

est continue à l’origine, nulle et sous-différentiable en ce point. Comme cette

dernière fonction majore laquelle est convexe9 minorée par fonction

d’appui de l’ensemble non vide oh(xo)9 il résulte du § 5.a. que ho est finie

et continue à l’origine ; elle est donc finie et continue partout en vertu de 19ho-

mogénéité. Alors h= fonction d ° appui de et ~ dans la définition de

cette fonction d’appui, le ’sup» est un car convexe continue est par-
tout sous-différentiable (proposition 10.C.). donc enveloppe supérieure de minoran-
tes affines continue exactes. Bref

PROPOSITION.(MOREAU [11]). Si convexe, est finie et continue au point x
pour une topologie compatible avec la dualité on a9 pour tout 

Il peut être intéressant de relier ce résultat à la proposition par

le raisonnement suivant qui a l’avantage dôtre directement applicable pour toute

topologie dle.v.t. sur X donnant Y comme dual, sans que cette topologie soit

localement convexe.

Sous les hypothèses de la proposition ci-dessus, la fonction +(t) = h(x,+ tu)
est convexe sur ~9 finie et continue sur un voisinage de 1?origineo Elle admet

donc une dérivée à droite de l’origine G’(0’) et une dérivée à gauche G’(0-).
L’étude de 4l revient à celle de la restriction de h à la droite

c’est-à-dire aussi bien à 1’étude de la fonction h + YD (égale à f sur D.
à ailleurs ; l’hypothèse implique, notons-le, que h prend ses valeurs dans

] - w + Co ]). Par définition ycY appartient à 8(h + si et seulement

si la fonction

minore h + tD c’est-à-dire si la f onctionù

minore 4/o Il faut et suffit pour cela que
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Donc

Mais$, d’après la proposition 10.d. 9

et consiste dans le sous-espace de Y orthogonal à x. Ainsi (10.16)
fournit ~1~,1~~.

10. g. Si la fonction ho (x) définie en (10.12) se trouve être une f orme linéaire
continue qu’on pourra écrire  x.y. &#x3E;, on dit classiquement que la fonction h

est faiblement différentiables ou différentiable au sens de Gateaux au point x ;
l’élément Y.,cY est son gradient ou différentielle en ce point (parfois la fonc-

(10.12). même non linéaire, est aussi appelée différentielle de h). Tel est le

cas, en particulier, si X est un espace normé et que h est différentiable au

sens de Fréchet (on dit aussi fortement différentiable) au point x . Visiblement
-X 

0

si est convexe et faiblement différentiable au point x le sous-différen-

tiel 5h(x) consiste dans l’unique élémp-nt y a p gradient de h en ce 

La proposition 10,f, nous fournit inversement : 1

COROLLAIRE. Si finie et continue au oint x est convexe et si le sous

différentiel contient un seul élément la fonction est faiblement

différentiable au point x. et yo est son gradient.

D’après (10.2) une condition suffisante pour que h(x.) contienne au plus un

élément est que la fonction olaire h* soit strictement convexe c’est-à-dire que

pour x et x9 tels que h(x) et h(x9) soient finis, on ait l’implication

10.h. A la suite de BROENDSTED~ ROCKAFELLAR [1] posons : 

DÉFINITION. Soient gET (Y) un couple de fonctions duales et soit E &#x3E; 0.

On appelle sous-différentiel à £ rès de f au oint x l’ensemble : d

Evidemment équivaut à cela signifie aussi bien que la
fonction
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minore f (et propriété semblable en échangeant f et g).

De la définition de g comme fonction polaire de f 9 il résulte 

est non vide si et seulement si la valeur f(x) est finie. Les ensembles dEf(x)
décroissent avec e &#x3E; 0 et leur intersection (éventuellement vide) est le sous-

différentiel ~f(x). e

La propriété suivante (ROCKAFELLAR dgautre part une relation entre

les ensembles a Ef(x 0) et les dérivées directionnelles étudiées au § 10.f. :

PROPOSITION. Soit et soit x 0EX tel ue Lorsque e &#x3E; 0 dé-

croit et tend vers zéro la fonction de décroit et

Convçrge simplemen t vers la fonction fo (dérivée directionnelle) : 
E et 

À à

En effet, par translation dans X et dans JR (ce qui ne modifie pas l’ensem-
ble of (xo) ni la fonction f ) ramenons-nous au cas où x = 0 et f(O) = 0.£ ’ 0 0

Alors si on a

La fonction duale de g - e étant f + E9 la proposition 80£. montre que la fonc-

tion d’appui de 5 f(0) est l°enveloppe conique de f + e :

D’autre part, puisque f est convexe, on a ~

L’expression (10.18) décroit avec e ; une commutation d’ fournit le ré-

sultat.

10.i. L’intérgt principal de la notion de sous-différentiel à E près réside dans

le théorème d’approximation suivant (BROENDSTEDg ROCKAFELLAR [1])g qui domine 116-
tude de la sous-différentiabilité dans les espaces de Banach (Cf. § 10.j.9 12.e. et

13.b.).

PROPOSITION 0 On suppose que X est un- espace de Banach et Y son dual ; dans cha-

cun de ces deux espaces on note ||.|| la norme (noter que la topologie de 
sur Y compatible avec la dualité9 à moins su-’on ne soit dans le cas ré-
flexif). Soit e &#x3E; 0 et soient YEY tels que yc5 f(X). o Alors pour tout
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~ &#x3E; 0 il existe tels ue et ue

Nous reproduisons la démonstration des auteurs, inspirés d’un travail de BISHOP
PHELPS [1] sur les hyperplans d’appui des ensembles convexes dans un espace de Ba-
nacho

Pour u et u° dans dom f définissons la relation u  ul par

Il est clair que cette relation est réflexive et antisymétrique; sa transitivité
résulte de la sous-additivité de la norme. Donc  est une relation d’ordre sur

l’ensemble dom f. D’après le théorème de Zorn, 1 ° ensemble [uE dom f t x  
ordonné par la relation précédente, possède une partie totalement ordonnée maximale
soit M. Comme yc5 (10.15) donnent si 

Il en résulte que la suite généralisée des réels f(u) -  u9Y &#x3E; tend en dé"

croissant vers une limite finie p lorsque u croit dans M. On en déduit que

l’ensemble totalement ordonné des uem constitue une suite généralisée de Cauchy
dans X. En effet les réels f(u) -  u,y &#x3E; f ormant eux-mêmes une suite gé-
néralisée de Cauchy, on peut à tout d &#x3E; 0 associer ueM tel que les inégalités
u u° (u’ et UOO dans M) impliquent :

»

donc impliquent d’après la définition de 1q

Puisque X est un espace de Banach, on en conclut que la suite généralisée des u

croissants dans M possède une limite x dans X.

Comme f est on a

et le second membre est majoré par la limite pER des f(u) -  u,y &#x3E; pour u

croissant dans donc 3e dom f. En outre9 pour tout uoEMg on a
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Ce dernier membre vaut

Donc Î majore M pour En particulier x  x~ de sorte que

Soit d°autre part x°Edam f 9 différent de Xfl On ne peut avoir Î  xv puis-

que M est une partie totalement ordonnée maximale de [UEdom f : x  u}; donc

Cela signifie que, dans l’espace X x Rg les ensembles

sont disjoints. Mais Ci est convexe fermé, puisque c’est l’épigraphe d9une fonc-

tion convexe s.c.i., tandis que C2 est un cône convexe ouvert. Il existe donc un

hyperplan fermé non vertical (vu la nature de C2) qui sépare ces deux ensembles;
c°est-à-dire qu’il existe weY tel que9 pour tout zEX,

Posons § = y + v ô l’inégalité de gauche signifie que .
et 1°inégalité de droite que

Cela achève la démonstration.

REMARQUE. La proposition précédente montre en particulier queg si X est un espace

de Banach, toute fEr,(X) est sous-différentiable en un point au moins. On conclut
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de là que cette proposition et ses conséquences principales (Cf. section 12) ne

peuvent guère étre étendues au delà du cas des espaces de Banach. En effet, Broend-

sted et Rockafellar construisentg dans un certain espace de Fréchet (donc métrisa-

ble complet et qui est même espace de Montel) un exemple de fonction appartenant à

Po dont le sous-différentiel est partout vide. Ils s ° appuient sur la construction,
donnée antérieurement par KLEE [1]g [2J, d ° ensembles convexes fermés n’ayant pas
d’hyperplans d’appui f e rmé s . BOURBAKI [1],Chap. 2 9 exercice 11~ donne par ail-
leurs un exemple de tel ensemble dans un certain espace normé : là encore, on en
déduira une fonction de r 0 dont le sous-différentiel est partout vide (pour un
autre exemple, d’après G. Choquetg d’ensemble convexe fermé sans hyperplan d’appui
fermé, voir aussi BOURBAKI [1], chap. 2ème édition, § 6, exercice 18).

De tels exemples montrent aussi que à l’inverse de ce qui se passe pour les
différentielles classiques, Inégalité 5~ = af2 supposée vérifiée en tout point
par deux fonctions f1 et f2 f n’implique pas nécessairement ante

(prendre pour fi une fonction à sous-différentiel partout vide et pnur fa une

de ses translatées). Mais dans le cas des espaces de Banach :

10,j. PROPOSITION (ROCKAFELLAR [7]. Soit X un espace de Banach et soient f1 et

f2 appartenant à 0 (X). Si quel que soit XfX, on a l’inclusion

(10.20) 9fa(x) ~t
les fonctions f i et f2 ont our différence une constante finie. 

En vertu de la proposition 10.i.~ il existe aEX tel que èÍl(a) = ~. On va

d’abord montrer que, pour tout 

Fixons x et choisissons fl(x) - f ( a ) . Pour XcR. posons

Q est une fonction convexe s.c.i~ sur R avec fini et

L’ensemble des tels que Q(X)  + 00 est un intervalle contenant 0 et

la dérivée à droite Q¡ est bien définie, non décroissante, sur cet intervalle. La
théorie élémentaire des fonctions convexes sur R montre l’existence dtune suite

finie (~) telle que
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Notons

En termes de la fonction fi et de ses dérivées directionnelles, les égalités ci-
dessus S’écrivent :

On peut ensuite choisir des aiER et un ô &#x3E; 0 tels que
1

et

Pour tout E &#x3E; 0, la proposition 10. h. montre l’existence de 1 é n, tels
:L

que

La proposition 10.i. a avec À2 = E 9 fournit alors r et 57 (1 é n) tels que, 1 1 
-

En choisissant £ assez petit on peut assurer

où on pose conventionnellement
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En choisissant en même temps x. suffisamment voisin de a9 on peut obtenir x
aussi voisin qu’on le veut de ao Par (10.22) et (10.23) on obtient

L’hypothèse (10.20) impliquant cela donne
~ 1

Comme tout voisinage de a contient x: pour lequel cette inégalité a lieu, on a

car fa est s,c,i.  o Bref c 14

ce qui établit (10.21).

Appelons g, et g2 les duales respectives de f, ert fa; l’inclusion

(10.20) équivaut à l’implication

c’est-à-dire à l’inclusion

pour tout lr YEY. e

D’autre partg la proposition invoquée ci,dessus avec X’ = Eq fait

jouer des rôles entièrement symétriques à X et Y (bien que l’espace de Banach

X n’ait pas été supposé réflexif). La méme démonstration montre donc, que si
on a9 pour yEY,

Posons

La relation des points conjugués

donne
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de sorte que (10.21) s’écrit

et

En passant aux fonctions duales cette dernière inégalité donne

Vu(10.25)9 cela achève la démonstration. 0

REMARQUE. Si X est un espace de Hilbert, l’implîcation

avait été primitivement signalée, avec une démonstration très simple, dans MOREAU

[171.

10. k. Dans le m~me ordre d’idées on a le résultat plus facile suivant:

PROPOSITION. Soit X un fEr . finie~ convexe, partout con-
tinue. Si hERX est telle que af c: âh, les deux fonctions f et h différent

d’une constante finie.

En effet, dvaprès la proposition 10.c., la fonction f est partout sous-dif-

férentiable. Il en est donc de même de h qui est ainsi enveloppe supérieure de

minorantes affines continues exactes s cela montre que h est convexe partout fi-

nie.

Soient Xo et xi dans X avec xi - X0 = u ~ 0. Pour tEE posons

Les fonctions $ et 0 sont convexes finies, donc possèdent, en tout point de
des dérivées à droite G’+ et 0’+. 0 La proposition montre l’existence de

tel que

D’après l’hypothèse9 yt est aussi un sous-gradient de h au point xo + tu. Par

restriction à la droite xo x , on en tire que la fonction affine sur R

est une minorante de 6 exacte au point t. donc que
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Bref el majore G’+; par une intégration (de Riemann), il en résulte :

c’est-à-dire

En intervertissant xo et x1 on obtiendrait l’inégalité inverse, ce qui démontre
la proposition.
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! t

11. SEMI-CONTINUITE DES MULTI-APPLICATIONS SOUS-DIFFERENTIELLES

w
11,a. Pour toute fonction hcE’ , le symbole h défini dans la section précéden-

te, représente une application de X dans l’ensemble des parties de Y. Il est

souvent efficace d9aborder une telle situation comme une généralisation du concept

d’application de X dans Y lui-même : t on dira qu’il s’agit d’une application mul-

tivoque (Cf. BERGE [1]) ou imiti-applic ation de X dans Y.

Soit T une telle multi-application ; T(x) est, pour chaque xEX, une par-

tie de Y. On appelle domaine effectif de T 1 ° ens emble

Le graphe (ou représentation graphique) de T est l’ensemble

C’est aussi bien le graphe de la multi-application T- de Y dans X. inverse-ir

férieure de T9 définie par -.

Evidemment

c’est-à-dire que (T -) - = T. 
Iqq

Exe le : Soient X et Y~ comme dans les sections antérieures, un couple d’espa-
ces vectoriels en dualité. Si fEr(X) et est un couple de fonctions duales

il résulte du § 10.b. que les multi-applications 5f et Qg sont chacune l’inverse

inférieure de l’autre. o Leur graphe est

11.bo DÉFINITION. 0 Notons X et Y deux espaces topologiques quelconques. On dit

Quvune multi-application T de X dans Y est semi-continue supérieurement au

sens de Bouligand-Kuratowski (nous dirons simplement au point xoEX si,

ouvert dans Y contenant il existe un voisinage V de

xo dans X tel que

Nous renvoyons à BERGE [1] pour diverses propriétés simples et importantes de
cette semi-continuité (ainsi que d’une autre, dite semi-continuité inférieure) ;
prendre garde toutefois que certains énoncés de cet ouvrage exigeraient la précision
que les ensembles invoqués sont non vides.
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Exemple 1 * Soit f une application (univoqueg partout définie) de X dans Y.

Définissons l’ensemble T(x) comme constitué, pour chaque XEX9 de 1’unique élé-

ment f(x)6Y t par abus on écrira alors f = To La multi-application T ainsi

définie est s.c.s. au point x4 si et seulement si f est continue en ce point,
au sens classique. 0

_x 
-

Exemple 2 : Soit fER . considérons la multi-application T de X dans ? défi-

nie par

La fonction f est s.c.s. en un point, au sens classique de la semi-continuité des

fonctions numériques, si et seulement si, en ce point, la multi-application T est

s.c.s. de X dans R (ou, aussi bien, de X dans l’espace topologique R 
sup 

dé-

fini au § 4.b.).

Il.c. PROPOSITION. (MOREAU [16]). Soit Y un espace topologique sépare et soit

g(RY une fonction numérique 4.d.). Alors la multi-application
g ~

est s.c.s. de R dans Y en tout point (et même s.c.s. de 11 espace to]2oloZigue 
’

Rsup, défini au § 4. b. - . dans Y)o

Démonstration : On remarque d’abord que g est une fonction numérique s.c.s. sur

yq puisque Y étant séparé, les ensembles compacts g5 (p) sont fermés.

La semi-continuité supérieure de la multi-application g~ au point + oo de B-

est triviale car g :5 (+ Co) = Y.

Soit P,E[- coq + 0153[ et soit 0 un ouvert de Y contenant l’ensemble (éven-
tuellement vide) g- (po). Il faut montrer 19existence d’un voisinage V de p.

dans R 
sup 

tel que -f «-5 (p) c Q pour tout p~V. Choisissons p, &#x3E; P 0 et notons

Si K est vide, il suffira de prendre V = [- 00, PIJ9 puisque alors

Si K n’est pas vide9 il est, tout au moins, compact et ne rencontre pas
A chaque point donc tel que g(y) &#x3E; p 0 9 associons un réel

en vertu de la semi-continuité inférieure de g, il s’y associe ouvert dms
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Y contenant y. tel que

La compacité de K implique l’existence d’une famille finie yl 9 Y2 e"’9 yn ti-

le que les w(y,) recouvrent Ko Notons
1

Appelant z un élément de Y 9 on voit que l’hypothèse g(z) é P2 entraine

zeK, donc entraine bref c Q. Le but est ainsi at-

teint avec [- co, P2 ] 0

Il ,do X et Y désignent maintenant, comme dans les sections précécentes, un cou-

ple d’espaces vectoriels en dualité.

PROPOSITION. (Cf. MOREAU [16]). Soit une fonction h£RX majorée sur l’ensemble w,
ouvert dans X pour une topologie com atible avec la dualité. Sur Y notons G’
la topologie (compatible avec la dualité) de la convergence uniforme dans les par-
ties G-compactes de X. A tout xeX et tout §ER on associe l’ensemble section
oblique de la fonction h*) : 

A

ce qui définit une multi-application S de X x Il dans Y. En chaque point 19

cette multi-application est de l’espace R inf dans l’-

espace topologique (Y, G’) (donc, a fortior de (X, G) X R dans Y faible).

Rappelons qu’on vertu de la proposition 70a.9 pour tout et tout 

l’ensemble est G-équicontinu, donc tt-compact et, a fortiori, faiblement

compact.

Démonstration : Par une translation dans X et une translation dans R. ramenons

nous au cas où xo est l’origine Q de X et où g o = Qo Si h* est la cons-

tante wy 
= + 009 la proposition est triviale avec S(x,E) = 0 pour tout x et tout

§. Cette éventualité mise à part, la r-régularisée h** de h est finie et t_con_
tinue dans (je puisque convexe, à valeurs dans J- 00, + majorée sur cet ouvert.

Premier cas : 0) = 0, c’est-à-dire
x
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Choisissons vE]h**(0), o[ ; en vertu de la ~ -continuité de h**, l’ensemble

est un t-voisinage de OX. Par addition avec

(puisque h** et h* sont des fonctions duales) et avec

(c’est-à-dire l’hypothèse 1 &#x3E; v impliquera ÂM

Donc

ce qui achève la démonstration dans ce cas.

Deuxième cas i 8(0 ,0) # 0, c’est-à-dire
x

Par translation dans Y (ce qui ajoute à ~~~ une fonction linéaire continue), fai-
sons en sorte que S(OX’ 0) contienne 1°origâ.ne 4 Y de Y p à ce moment

Soit Q un G’-ouvert de Y contenant 0). Diaprés la proposition 11.c.9 il

existe 4 &#x3E; 0 tel que l’ensemble G’-compact

soit contenu dans Q. Puisque K est ~-équicontinu, l’ensemble

est un G -voisinage de Oy. 
Démontrons la proposition en établissant l’implication ~~~~~~~

Comme l’ensemble S(x,1) décroit lorsque E crolt, il suffit de raisonner dans 1°-

hypothèse  0. Supposons donc EE]- 03BC, 0[ ; alors, d’après (11.1); S(x9S) .

contient l’origine OY, laquelle appartient aussi au demi-espace ouvert
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o Si l’hyperplan frontière de ce demi-espace ne rencontre pas 
en effet9 l’équation de cet hyperplan :

conjointe â la définition de S(x,g) 1

entraîne h*~y~ - ~ ~ 0. c°est-à-dire yeK, d’où, selon la définition de Wg

et, en rapprochant de (11.3)~ qui contredit l’hypothèse faite
sur a Puisque l’ensemble S(x,E) est convexe, 2il doit être contenu dans le demi
espace A. Pour tout on a donc les inégalités

qui entraînent f*(y) - p  0 donc yEK. Cela établit l’implication (11.2). 
19

REMARQUE. La démonstration ci-dessus prouve plus précisément que, sous les hypo-
thèses de l’énoncé, le point possède un voisinage dans (X,() XiR. tel

° o inf

que si (x,s) décrit ce voisinage, les ensembles S(x,t) sont uniformément 

continus, puisque tous contenus dans l’ensemble K.

11.eo Conservant les notations de la propoisition nous en tirons le résul-

tat suivant, qui améliore légèrement un énoncé de MOREAU j16j 1

PROPOSITION. Si la fonction hERX au oint x et si elle est ma19,,
rée sur un G-voisinage de ce pointa la multi-app ication oh est, au point X. 9

de l’espace topologique dans l’ espace topologique (Y,E’) (donc a

Y faible) 0 Il existe en outre un G-voisinage W de x.

tel que les ensembles 5h(x) g xEW, soient uniformément t-équicontinus.

Laissant en effet de c8té le cas trivial ou h prend quelque part la valeur

- ce qui donne 5h(x) -- ~ pour tout x. on a9 d’après (10.2) ~

Or, par hypothèse, h est, au point x., continue de (x,~) dans R inf et S

estg d’après la proposition ll.d... s.c.s. de x91&#x3E; x Rinf dans la

semi-continuité de La dernière assertion découle de la remarque finale du

§ Il.d. 
’
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COROLLAIRE. Si _est convexe sur X. finie et G-continue au point 9 fai-

blement différentiable sur un G-voisinage de xo9 l’application univoque

est continue de (X, G) dans (Y, G’) (donc, a fortiori, de (X, E) dans Y faible).

REMARQUE. Sous les hypothèses de ce corollaire9 la continuité de Inapplication
grad h de (Xgé) dans Y faible est facile à établir directement. Il suffit pour

cela de prouver que, pour chaque UEX, la fonction numérique

est t-continue au point x 4 ou simplement, puisqu’on peut changer u en - U9

qu’elle est s.c.s.. De fait, vu la convexité de h9

Les hypothèses impliquant la G-continuité de h sur un voisinage de x o 9 donc,
. 0

pour t assez petit, la fonction

et continue au point x.. La fonction (11.4) est ainsi s.c.s. en ce point, puisque

enveloppe inférieure d ~une famille de fonctions c ontinues a 0
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12. MONOTONIE DES MULTI-APPLICATIONS SOUS-DIFFERENTIELLES

12.a. X et Y désignent, comme précédemment, un couple d’espaces vectoriels en

dualité.

DEFINITICN. 0 0 dit Quoune multi-application T de X dans Y est monotone si9

pour tout x et tout xl dans X9 tout tout on~a ô

(12.1)  x - XV 9 

Evidemment alors, la multi-application T- de Y dans X (Cf. § ll.a.) est

aussi monotone ç c ° est là, si on préfère, une propriété de la partie de X x Y qui
constitue le graphe de T et les deux espaces X et Y jouent à cet égard des 

rôles symétriques. 

x 
Divers auteurs (Cf. KACHUROVSKI [1], ZARANTONELLO [1], [2]) ont remarqué que si
est une fonction numérique convexe et différentiable, Inapplication grad f

(univoque de X dans Y) est monotone j cela généralise une propriété élémentaire
de toute fonction numérique convexe différentiable sur R : sa dérivée est une fbnc-
tion non décroissante (donc monotone au sens traditionnel). Ils constatèrent que le

succès des méthodes dites variationnelles pour établir l’existence des solutions de

problèmes fonctionnels était étroitement lié à cette monotone i l’hypothèse de mo-

notonie permet d’établir l’existence de solutions pour des problèmes concernant 0153r-

taines applications de X dans Y qui ne sont plus des gradients de fonctions nu-

mériques. Cette idée a été largement exploitée depuis par F.Eo BROWDER, Jo LERAY,
J.L. LIONS, G.J. MINTY, G. STAMPACCHIA, M.I. o VISIK, etc... o (voir bibliographie dans

BROWDER E 31 9 [4J)0

MINTY [1], [2]9 ag le premier, étudié la monotonie de multi-applications et

constaté en particulier que la multi-application sous-différentielle (appelée gra-
dient généralisée) d’une fonction convexe était monotone

-y
PROPOSITION. Pour toute fonction h(RX la multi-application h de X dans Y

est monotone.

Soient en effet x et xl dans X, y et y’ dans Y tels que et

Cela signifie que les valeurs h(x) et h(xv) sont finies et que les

fonctions

et
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minorent ho On en tire s

d’où (~~01~ par addition.

Noter que la considération d’une fonction h non nécessairement convexe nqap-
porte pas une généralité bien substantielle car, dîaprès (10.3) et (10.4) on a.

pour tout XEX9

12.b. Une multi-application monotone n’est pas nécessairement une sous-différentiel-

le (contre-exemple : une application linéaire antisymétrioue de X dans Y est mo-

notone). Dans le but d’obtenir une propriété caractéristique des applications sous-

différentielles, ROCKAFELLAR [7J considère une famille finie de couples

tels que Comme ci-dessus, on écrit; °i 1 

(où toutes les valeurs de h sont d’où, par addition,

DÉFINITION. (ROCKAFELLAR [7]). On dit queune multi-application T de X dans Y

est cycliquement monotone si pour tout entier n &#x3E; 0 et toute famille finie de cou -

pies (x1 9 y.)eX x Yq i = 0,1, ..., n, tels que YiET(xi) on a 
i i i i - --.........--Il,-........--.

Réindexons les (xi, yi) en posant
i 1

puis omettons les 1 : (12.2) se récrit sous la forme
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ou, par groupement différent des termes,

Cela montre que la multi-application T"‘ de Y dans X est cycliquement monotone

en même temps que T - c’est donc là une propriété du graphe de T dans laquelle
les deux espaces X et Y jouent des rôles symétriques

Evidemment si T est cycliquement monotone, elle est monotone au sens de la

définition 1~. a o 9 (prendre n = 1 ~ o

PROPOSITION. (ROCKAFELLAR [7J)0 o Soit T une multi-application de X dans Y.

Pour u il existe une fonction telle que T c il f aut et il suffit

que T soit cycliquement monotone. o

La nécessité vient d’ttre établie,

Réciproquement, supposons T cycliquement monotone. La conclusion étant tri-

viale si T(x) est vide pour tout x~ fixons xoex et yo£T(xo)0 Pour chaque

XEX posons

où le est étendu à l’ensemble des valeurs de n &#x3E; 0 et à tous les couples

(x. , x Y tels que On va montrer que fEr eX) et T c ôf,
i 1 

. 

i i O

f est une enveloppe supérieure de fonctions affines continues et, puisque T

est cycliquement monotone, f(x) = 0 (prendre n = 1, xo 9 Y1 -- y0). Donc
000

fEr (x) 
0

Soit ;Ex et ;ET(x); soit ox  f(-x). D’après la définition de f on peut
trouver une famille finie de k couples (x 1 9 i = 1,2, ..., k, avec 

i 1 i i

tels que

Prenant maintenant x 
= x et y = ~ la définition de f donne, pour tout x.

°ou9 d’après o

Cela ayant lieu pour ~~x~9 on en conclut
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quel que soit xEX, c’est-à-dire Bref T c: 9f. o

12.c. DEFINITION. T est dite cycliquement monotone maximale si son graphe dans

XxY n’est pas strictement inclus dans le graphe duune multi-application cycliQue-
ment monotone.

Autrement dit T n’admet pas de prolongement strict qui soit encore cyclique-
ment monotone : toute multi-application cycliquement monotone et telle que

T c TI est nécessairement identique à T.

Il résulte de la proposition 12.b. que si T est cycliquement 
male il existe ffro(X) telle que 

Réciproquement, ROCKAFELLAR ~’~~ remarque s

Si X est un espace de Banach et si la multi-application ~f est

cycliquement monotone maximale.

En effet on déduit du théorème de Zorn Inexistence d’une multi-application cy-

cliquement monotone maximale, donc de la forme of v 9 qui contient ~f . La propo-

sition 10.k. montre que f = f 9 + constante, donc ~f = ~f ° . 

Le même argument montre, en invoquant la proposition 10010 1 ,
Soit X un e.voto quelconque et finie convexe partout continue. LafW w1w1f11 

multi-application if est cycliquement monotone maximale.

En fait on va voir que, dans les deux cas ci-dessus9 la multi-application 3f

est même maximale dans l’ensemble 9 plus grand, des applications qui sont simplement
monotones (définition 12.a.).

12.d. La maximalité dans l’ensemble des applications monotones a été invoquée pour
la première fois par MINTY [1], fournit des théorèmes d’existence pour les

solutions de certains problèmes fonctionnels). Cet auteur constate t

PROPOSITION, Soit X un e.v. to quelconque et fxnie convexe, artout con..PROPOSITION . Soit X un e.v.t. quelconque et finie, convexe o partout con-
tinue. La multi-application of est monotone maximale.

Démonstration : On appelle Y le dual de 1°eovat, X. Soit (xo 9 yo)EX X Y ; il

faut montrer que si pour tout couple (x9y)eX x Y9 avec on a

alors y fof(x). OU9 de façon équivalente, montrer que l’hypothèse y 000 0

plique l’existence de xEX et ne vérifiant pas (12.4). o
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On allège l’écriture en se ramenant, par translation dans X et translation

dans Y au cas xo - 09 Yo = 0. Supposons donc cela signifie que f(O)
n’est pas le minimum de f sur X, donc qu’il existe u non nul dans X tel que

Pour tout posons

La fonction G est convexe, partout finie9 donc possède en chaque point de R une

dérivée à droite G’+. Commme G(0) &#x3E; P(1) il existe tel que 

Si l’on pose x = cela implique, diaprés la proposition Inexistence de

y£Õf(x) tel que

Ce couple (x,y) ne vérifie donc pas l’inégalité (12.4) (écrite ici avec il

12,e. De même (ROCKAFELLAR [7]) :

PROPOSITION. Si X est un espace de Banach et si fEr.(X), la multi-application

bf est monotone maximale. 
_

Reprenons en effet le raisonnement précédent jusqu’à la construction de la
fonction d,. On a toujours 4l(0) &#x3E; ~(1) mais on n’est plus assuré que ~(0) soit

fini. On peut donc seulement affirmer l’existence de TE]09 1] tel que la dérivée

à gauche soit strictement négative, avec fini. En termes de la

fonction f et de sa dérivée directionnelle, cela donneg si on pose x ~ T1U,

Soit f’ (x, - u)[ ; la proposition 10.h. montre que pour tout E &#x3E; 0 il

existe yEd e f(x) tel que

c’est-à-dire

(12.5)

En invoquant la proposition 10.i. avec À2 = s, on en tire l’existence de XEXP
tels que

Vu (12-5)9 il suffit de prendre e assez petit pour assurer  xgy &#x3E;  09 ce qui
achève la démonstration. 0
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13. MINORANTES EXACTES ET HYPERPLANS D’APPUI

13, a. Toute fonction étant, par définition, l’enveloppe supérieure d’une
famille de fonctions affines continues, cette fonction est l’enveloppe supérieure
de ses minorantes affines continues. Parmi ces dernières on peut évidemment, pour
la construction de l’enveloppe supérieure, ne retenir que celles qui sont maximales
c’est-à-dire de la forme. ~

avec ycdom f*.

On peut se demander s’il est possible d’obtenir la même enveloppe supérieure
avec une famille encore plus restreinte de minorantes de f, par exemple celles

qui sont exactes en quelque point (§ 10.a.) : on les obtient sous la forme (13.1)
en prenant y dans l’ensemble dom af*, appelé assise de f*. Cela n’est certai-

nement pas vrai en toute généralité puisqu’on a signalé au § 100io qu’une fonction

pouvait n’avoir aucune minorante affine continue exacte.

La question de savoir si l’épigraphe de f, ensemble convexe fermé dans X xR,
est égal à l’intersection de ses demi-espaces dO appui fermés n9est pas strictement

équivalente à la précédente : un hyperplan doa ui de cet épigraphe n’est en effet
le graphe d’une minorante exacte de f que s’il est non vertical&#x3E;.

La question de savoir si C, partie convexe fermée non vide de Xp est l’in-

tersection de ses demi-espaces d’appui fermés, se réduit par contre à la précédente
pour f fonction indicatrice de C (Cf. § 13.b.).

Notons d’abord (Cf. MOREAU [11]): 1
PROPOSITION. Soit une paire de fonctions duales. La f onction

g est égale à l’enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues exactes
si et seulement si f est égale à la f-régularisée de sa restriction à son assise
A = dom c’est-à-dire si

En effet la fonction affine continue  xe.&#x3E; - e est une minorante exacte de

g si et seulement si fl = ~’~x~ ~ x appartenant à ag(y) pour un certain yEY,
c’est-à-dire bf(x) ~ 0. Bref la propriété invoquée pour g signifie que cette

fonction est le plus petit élément de r(Y) majorant toutes les fonctions

V "  xpv &#x3E; - f(x) , x~-A .

Comme la dualité inverse 1°ordre, il est équivalent que f soit le plus grand élé-
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ment de minorant les duales de ces fonctions affines, c’est-à-dire (Cf.§ 8.a

les fonctions

Cela veut dire que f est la r-régularisée de l’enveloppe inférieure f + wA des

fonctions en question.

Dans le cas où X est un espace de Hilbert (qu’on peut identifier à son dual

Y), la théorie des applications MOREAU [17l) permet de voir très sim-
plement que toute possède les deux propriétés ci-dessus. Par la théorie
de l’inf-convolution on voit qu’il en est encore de même plus généralement si X

est un espace de Banach réflexif (Cf. MOREAU f1l]). En fait BROENDSTED, ROCKAFELLAR
[1] ont finalement établi le résultat suivant dans la ligne des travaux de BISHOP,
PHELPS sur les hyperplans d’appui d’ensembles convexes dans les espaces de Ba-
nach (non nécessairement réflexifs) :

13.b. PROPOSITION. On suppose que X est un espace de Banach et Y so dual

(resp. Y un espace de Banach et X son dual). Soit et soit A = dom 3f

1°assise de cette fonction. Alors, pour tout xcX on a 

ou inf&#x3E; selon la topologie de la norme sur X ou selon n’importe ’
uelle topologie compatible avec la dualîté.

En effet la fonction de x définie par le second membre de (133) est la ré-

gularisée 5.c.i. de f + *A 9 pour la topologie adoptée, C°est-à-dire la plus gran-
de fonction minorant f + VA qui soit soc,io pour ladite topologie. Visiblement la

fonction f minore f + ~~ et elle est pour les topologies compatibles avec
la dualité, donc a fortiori pour la topologie de la norme (laquelle est plus fine
que les topologies compatibles avec la dualité, strictement plus fine lorsque Y

est un espace de Banach non réflexif et X son dual). Il reste donc à prouver que
f(x) majore le second membre de (13.3) pour tout xEX.

Le fait étant trivial si f(x) = + ~~ supposons xcdom f 4 Nous atteindrons

le but cherché en montrant que pour tout J&#x3E;o et tout p&#x3E;"0 il existe dans la boule
de centre x9 de rayon o un point oà f + tA prend une valeur inférieure à

f(x) + 03BC. Appliquons la proposition i°oio en prenant e = î : s on choisit2 -

pour tout X &#x3E; 0 il existe xEX et tels que
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Puisque ~ est un sous-gradient de f au point x on a

donc

Si on a choisi X strictement inférieur à p et à cela donne bien

et

puisque xEA. ~N
La propriété (13.3) implique, a fortiori, (1302)9 donc :

COROLLAIRE 1. Si X est un espace de Banach et Y son dual (resp. Y un es ace

de Banach et X son duali toute fonction et égale à supé-
rieure de ses minorantes affines continues exactes est à la r-régularisée
de sa restriction à son assise .

On va en tirer :

COROLLAIRE 2 (BISHOP, PHELPS [1] ; PHELPS [1]). Soit X un espace de Banach et Y

son dual Y un espace de Banach et X son dual). Tout ensemble C c: X con-

vexe non vide, fermé pour les topologies compatibles avec la dualité est é al à

l’intersection des fermés (pour ces mêmes topologies) qui le 
nent et sont déterminés par des hyperplans d’appui.

En effet la fonction indicatrice ~ C appartient à r O (X) Il faut montrer que

si le point x 0 n’appartient pas à l’intersection des demi-espaces considé-

rés. De fait on a j(x) = + 00 et la f onction ~ C est ~ diaprés le corollaire 1.
l’enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues exactes. Il existe donc

une telle minorante, soit x H m(x) telle que m(xo) &#x3E; 0. Le demi-espace m  (0)
contient C. ne contient pas x , et, puisqu’il existe xi tel que

sa frontière est bien un hyperplan d’appui.

13. c. PROPOSITION (BROEIIDSTED, ROCKAFELLAR [1]). Soit X un espace de Banach et

Y son dual (resp. Y un espace de Banach et X son dual) et soit fffo(X).
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L’assise A = dom àf est une partie de dom f dense dans cet ensemble, pour la

topologie de la norme.

En effet, si xEdom f~ c°est-à-dire f(xo )  + 00, la proposition 13,b, o mon-

tre que toute boule de centre xo contient des points oà f + *A prend une valeur

finie ~ c°est-à-dire des points de A.

On verrait de même que dans 1°ensemble à
(BEYP les points où f est sous-différentiable sont denses pour la topolo-

gie de la normeo

COROLLAIRE (BISHOP~ PHELPS [1] ; PHELPS ~1~)a Soit X un espace de Banach et Y

son dual (resp. Y un espace de Banach et X son dual) et soit C c X un ensem~.

ble convexe non vide. fermé pour les topologies compatibles avec la dualité. Dans

l’ensemble des YEY tels que la f onction  ey &#x3E; s oit majorée sur C9 les y

tels ue cette fonction atteigne un maximim sur C sont denses pour la topologie.

de la norme. Si, en particulier, C est borné les YEY tels que la fonction

 .,y &#x3E; atteigne un maximum sur C sont denses dans Y pour la topologie de la
norme. 0

En. off et, les yEY tels aue la fonction  &#x3E; soit majorée sur C sont
caractérisés par

Ils forment donc l’ensemble dom w~. D’après la proposition 13. c. l’ensemble

dom a~~ en est une partie dense puur la topologie de la norme. Or y appartient
à dom dY*C si et seulement si la fonction  .9y &#x3E; - #g(y) est minorante exacte

c *C
de WC’ c’est-à-dire atteint la valeur 0 qui est son sup&#x3E; sur C.
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14. JAUGES CONJUGUEES ET DUALES DE YOUNG

14.a. X et Y sont, comme d’habitude, deux espaces vectoriels en dualité. On

sait que si A c X est un ensemble convexe fermé contenant lQorigine et B c Y

son ensemble polaire, A est, symétriquement, l’ensemble polaire de B : nous di-

rons que les ensembles A et B sont mutuellement polaires. Soient respectivement
et les fonctions jauges de A et B ~ nous dirons que ce sont

deux jauges conjuguées.

Comme A et B contiennent l’origine, ~~o,~~ montre que a est la fonction

d’appui de B et b celle de A.

De la définition d’une jauge il résulte que la fonction a est finie partout
dans X si et seulement si l’origine est point interne de A (autrement dit si
A est absorbant) ce qui équivaut à B borné dans Y (pour les topologies compa-
tibles avec la dualité.

La fonction a est strictement positive hors de l’origine si et seulement si

A ne contient pas de demi-droite (autrement dit, si son cône asymptote est réduit

à 

Si de plus on suppose que A est équilibré les deux conditions précédentes
assurent que a constitue une norme dans X. La topologie définie par cette norme

est compatible avec la dualité si et seulement si A satisfait aux deux conditions

plus fortes suivantes

1°) 0 est point intérieur de A pour une topologie compatible avec la dualité

(donc en particulier et a fortiori pour la topologie de Mackey ce qui si-

gnifie (Cf. § 8.f) que B est compact pour la topologie 

2°) A est borné, ce qui signifie que B est absorbant dans Y. 

Si ces conditions sont satisfaites, la topologie définie par la norme a est

nécessairement identique à T(X9Y)e On peut alors constater que a est une norme

d’espace de Banach réflexif si et seulement si A est, de plus, compact pour la

topologie a(x9y).

14.b. Dans le cas simple où a et b sont partout finies strictement positives
hors de l’origine, il est assez classique d’expliciter la relation entre ces deux
fonctions sans invoquer les ensembles A et Bo On trouve dans ce cas

et symétriquement (pour la bibliographie, avec X = ~ - voir BECKENBACH 9
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BELLMAN [1]. chap o 1, ~ 25).

Le cas général exige des raisonnements plus minutieux 0 Ce qui suit s’inspire
de AGGERIP LESCARRET [1]. [2].

PROPOSITION. Si a et b sont des jauges duales, on tout y non nul

dans Y,

Cette égalité reste vraie pour y==0 (auquel cas 1 ° ensemble entre accolades est
vide si on convient que le est pris ar rapport à l’ensemble ordon.

né [0, + 0

Démonstration i Appelons bl(y) le second membre de (14.2). Il est visible que la
fonction bl est, comme b, positivement homogène, à valeurs dans [0, + Poui

établir que b = bl il suffit donc de prouver que l’assertion

équivaut à b’(y)  1, c’est-à-dire à :

Comme on utilise naturellement la convention P- = + m pour p &#x3E; 0 et que a prendC
ses valeurs dans [0, + m], cela équivaut à :

c’est-à-dire aussi bien à :

Cela s’écrit finalement

Maisg puisque a est la fonction d°appui de B9 a* est la fonction indicatrice

de B 9 donc cette dernière inégalité équivaut à yEB9 ce qui équivaut bien à

(14.3).

VARIANTE I. Si pour tout aER on pose la notation

1
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et. pour tout + roJ, la convention

s’écrit

où le sup&#x3E;&#x3E; est pris dans [0, + 

VARIANTE 2. (AGGERI, LESCARRET [1], [2]). Si pour tout on pose la conven-

tion

(14.2) s’écrit, pour tout y non nul9 lu

où le est pris dans R (ceci vaut d’ailleurs encore pour y = 0 pourvu que

l’ensemble B ne soit pas réduit à (0~) .

COROLLAIRE. 0 Si a et b sont des jauges duales 2 on âo pour tout xeX et tout

YEY9

avec la convention 0 x (+ co) = + 000 Le couple (a,b) est d’ailleurs minimal dans

l’ensemble, ordonné par l’ordre naturel de Ô x -R y 1 des couples de fonctions
~ 0 vérifiant (14.5).

14~ c. Les conventions d’écriture posées pour formuler la variante 1 ou le corollai-

re ci-dessus peuvent sembler de pure opportunité. En fait, moyennant une transforma-
tion logarithmique, la relation entre jauges duales se ramène à un schéma général
de dualité des enveloppes supérieures dont les considérations des sections précéden-
tes sont un autre cas particulier.

Soient X et Y deux ensembles quelconques et soit dite fonction

de couplage.

On dira que deux fonctions feR et gERY sont sur-duales si pour tout xcx

et tout YEY, on a
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Cela équivaut à dire que l’une des deux fonctions, soit f par exemple y majore la

fonction g

dite fonction polaire de g a Dans l’ensemble des couples de fonction sur-duales,
ordonné par 1°~ordre naturel de RX + Y, le couple (f,g) est minimal si et seule-

ment si on a simultanément f = g~’~ et f* = g : on dira en ce cas qu’il s’agit
dgun couple de fonctions duales par rapport à la fonction de couplage c.

Revenant alors au cas où X et Y sont deux espaces vectoriels en dualité,
on considère a et b, fonctions à valeurs dans ~,+ ~ [09 + m~ définies sur X

et Y respectivement. 0 On constate que a et b sont des jauges conjuguées si et

seulement si les fonctions

’19

(avec, naturellement, Log 0 = - m, Log (+ 00) = + 00) sont duales par rapport à

la fonction de couplage

La transcription de (14.6) est (14.7) en termes des fonctions a et b conduit
-

naturellement à noter X et x les lois de composition définies dans comme
. -

transmuées, par l’application exponentielle, des lois + et + de R : ces lois
8

prolongent la multiplication classique selon les conventions

14.d. Le schéma précédent englobe notamment la notion classique de fonctions dua-

les de Young.

Prenons ici X = Y = R, avec pour fonction de couplage

(notation_(14.8)). On dira que ~ et Y 9 applications de ~+ dans R. sont dua-

les sur R+ si elles constituent un élément minimal dans l’ensemble des couples
vérifiant
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pour tout § et tout q dans Î+ . Il faut et suffit pour cela qu’on ait simul-

tanément

En ce cas ~ et y appartiennent à 11 ensemble,, note des fonctions

qui sont enveloppes supérieures de familles de fonctions de la forme

avec x et  dans ce sont donc des fonctions convexes, non décroissantes.

On note ro(R+) l’ensemble des éléments do r(P+) autres que les deux cons-

tantes - w et + co (qui forment pour leur part un couple de fonctions duales sur

R+).
Toute fournit un couple de fonctions duales sur R+ si on lui

associe sa fonction polaire ~ = ycr (R.) définie par (14.12). On voit alors que,

(puisque y n’est pas la constante + ,
En outre ~

(puisque G est non décroissante). Comme ni G ni y n’est la constante

+ inf &#x26; et inf y sont strictement inférieures à + ~. Donc W(0) et y(0)
sont opposés et finis.

-

Dans le cas oà les fonctions G t Y9 duales sur R 3 sont telles Que

. .~ = 0 ,
nous dirons 

_ que ce sont des fonctions duales de Young (bien que la dualité de Young
soit présentée classiquement pour le cas particulier de fonctions différentiables);
elles prennent alors leurs valeurs dans R+.
EXEMPLE 1. Soient deux constantes strictement positives p et q telles que
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Les fonctions

et

constituent l’exemple le plus classique de duales de Young.

EXEMPLE 2. Si B£[09 + oo[ est une constante, les fonctions

et

sont duales de Young.

REMARQUE 10 Il est classique de construire un couple de duales de Young en partant
a riori dgune fonction E -&#x3E; a(g)9 nulle à l’origine, continue9 strictement crois-

sante sur [0, + 00[. sa fonction réciproque o Alors les fonctions

sont des duales de Young finies et différentiables sur [0, + Co[.

Cette construction de ~ et y à partir des deux fonctions croissantes réci-

proques a et a, lesquelles sont leurs dérivées, peut s’adapter au cas général
( e=. 0 AGGERI, LESCARRET [2]).

Comme dans la théorie de la dualité sur les espaces vectoriels, on dira que

S et ~ appartenant à [0, + oo[ sont conjugués par rapport à (~,y) si on a

l’égalité dans (14.10). Pour tout gE[09 + oo[ on posera alors
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(ensemble vide si G(E) = + 00). Si GETo(R+), l’ensemble

est un segment d°origine 0~ contenant ou non son extrémité. La théorie élémentai-

re des fonctions convexes sur R montre que ± possède, en tout point § de

dom 4l une dérivée à gauche G’(E) (conventionnellement G’(0) = 0) et une déri-
- -

vée à droite G’+(E) (toutes deux finies si E est intérieur à dom G). Pour tout

on a alors

Les fonctions et + sont respectivement s. c. i. et s.c.s, sur l’intérieur de

dom 4l, égales sauf sur un ensemble dénombrable (Cf. BOURBAKI [33, chap. 1. § 4).
Elles sont non décroissantes et, plus précisément,

ce qui exprime la monotonie de Inapplication nultivoque ~’ 

On montre que, pour tout 

La fonction y se construit de même à partir de la multi- application laquelle
est l’inverse inférieur de o § 11.a.).

REMARQUE 2. Il est également possible de rattacher la dualité de Young à la duali-
té des espaces vectoriels, telle qu’elle a été développée dans les sections précé-

- -

dentes. A deux fonctions G et y. définies sur Î+9 à valeurs dans R et telles

que l§(+ mi) = = + m correspondent biunivoquement les fonctions ; et ~
définies sur R par

fln trouve alors que G et y sont des duales de Young si et seulement si G et
A ,

y sont duales9 au sens de la section 8, sur 19espace vectoriel R mis en dualité,

avec lui-même par la forme bilinéaire  E,n &#x3E; = En.
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14.e. PROPOSITION (AGGERI9 LESCARRET [1]. [2]). Soient X et Y deux espaces vec-

toriels en dualité et soient bE’ro(Y) deux jauges conjuguées. Soient $

et y deux f onctions duales sur finies au voisinage de l’origine (donc ni
ni de la forme p + t.9 peR constante finie) . Alors

sont des fonctions duales ael sens de la secti on 8.
....... 

En rapprochant les inégalités (14.5) et (14.10) on a, pour tout xcX et tout

YEY9

Donc f et g sont sur-duales . c’est-à-dire que f*  g ; on doit établir, pour
tout YcY. 19inégalitÓ inverse

1er y tel que b(y) = puisque b est la fonction d’appui de A, pour

tout il existe alors x rEA (donc atx ~ ~ 1~ tel que

Par hypothèse il existe E &#x3E; 0 tel que 4&#x3E;( e) = meR. Si on prend x = on a

donc

et d’après (14015),

d’ou

Comme k peut être choisi arbitrairement grande cela montre que r*(y) = et

établit l’inégalité ~~.~ol~~,

2ème cas t Choisissons tel que

(en effet, dans l’expression (14,12) fonction Y, les valeurs de § telles

que = + m peuvent être omises pour la construction du ~sup~~ . Il existe donc
+ oe[ tel que .
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0, (14.16) se réduit à

ce qui montre Inexistence de xo E A tel que

Comme 1 et que la fonction p est non décroissante, on a

donc

Bref, quel que soit §, on a l’implication

ce qui établit (14.14) d’où g = f*.

Symétriquement le même raisonnement montre que f = g*.

REMARQUE. On ne peut pas s ’affranchir de l’hypothèse que ~ et y sont finies au

vosinage de 19 origine. Si on prend en effet constante

cela donne

Donc

avec
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C est l’ensemble des points qui sont abs orbés par B, c’est-à-dire le cône proje-

tant B (depuis l’origine, laquelle appartient à B) ; il est connu que ce cône
convexe n’est pas nécessairement fermé -. alors - p + Wc n’appartient pas à r(Y)
et ne peut donc être une fonction duale.

Exemple 1. Si on prend les fonctions # et y définies au § 14.d., exemple 2,
avec 1 = 19 c°est-à-dire

on a f = a2 o a = a et g = On retrouve donc que a = fonction d’aPPui
de B.

Exemple 2. Si X est un espace normé et Y son dual, on peut prendre pour a et

b les normes respectives de ces deux espaces. En invoquant alors les fonctions
et y définies au § 14,d,g exemple 1, on voit que et g 

p q
des fonctions duales.

Par exemple si X est un espace de Hilbert, identifié avec son dual Y. cela
1 2

montre que la est à elle même sa propre duale (elle est d9ailleurs
la seule à posséder cette propriété : Cf. MOREAU [1?])

Dans le cas particulier où X est un espace de Banach réflexif (donc aussi Y)
les fonctions duales ci-dessus prennent une importance particulière ; elles sont

partout finies et continues pour les topologies fortes de X et Y (lesquelles
sont dans ce cas compatibles avec la dualité) : par le corollaire 8.f. il en résulte

que toutes leurs «sections&#x3E; sont faiblement compactes. Par suite (Cf. proposition
9.c.) leur inf-convolution par toute fonction de fo est égale à la T-convolution;
cette inf-convolution est exacte et fournit une fonction partout finie et continue :

c’est une opération régularisante. Au lieu de f on pourra pour tout e &#x3E; 0. con-

sidérer le produit à droite f ~ (Cf. § 3.f.) qui possède les mêmes propriétés,
Lorsque e décroit vers zéro9 fe tend en croissant vers l’élément On a9 

0

là une technique pour 1°approximation de toute fonction de fo par une suite crois-

sante de fonctions régularisées (Cf. MOREAU Si on a pu obtenir que la boule

unité de Y soit strictement convexe, g sera une fonction strictement convexe

et les régularisées qu’on obtient dans seront faiblement différentiables

( Cf . corollaire 

14.f. Les multi-applications sous-différentielles associées à un couple de fonc-

tions duales construit par la proposition 14.d. ont été étudiées par AGGERI,
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LESCARRET Fl], ~2~, La structure de ces multi-applications est précisée par la re-

marque suivante qui découle immédiatement des inégalités (14.13) :

XEX et y~Y sont conjugués par rapport au couple de fonctions duales

si et seulement si on a les --- égalités ~

(cela implique que a(x) et b(y) sont finis) et 1

Cette dernière égalité signifie que les réels a(x) et b(y) sont conjugués
-

par rapport aux fonctions o et y, duales sur R+. L’égalité (14.17) définit
une correspondance entre rayons, dits rayons conjugués par rapport aux jauges con-

juguées a et b.

Des hypothèses convenables de convexité stricte peuvent faire que la multi-

application if soit univoque. On généralise par là certaines applications d’un

espace de Banach dans son dual définies primitivement par BEURLING9 LIVINGSTON [1]
sous le nom de duality mappings&#x3E; (le prototype des duality mappings&#x3E;&#x3E; est l’appli-
cation canonique d9un espace de Hilbert dans son dual, laquelle n’est autre que

l’application 9f pour f =~ jl. 1,2) . AGGERI, LESCARRET 1 [2] généralisent ainsi

les théorèmes d’existence formulés par BROWDER [119 F21 pour les solutions de cer-
tains problèmes fonctionnels invoquant des duality mappings».
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