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Arithmetische Kigenschaften einer Klasse
transzendental - transzendenter Funktionen.

Von

Kurt Mahler in Krefeld.

In dieser Arbeit soll folgender Satz bewiesen werden:

»Die Elemente der quadratischen Matrix
Q== (0gp),  QF=(a3), (e, f=1,2,...,n)

seien nichtnegative ganze rationale Zahlen. Die zugehdrige charakteristische
Gleichung

P(0)=|Q—0FE|=0, E= Einheitsmatrix,
sel im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel und besitze eine Wurzel 0,
die grofer als Kins und der absolute Betrag der andern Wurzeln ist. Bur
grolies k ist dann asymptotisch

Qi~ofT,  T=(c,,) (e, p—1,2,..,n),

wobei die Elemente der Matrix [ positiv sind. Bedeuten 2y By eees B
n komplexe Veriinderliche, so sei mit

(4
2B QFy

e

die Transformation

bezeichnet.

Weiter seien
a, >0, a,>0,...,a, >0

m algebraische Zahlen und
b (2)==0, by(z)==0, ..., b, (2)==0

m rationale Funktionen in den z, mit algebraischen Koeffizienten, die

fir z,=... =2z, = 0 verschwinden. Die Potenzreihen
_ () hy hn . 1 2 3
f,u (Z) Z Zf/ o zl . Zn (/ ] "";m)
hi=0 Iz,,l——o
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546 K. Mahler,

sollen den Funktionalgleichungen

fﬂ(z):a#f#(Qz)—ka(z) (n=1,2,..,m)
geniigen und es seien ihre Taylorkoeffizienten gleich algebraischen Zahlen.
Ferner bestehe zwischen ihnen keine algebraische Funktionalgleichung

X (), F,(2), .oy [, (2) |2) =0,
wo das Polynom
T (wy, Wy, v vy W, | 2)
nicht identisch verschwindet.
Wenn dann die m algebraischen Zahlen 3,,3,, ..., ,, den Ungleichungen

S1de- 3w+ 0, %(ﬂé’lclﬁloggﬂ><0
geniigen, wenn ferner die Nenner der rationalen Funktionen
b,(2), by(2), ..., b,,(2)
3, 23, Q%3, ...

gleich Null sind, so sind die m Zahlen
fl(%)’ f?(%)’ crt fm(é)

algebraisch unabhingig in bezug auf den Korper der algebraischen Zahlen,
d. h. es besteht zwischen ihnen keine algebraische Gleichung mit algebra-
ischen Koeffizienten.“

in keinem der Punkte

Bei den betrachteten Funktionen herrscht also vollstindige Analogie
zwischen der funktionentheoretischen und arithmetischen Unabhéngigkeit.
In der Arbeit wird der genannte Satz kurz als Hauptsatz zitiert.

Das erste und zweite Kapitel bringt zunédchst einige funktionentheo-
retische Entwicklungen iiber die Unabhiingigkeit der Funktionen £, (z);
hierfiir werden notwendige und hinreichende .Bedingungen aufgestellt. Das
dritte, vierte und fiinfte Kapitel bringt dann den eigentlichen Beweis fiir
den Hauptsatz, der folgendermaflen verliuft:

Seien mit #y.q,...4, endlich viele, etwa genau n Parameter bezeichnet,
und sei

m

F(z t)= St .o f1(2)7 - fu (2)™

ein Polynom in den Funktionen f,(z). Alsdann besteht bei beliebigem
natiirlichen & die Funktionalgleichung

F(z|t)= F(Q*2|t®),

und zwar gehen die Werte t;{‘?,_am aus den Werten #,,.. ,, durch eine homo-
gene lineare Transformation hervor, deren Koeffizienten aufler von & noch
von den Zahlen z, abhingen. Es sei 3 ein fester Punkt in u und t, .. a4,
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ein festes System von Zahlen, die nicht alle verschwinden. Dabei ist 1 die
Menge aller Punkte z, die den Ungleichungen

2 %...2,+0, %(ﬂchﬂlogzﬂ><O,
=1

bi(Q%2) 40, bY(Q%2) 40, ..., bi(Q*2)+0  (k=0,1,2,...)

genugen und b, (2) bedeutet den Nenner der rationalen Funktion b (z)
Mit t,” ,, seien die zu k£ und zu den Werten 3, gehorigen linear Trans—
formierten der Zahlen t, ., bezeichnet. Ferner werde

A(|1)~ 0(3]1) oder A(z]1) %0 (3]
geschrieben, je nachdem ob fiir alle geniigend groBen &
A(Qk6 | t(k)) =0

ist oder nicht; dabei sei 4(z|¢) ein beliebiges Polynom. Dieser Aquivalenz-
begriff geniigt den folgenden Regeln:
a) Aus A(z[t)~0(3]t), B(z[t)~0(3|t) folgt A(z]t) + B(z]|t)~0(3]1)
b) Aus A(z[£) ~0(3]t), B(z|t) beliebig folgt A(z|t) B (2]2) ~ 0 (3]1).
c) Aus A(z[t)~0(3]1) folgt A(z[t)~0(3*[t), wenn 3* in 1 liegt.
d) Aus A(z[t) + 0Gt), B(z][t) = 0(3[t) folgt A(z]¢) B (z|t) + 0(3]t)

Seien jetzt alle Annahmen des Hauptsatzes erfiillt; in einem geeigneten
algebraischen Zahlkorper, etwa K (s) vom Grad K, liegen dann gleichzeitig
die Werte 3., ty,.. 4., @,., die Koeffizienten der Funktionen b ( z), und die
der Funktionen f, (z). Vermoge der angegebenen Elgenschaften der , Aqui-

valenz“ i3t sich dann zeigen:
»Zu jeder geniigend grolen natiirlichen Zahl p gibt es p -+ 1 Polynome

_ . A, (2]1) (h=0,1,...,p)
mit folgenden Eigenschaften:

A. Die Polynome sind in den z, und den ta,...,, hOchstens vom Grad p.
B. Ihre Koeffizienten sind Zahlen aus K (s).
C. Es ist
Ay (2]2) + 0 (3]1).
D. Die Potenzreihe

€(z]t) = z%[h(zu)ﬁ’(zlt) *h ZLh, (1) 2 sz"

1-—0 hn=0
besitzt als Koeffizienten Polynome in den la,...q,; fUT

n 1
8—— 1+
n

byt byt oo b, <2 np
Gy () ~ 0 (3] 1)

—1
ist

35*



548 K. Mahler.

Aus diesem Satz folgt weiter durch einfache Abschétzungen:

1. Ungleichung. Ist p eine geniigend grole natiirliche Zahl und durch-
liuft £ eine unendliche von p abhingige Zahlfolge, so ist

RACHIRS I
mit einer positiven Konstanten ¢,, die von p und k nicht abhingt.

2. Ungleichung. Ist p eine geniigend grofle natiirliche Zahl und
liegt & oberhalb einer von p abhiingigen Schranke, so ist

1
. T+0 k&
[GCETE S ETR
mit einer positiven Konstanten ¢,,, die von p und k& nicht abhingt.
Sei jetzt der Hauptsatz falsch; dann gibt es also Werte der Para-

meter t, . o, aus K(s), so dal
P55 [t) = F(31t) = X ta () fun(8)™" =0
ist. Wie auch die natiirlichen Zahlen p und k gewihlt werden, mul} also
G(Q%5t™) = A (53]t ™)

sein, und das widerspricht den beiden letzten Ungleichungen. —
Das letzte Kapitel bringt als Anwendung auf die Rethe
}_ﬁ [hw]z"
h=1
o > 0 reelle quadratische Irrationalzahl, den Nachweis ihrer funktionen-
theoretischen Transzendental-Transzendenz.

Wegen des Beweises in dieser Arbeit sei auf meine beiden fritheren
verwiesen: ,Arithmetische Higenschaften der Losungen einer Klasse von
Funktionalgleichungen“ und , Uber das Verschwinden von Potenzreihen
mehrerer Verinderlichen in gewissen Punktfolgen®, beide in den Mathe-
matischen Annalen.

1. Die quadratische Matrix
Q:—;(oaﬁ) (06,/)’—*=1,2,...,71)
besitze folgende Eigenschaften:
a) Die Elemente o,, sind nichtnegative ganze rationale Zahlen,
b) Die charakteristische Gleichung

|
01377 0Oy e Opy 1
Do)= %  OmTC O
B . . [
0,1 0, ... 0,,—0|

ist im Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel.
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¢) Thre Wurzeln ¢,, 0,, ..., 0, sind simtlich verschieden und geniigen
der Ungleichung

[ | | |
Q1>ma’x(1’IQQJ"QQS"""%Qni)'

Unter diesen Annahmen besteht fiir die k-te Potenz

QF — (o;};ﬁ) (e, f=1,2,..,n)
von Q fiir grofles natiirliches £ die asymptotische Darstellung
Qf ~ ofFl.
Die Matrix /
ey (6 p =120 m)

hat dabei lauter positive Elemente und den genauen Rang Eins; die
Glieder einer Zeile oder Spalte sind linear unabhingig in bezug auf den
Kérper der rationalen Zahlen.

Ist z=1(z,,2,,...,2, ein Punkt im n-dimensionalen Raum mit be-
liebigen komplexen Koordinaten, so bezeichne

Z(k) — Qk 2
den Punkt mit den transformierten Koordinaten

* no, k)
2o = [[ 25*" (e=1,2,...,n).
f=1

Es 1st

Die Punktmenge
n
NA) <0, 22,...2,40, A= Ne,  logz,
A=
heifie 1. Nur fiir die Punkte von 1 strebt mit wachsendem £ jede der
n Zahlen 2" gegen Null, ohne jedoch je diesen Wert wirklich anzunehmen.
Liegt z in U, so geniigt jedes Potenzprodukt

-

zik) hy zék) Do o Z,gk) hin

mit rationalen Exponenten der asymptotischen Gleichung
n
Iy (k) b, . N ¢
log(zl(k) 1230 2...z,<,k)h’)~H/\Qf, H = “h,,

c
a—y 1

und zu zwei verschiedenen Produkten gehéren auch verschiedene Zahlen H *).
2. Die m Funktionen

o & & pu) Ry R h

] C ., ‘n p

fy(z): 21 ,}.4 z/ﬁﬁllzz...h;zzllzgz"'zyb (‘l,t - 1’2,.”’m)
hy=0 hy=0 bp=0

) Siehe das erste Kapitel meiner Arbeit: | Arithmetische Eigenschaften der
Losungen einer Klasse von Funktionalgleichungen“, Math. Annalen 101, S.342.
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seien gleichzeitig in einer Umgebung des Nullpunktes regulir; die u-te
von ihnen geniige der Funktionalgleichung
' fﬂ(z)::a#f#(Qz)—kb#(z) (n=1,2,...,m),
wobel
Ay Qyy ooy @
m Zahlen ungleich Null und

by(2), By(2), .. b, (2)
m rationale nicht identisch verschwindende Funktionen in den z, sind, die
im Nullpunkt 2z, =2,=...=2, =0 gleich Null sind. Es gebe ein nicht
identisch verschwindendes Polynom
S(w,w,...w, 2,2,...2,) =& (wywy...w,|z)

mit endlichen Koeffizienten, so dal3 die Funktionalgleichung

m

besteht.
3. Von zwei Produkten
Aoy o (2) W w3 wys A, (2) w1 w0y
wWo Ayoy...0,(2)=E0 und A4z, 5,0 Polynome in den z, und die Ex-
ponenten «,, @, nichtnegative ganze rationale Zahlen sind, heifle das erste

von hoherem Rang als das zweite, wenn die erste nichtverschwindende der
Differenzen

Oy — Oy Oy — Wy o ooy 6, — @,
positiv ist; sind alle gleich Null, so heillen sie von gleichem Rang.

Ferner heile ein Polynom

von hoherem Rang als ein zweites Polynom
J(w,w,y ... w,|2) == 0,

wenn der Summand hochsten Ranges des ersten bei der Entwicklung nach
Potenzen von w,, w,,...,w, héheren Rang hat als der entsprechende
Summand des zweiten Polynoms; sind beide Summanden von gleichem
Rang, so seien auch die Polynome von gleichem Rang genannt.

Eine Folge von Polynomen

Sy (wy wyo o ow,,|2), Folw,wy...w,|2), ...,

in der jedes folgende Glied niedereren Rang hat als das vorhergehende, muf}
offenbar im Endlichen abbrechen.

4. Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom

Slwyw,...w, |2)==0

8(f1(z): fz(z), cees fm(z){z) = ().

mit
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Ohne Einschrinkung kann der Rang desselben mdglichst klein angenommen
werden. Offenbar muf} es eine der Veréinderlichen w, mindestens zur ersten
Potenz enthalten.

Neben der Gleichung

%(fl(z)’ fg(z): ey f;n(Z)‘Z) =
besteht die weitere Gleichung

S (Qz), ,(z), ..., [, (Rz) | Q2)
— %(’i(i),f,bt,(?), fa(z) — bz(@, Fu(2) = bu(z) Qz> — 0.

ay Ay Ay, |

Das Polynom

a, a, v a

1_bx ~z*‘b( m"bm ’
%(w (Z)’ w, 2;3), . w <z)’Qz>

hat denselben Rang wie das Polynom
F(wy 0y, 2);
es gibt daher eine rationale Funktion
§*(z) £ 0

in den Verinderlichen z, allein, so daf} die Differenz

% <W1”'b1(z), w2"‘b2(rz), e /{Uln::(z(f) ; QZ) "“%*<2)%<w1 w, .. ‘wmgz)

ay Ay @,
niedereren Rang hat. Nach der Minimalannahme iiber §(w, w,...w,,|2) ist
das nur dann moglich, wenn diese Differenz in allen Verénderlichen iden-
tisch verschwindet, und somit ist
) — by (2 —b m— Uy, ) .
§ (2@ b)) Q) — G (2)F (0, 0w 2)-

H
ay Ay Ay, |

5. Aus den fritheren Annahmen folgt, dafl keine der Funktionen £, (z)
identisch verschwindet. Da §(w,w,...w,, z) eine der Verinderlichen w,
von mindestens erstem Grad enthilt, so miissen in der Entwicklung

1 3 ox$ 0y &y
Slwywy...w,,|2) = Ao a,(2) Wy wa" .. Wy"
x
nach Potenzen von w,, w,, ..., w,, mindestens zwei Summanden

%n @ am

Aalar--o‘m(z) wfl wgz‘ o Wi Ad]&2 ...am(z) wllwgz. W
verschiedenen Ranges und mit
Aaxaz-wam(z) %JE O’ Aaxar“&m(z) Ell;:“ 0

vorhanden sein. Fiir sie seien diejenigen vom hochsten und einerhéchsten
Rang ausgewihlt. Die erste nichtverschwindende der Differenzen

O — Gy, €y — Uy ooy &, — O,

ist positiv; eine von ihnen verschwindet wirklich nicht.
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Mit « sei die Summe aller positiven Differenzen «, —«,, mit « die

Summe aller negativen Differenzen «, — @, bezeichnet; offenbar ist
e>1, w<0.

6. Es seien drei Fille unterschieden.
1. Fall. Mindestens eine der Zahlen ¢ und — & ist grofler als Eins.
Sei etwa « = 2; ferner moge «, — @, > 1 sein. Dann ist

Gttty —1

¢(w1w2wm’z) =

!
P S(w w,...w,, z)

1 W*’> o
PR, ’LLm

= oy ol by Ay (2) Wes

da alle anderen Summanden herausfallen. Es besteht die Funktionalgleichung

ces
a, @y a

[wy, —b 2 — by (2 m— b (2
O Y et B! (?)_’ wy— by ( ), . Wy, — by, ”QZ)
=af. . ap Tt ag FE() D (wyws ..y, 2)

oder ausgeschrieben

=a. atag FF(2) Asyo,.an(2) W0, -

AO‘JO‘2~~~O‘NI(Q z) (’w‘u 7

Diese Gleichung ist aber gewif falsch, da b,(z) nicht identisch verschwindet.
Genau so gelangt man zu einem Widerspruch, wenn @ < — 2 ist.
2. Fall. Die beiden Zahlen ¢ und — @ sind gleich Eins.

In diesem Fall sei etwa

aﬂwd#rl, ¢, —a,=—1, u>v,

wihrend alle anderen Differenzen verschwinden. Dann ist

‘ afxl'i~a2+-~.+°¢m*1
S(w,w,...w,, 2)= S(w,w,...w, |2)

m 5ap®1 5 0‘;4“1 A apEm
0%1 ...C'U)‘u ...me

=l Ay, (2wt @l @ Ay s g (2) w0,

da die anderen Summanden wieder herausfallen. Hs besteht die Gleichung

\ a4y Ay a,,

® / wy — by (2) i wy— by (2) s w,, — b, (2) “ Q Z)

1 * i
=ai...aay F(2)P(ww,. . w,, | 2)
oder ausgeschrieben

! 1 w“~b#(z> = = (’LU,,-b,,(Z)
“1-“.3---~Cf,,,1!Aa,a2___oc,,,(Qz> a - *{”*051.062!...Olm‘Adlakmhm(Qz)\ Mui,,i

"

1 ~ ‘ L _
=a, .. .a . ag F (2) (e es! ... ! Aoy (Z) W+ @l @l ! Ag . a0 (2) wy) .
\ /
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Vergleich der entsprechenden Koeffizienten zeigt, dal} erstens

" @l @t @y Agay. . an(2)
R(Qz) = a‘:R(z), R(z) = — !y Ay (7)
und zweitens
b, (z b z
R(Qz) = ( ) =
ay, %

st
Die Funktionalgleichung

R(Qz) = " R(2)

hat aber nur dann eine rationale und nicht identisch verschwindende

Losung, wenn

T _ 1

@y

ist; alsdann ist die Losung gleich einer beliebigen Konstanten ¢, +=0.
Also ist nach der zweiten obigen Gleichung

b, () = ¢, b,(z)
fu(z) = e, 1, (2) + ¢

mit einer weiteren Konstanten c,.
3. Fall. Es ist ¢« =1 und @ =0.

Sel etwa

und damit

«, —a, =1,
wiahrend die anderen Differenzen verschwinden. Sei ferner

00& Fotg 4. ooy —1

O(wyw,...w, |2)=— " = (w, w,...w. |2
( 1 1 > éw} awa# 1 du/a"‘g(\ 1 2 nt j)

/N 1 W
=la!. e, (Aa,az..lamw Wt Aoy o1 (2) )5

die anderen Summanden sind durch die Differenzierung herausgefallen. Man
hat die Funktionalgleichung

q) <w1 - bl (7'>, Wy — bz(z) . wygz_”bgn (%) 1 QZ)

5 ..
a4 Ay [

=ai...ar " a FE(2) O (wy . w, | 2)

oder ausgeschrieben
—bu(2) .
Aala,..,am(Q Z) }‘ Aocl aM*I.,.a,,,(Qz)
a,

- 1 W\
Eaf"... ‘:,u 1. ?r,,m% ( )( a]ocz...a,,l(z>wl“ + &;‘Aal.,.a‘u——l‘..mm(z))-



004 K. Mahler.

Die endliche und nicht identisch verschwindende rationale Funktion

1 Acx,...a‘uwl...a,,,(z)
Re) == s as)
geniigt somit der Gleichung
R(z)=a,R(Qz)+b,(2)
und unterscheidet sich nur um eine Konstante von der Funktion f,(z),
die also auch rational sein muB.
7. Die letzten Uberlegungen haben zu folgendem Satz gefiihrt:

Satz 1. Zwischen den m Funktionen
F (2 fo(2)s oo F(2)
besteht dann und nur dann eine algebraische Gleichung
D)y fa(2)s s £,(2)2) =0, F(wyw,...w, |2)==0,

wenn entweder eine wvon thnen eime rationale Funktion ist, oder wenn
zwer von thnen einer Gleichung

fy(z) =0 f;»(z) + ¢,
mit konstanten Koeffizienten ¢, und c, geniigen und gleichzertig
. a,=a,
28t
11

8. Aus dem letzten Satz lassen sich Folgerungen iiber die Differential-
gleichungen erhalten, denen die Funktionen f,(z) geniigen.
Mit
o, 0", ..., 0 (2=1,2,...,n)

selen die Unterdeterminanten der Elemente der ersten Zeile von

| 1
ion_i’ﬁ.’ 019 » oree Oy |
| O21 50 Ogg 7 Q45 -ees Oy,

I

ionl ) 0n2 LA Onn—_—glg

bezeichnet. Die Determinante
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ist von Null verschieden, denn sonst gibe es m Zahlen o,,0,,...,0,, die
nicht alle gleichzeitig verschwinden, so dal
&
D0y 0g=10 (A=1,2,..,n)
=1

ist. Die Koeffizienten in diesen Gleichungen sind algebraisch konjugiert;

b

somit wiren die Zahlen o, alle gleich rationalen Zahlen wihlbar, und die
@ (@) "

n Zahlen 0,”, 0,”, ..., 0, wiren in bezug auf den Korper der rationalen
Zahlen linear abhanglg, das ist aber falsch?).
9. Die n Operatoren

Zoémza ;?{W (A=1,2,...,n)

(1

geniigen keiner homogenen linearen Gleichung mit konstanten Koeffizienten,
die nicht alle verschwinden; aus ihnen lassen sich die Ausdriicke

14 ,
% 3 (A=1,2,...,n)

linear mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen. Es ist
> n
-y () 0" () () 0
D,D,=D Dl~2 éoa 0f" 22— +vﬁoa oa‘zag—«

az ozg
a=1 f=1 =1

Bedeutet f(z) eine beliebige analytische Funktion in den z,, so ist

D, 1(2)= S0 fia(z),  fio () =yl £(2)

und

D, f(Qz)= 27 ZOx/fO,f 2 0 (RQ2z) ,__0 a VL fz(Q ), 2 =Qa.
=1

a=1 p-—
Allgemeiner besteht die Beziehung
DI DEf(QF2) = oo DI DI F(2) k..
Die Operatoren
Dl... DX
sind also gegeniiber der Transformation
z— QFz
bis auf einen konstanten Faktor invariant.
Die einzige im Nullpunkt regulire Losung der Gleichung

D] Drf(z) =

ist offenbar eine beliebige Konstante.

) Siehe loc. cit. *) S. 348
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10. Sei

[ee]
hy _h h
2 Tiiha o hp®1 22" oo 20

eine beliebige Funktion, die in der Umgebung des Nullpunktes regulédr ist;
sie geniige der Funktionalgleichung

f(z) =af(Rz)+b(z),

deren Koeffizienten eine Konstante a <=0 und eine rationale im Null-
punkt verschwindende Funktion b&(z)==0 sind. Alsdann sind die ab-
geleiteten Funktionen

i (2) =DEDE .. D2 f(2) (s lyy o b, =0,1,2,...)

gleichfalls in der Umgebung des Nullpunktes regulir und geniigen der
Funktionalgleichung derselben Art

f; Z"(z) = aglllgéz . Q;Ln flllz...ln(Qz) -+ blll,...ln(z)’
bit,..(2) =Dy Dy Db ().
Man kann daher auf irgend m aus der Reihe der Funktionen £, ., (2)
ohne weiteres Satz 1 anwenden.

Ein Fall sei besonders angefiihrt. Wir nehmen an, dall die Zahlen

015 Qg5 ++-, 0, einer Gleichung mit rationalen Exponenten

N

1 In —
ohol...olh=1

nur dann geniigen, wenn diese Exponenten alle gleichzeitig verschwinden.
Ferner sei keine der Funktionen f;, .., (z) rational. Nach Satz 1 besteht
dann zwischen endlich vielen dieser Funktionen keine algebraische Gleichung,
deren Koeffizienten Polynome in den z, sind. Nun lassen sich offenbar
aus den Ableitungen

Li,ly,...; 0 =0,1,2,...
= DDy ... Dy i i
ﬁxlz~--ln(z) 1 2 f(z) < ljjl-le“l—-f—lnél )

die sdmtlichen partiellen Differentialquotienten
phtlt.. '”nf(z) (ll,lg,...,lnzo,l,z,...
ﬁzlloz 82’" Ltt4...+1, <1
linear zusammensetzen, so dall die Koeffizienten rationale Funktionen in
den z, sind. Die Funktion f(z) ist also transzendental-transzendent.

11. Von den letzten Ergebnissen seien einige Anwendungen erwihnt.
Im einfachsten Fall n =1 handelt es sich um die Lésungen der
m Funktionalgleichungen in der einen Verinderlichen z

f(z) =ao“f(2°) +b(2) (u=0,1,...,m—1),
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und zwar ist o eine beliebige natiirliche Zahl grofler als Eins. Sind die
simtlichen Funktionen

fu(2) =D f(z)
irrational, so sind sie nach vorhin auch algebraisch unabhingig in bezug
auf den Korper der rationalen Funktionen von z. Speziell ergibt sich so
z. B. die Transzendental-Transzendenz der Funktionen

) =32 () =f(z) 42
[ee] 22” .
f(z) =2 L f(z) = f(2?%) + T
0
flz) =2 q(h)z" = 1{; er’lgﬁ . (=2 f@)=(A=2fEH)+ .
0 0 z T
g (h) = diadischer Quersumme,

denn diese sédmtlichen Funktionen sind nicht nur samt den Ableitungen
f,(z) irrational, sondern sogar nicht iiber den Einheitskreis fortsetzbar.
Fiir den Fall mehrerer Verdnderlichen sei die Reihe

oo
f(2)= 3z 2"t .. gyt
0
genannt, wo
n
— J— — J— . — y 7
G/O‘-O’ alb"o’ MRS an“z—o’ an~171’ akwl-n—zcha/m’—n~h
. . —
ist, die Zahlen
€15 Coy ey Cy

alle nichtnegativ und ganz rational sind und die Gleichungswurzeln der
irreduziblen Gleichung

P(o)=0"—c, 0" "—c0" T~ ... —¢,=0

der fritheren Bedingung
0y = max (1, [0y, ... [ 0,)
geniigen. Besteht zwischen den Wurzeln keine Gleichung

oliol...oln=1

1 =2
mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden,
so ist die Funktion f(z) transzendental-transzendent. Denn einerseits ge-
niigt diese Funktion der Gleichung

0 0 0o 1
1 0 ... 0 ¢,
f(2) = f(Q2) + 2, e L
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und andererseits ist sie nicht iiber den Rand des Gebietes

N (logz, + 0,logzy 4 ...+ or~tlogz,) < 0
fortsetzbar.
Anders ist es dagegen z B. bei der Reihe

f(z1z2) :Sﬁthzg“,, QO:O, alzl, 02:1, . ah+1:ah+ah—1.
0
Hier ist
01
F(245 25) = f(29: 2,2, ) + 243 Q — 1)
die Gleichung

—0 1
¢@ﬁz}1 1_Q+=2—9—1—0
hat die Wurzeln
1 1
0, =5 (1+15),  e;=45(1—15) (0,>1, 0,> |eal).
Offenbar ist
o2o=1.

Die Funktion
1, lz(zl 2y) = Df] D‘? f(z1 ze)
geniigt der Gleichung
fll ly (lez) = Qil 9;2 ﬁl lz(z‘.E’ zl z:!) + Lll I z? *

Dabei ist L, 4 0 eine reelle Konstante, die allein von /, und /, abhingt.
Aus dieser Funktionalgleichung ergibt sich die Differentialgleichung

for(212,) = Lnyfoo(2,2,),  dohe Ly f(2,2,) :DfD:ﬂzﬁze)'
Die Funktion f(%,, 2,) ist also nicht transzendental-transzendent. Dagegen
zeigt sich nach Satz 1, dafl irgend m Ableitungen
fz{”lgl) (212,), fl{z’ S <z1 ), oo le‘"" A (2,2,)

dieser Funktion algebraisch unabhéngig sind in bezug auf den Kérper der
rationalen Funktionen von z, und z,, wenn keine zwei der Differenzen

Wb, -, L, -
gleich derselben geraden Zahl sind. Speziell sind also die Funktionen
D} f(z122), DD, f(z122), Dy DzHif(zl 22), Dé“f(% %)
’ (1=0,1,2,...)

zu beliebig endlich vielen algebraisch unabhingig.
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12. Endlich sei noch auf die Reihe
f(2)="r(2,2,) = Z; 21z1 23

eingegangen, in der w eine positive quadratische irrationale Zahl ist. Es
bedeutet keine Einschrinkung, wenn der Kettenbruch von  reinperiodisch
und von gerader Periodenlinge angenommen wird. Alsdann ist die Differenz

f(z) —f(Rz)=b(z)

eine rationale Funktion von 2z, und z,; Q bedeutet die Matrix

(2,0 )
py—l QW——I

und p,, q,, p,_4, ¢,_, sind gewisse Néherungsnenner und -zihler von w,
zwischen welchen die Gleichungen

G+ Gy @
= pv’+ ?7;1174; ’ p”q"“l - q” p"‘l =1

bestehen. Es ist in diesem Fall

et S T B T A (0,>1, 0,>es])-
Die fritheren Annahmen sind also erfiillt ®).

Man hat nun
é’l Q? = 1 .

Ferner ist bekanntlich die Funktion f(z,,#,) nicht in den ganzen Raum
fortsetzbar, also auch keine der Funktionen

fr.0.(2y, 25) (1,,0,=0,1,2,...),

so dal dieselben simtlich irrational sind.
Der Formel

ﬁlh(z1z2)~ 2 (01 kl*LO hg)lj(ol hl—{'“ 0) kg L2 h] h2

hy=1 hy=1

entnimmt man, dal keine zwei der Funktionen f,(z,,2,) einer linearen
Gleichung
e f- L¢ =
fllzg(z1z2) - 21 f}l Iy (ZIZZ) TGy = 0

mit konstanten Koeffizienten geniigen; denn dann miiBte
L —1,— 1,1,
und fiir alle Werte von A, und #,, iiber die summiert wird, die Form
(0 by -+ 0 k) (017 by + 0 hy)
gleich derselben Zahl sein, und das ist falsch.

%) Siehe loc. cit. *), S. 363.
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Satz 1 darf also angewandt werden, und man erhalt:
»Beliebig endlich viele der Funktionen
flllz(zlzﬂ) (l13 l2207 15 2’*”)
sind algebraisch unabhingig in bezug auf den Korper der rationalen Funk-
tionen. Die Funktion f(z,,#,) ist daher transzendental-transzendent.*

13. Satz 1 macht eine Aussage iiber die Abhéngigkeit von Funktionen
in bezug auf den Korper der rationalen Funktionen in den z,. Wird etwa
fiir eine dieser Verdnderlichen ein spezieller Zahlwert eingesetzt, so lilt sich
zuniichst gar nichts behaupten, z. B. iiber die Funktion einer Verédnderlichen

f(z, 1)7 [oh]z"

Spéter wird sich jedoch als ein Nebenergebms auch die Transzendental-
Transzendenz dieser Funktion herausstellen.

111.
14. Satz 2. Seien
A >0 (r=1,2,..., M)
M werschiedene positive Zahlen,
Ar(z)::tf... E’A;ﬁf),__hnzf'. 2l (r=1,2,..., M)

1=0 b=
M Potenzreihen, die in der Umgebung des Nullpunktes konvergieren und
necht alle identisch verschwinden. Ist 3 ein fester Punkt in W, so gibt
es eine Folge K won ins Unendliche wachsenden natiirlichen Zahlen

by, ky, kyy ..o,
so daf fir alle Zahlen k aus K
uk x
SAFA4,(Q%)+0
=1
istt).
15. Nach 1. lassen sich die Glieder

A(T) T zlkl N Z;}n
der Reihen
h
A(2)— X .. X402l el (r=1,2,..., M)
h,=0 hn——
auf genau eine Art nach wachsenden Werten der Summe
7’L

H— Y%ip,

=1 b1

4) Zum folgenden Beweis vergleiche man meine Arbeit ,,Uber das Verschwinden

von Potenzreihen mehrerer Verénderlichen in gewissen Punktfolgen“, die demnéchst in
den Math. Annalen erscheint.
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anordnen; dabei sind alle Glieder auszulassen, deren Koeffizient Af”
verschwindet. Da die M Reihen A4 (z) nicht alle identisch verschwinden,
so gibt es genau eine kleinste Zahl

n

170
Hy — E’; hy,
a=1

so daB die M Koeffizienten
A(T)

0 0
By ooy,

(r=1,2,..., M)

nicht alle Null sind. Fiir alle anderen Summanden ist die zugehorige Zahl H
mindestens gleich H,--«, wo « eine feste positive Zahl bedeutet.
16. Zuerst werde eine obere Schranke fiir
M
= A DA (3% =9Q")

=1 H>H,

bestimmt. Nach bekannten Sétzen gibt es n -1 positive Zahlen
R,, R, ..., R,

so daf fiir alle Werte der Indizes 4, A,,..., h, ;7
LA g, | < BoR"™ ... R
ist. Wird weiter ¢ > 0 beliebig klein gew#hlt, so ist gleichmaBig in den A,
X 6 Iz,“ <€ —&) ’\Oglk
tiir grolles k, wobel

A ~§R< 1ﬁlog3ﬁ>

gesetzt wurde. Somit hat man

M c
- '—--(1 é)A o hy niq g A gk«h”
!2k§<2A,k2 (R e’ 1) ...(Rnec“ 01) .
7=1 H>H,
Die Summe > rechts ist bis auf endlich viele Glieder das Produkt von
H>H,

n geometrischen Reihen; fiir groBes & spielen daher die Glieder mit mog-
lichst kleinen H-Werten die Hauptrolle. Durch Verschlechtern der vorigen
Abschitzung folgt fiir grofles k&

—H = k e k — k
Iy 1< . H1 2 Aogl H1<1 B 2)1\0@1 H 2€)Aogl
Tkl = .

[\

H, ist dabei die kleinste der Zahlen H, die grofer als H, ist.
Somit ist nach 15.:

X Ze

Mathematische Zeitschrift. 32. 36

k
(H0+a) (1—-2¢) Aogl

IA
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M
E 4t , .
= <1=‘Z’1At Ah{’ hg) Sik)}u . (’);Lk)h"
der noch fehlenden Summanden 146t sich nach unten abschitzen. Zunichst

ist fiir alle geniigend groBen natiirlichen Zahlen £

(k h,” > e H0+aa)1\001 X

3"
Weiter gibt es, wie in 18. gezeigt wird, eine Folge K von ins Unendliche
wachsenden natiirlichen Zahlen
ky, ko by, oo

und eine positive Zahl ¢, so daf fir k¥ in K

‘ k
ZA Ahl. h,ﬂgc
ist. Erst recht ist in dieser Folge
. 3
{zlgl 2 e(H0+2fx ) Agof ,

und wenn
HO—{— 2068<(H0+“>(1—2058>, d. h. 8<§H’(”-’*_‘2f&‘:¥_ﬁ2
angenommen wird:
M
IARA(RY) 2 — I E] >0,
lz=1
wie es Satz 2 verlangt.
18. Um die obige Liicke auszufiillen, werde die erzeugende Funktion

© M M 7)
= 3 S nrag )t = 3
k=0 ‘r=1 I—A u

benutzt. Als rationale Funktion hat sie einen Sinn in der ganzen w-Ebene.
Offenbar ist ¢ (u) nicht identisch gleich Null; da ferner ¢ (co) =0 ist, so
kann die Funktion auch nicht ein Polynom sein. Also besitzt ¢ (u) min-
destens einen Pol im Endlichen, so daB die Potenzreihe einen endlichen
Konvergenzradius hat. Hieraus folgt bekanntlich die Existenz einer Folge K
mit den oben benutzten Eigenschaften.

19. Seien die m Funktionen

f.(z) (pn=1,2,...,m)
Losungen der Funktionalgleichungen
f,‘(z)za,#fM(Qz)+b#(z) (p=1,2,...,m);

zwischen ihnen bestehe keine algebraische Gleichung

F(f @), o (2)s .. () |2) = 0.
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Die vorigen Funktionalgleichungen fiithren zu den allgemeineren Be-
ziehungen
ful2) =aifu (%) +0,(2)  (n=1,2,...,m)

mit den rationalen Funktionen

k—1
by (2) zh;;a,’i b.(R"2) (1=1,2,...,m),

die ihrerseits sich in der geschlossenen Form

b (2) = fu(z) —aufu(R%2)  (n=1,2,...,m)
darstellen lassen. Die Zahlen a,,...,a, seien von jetzt ab alle positiv
angenommen.

Mit ty,q,...«, selen endlich viele Parameter bezeichnet; 1hre Indizes

m

seien nichtnegative ganze rationale Zahlen, und mit #, o,...,, komme auch
Y, p... p VYOI, WeNn
0<p <L, 0ZpZe, ..., 050,Z¢,
ist. Die Funktion
F(z|t) =%’ta,a2...amf1(Z)“‘fg(Z)“’- o Fu(2)™

ist dann und nur dann identisch gleich Null, wenn alle Parameter #, ,...q,
gleichzeitig verschwinden. Dieser Fall sei im folgenden ausgeschlossen.
Setzt man

10— (a® ... af,‘{")k2<ii> (’Zm) bP(2) P ()P g
,8 m

so besteht die Funktionalgleichung

F(z|t) = F(Q%21™).
Die Funktion F(z|¢) bleibt also ungeiindert, wenn z in Q"z und gleich-
zeitig 1y, .. .q, 1D to(,’f),,_am iibergeht.

Fiir keinen Wert von % sind die transformierten Parameter t;’f>,,.am
alle gleich Null. Denn ist #, .. 4, von Null verschieden und so gewihlt,
daB es keinen nichtverschwindenden Parameter tz . g, mit

/312“1’ 16220%’ tr ﬂmg“m
gibt, so ist auch
tay = (@ .. @)ty 0+ 0.

20. Sei z ein verianderlicher Punkt, 3 ein fester im Innern von uj

unter 1 ist dabei die Teilmenge von I zu verstehen, fiir deren Punkte

keine der Gleichungen
=1,2,...,
bE(Q%2) =0 (" m)

k=0,1,2,...
36*
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erfiillt ist, wo by (z) den Nenner der rationalen Funktion b, (z) bezeichnet.
Seien ferner i, . ., verinderliche und ft, . ,, feste Parameterwerte, die
nicht alle gleichzeitig verschwinden.

Definition. Wenn ein Polynom
A(z{1)
in den 2, und den #,, . . 4, von einem k£ ab der Gleichung
A(kagt(k))zo
geniigt, so heille es dquivalent Null gemif (3t):
A(zit) ~0(3]t).
Gibt es dagegen beliebig grole Werte von k, fiir die die vorige Gleichung
nicht erfiillt ist, so heile es nichtdquivalent Null gemall (3]t):
A(z]1) +0(3/1).
21. Der Begriff der Aquivalenz geniigt folgenden einfachen Regeln:
a) Wenn
A1) ~0(310) wnd  B(z]t)~0(3]1)
ist, so 1st auch '
A(z[t)+B(z]t) ~0(3]t).
b) Wenn
A=)~ 0(308)
ist und B (z|t) ein beliebiges Polynom bedeutet, so ist auch
A(z[1) B(2[1) ~ 0(3/1)-
Der Beweis fiir beide Eigenschaften ergibt sich unmittelbar aus der vorigen
Definition.

22. Das Polynom A(z|¢) sei dquivalent Null gemall (3|t), also von

einem k ab:
A(Qkf, E t(Ic)) =0.

Setzt man fir die t;’f)_,,a thren Wert

m

th = (af ... a,ﬁ"’)";(ﬁ) <£:> <

> {f1<6) - affl(ka)}ﬁlvaJ b {fm(é) - a"lf'ffm(ka)}ﬂMiamtﬂl-~-Igm

als Funktion von k ein, so geht der Ausdruck

A(Q%51tY)

itber In eine Summe

A(QF !t(’"):g’A"A (fu(QF (QE2yIQF
31 = 2AA(fy 3) - fm(R73) [ QR73).
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Aranszendental-transzendente runktionen.

Dabei sind
Al,Ag,...,Aﬂ[, A,>O (T::1,2,...,M)
lauter positive voneinander verschiedene Zahlen, die sich als Produkte der

Zahlen
a,08,,...,Q

m

darstellen lassen, und
A (wy, wy, ..., w, |2) (v=1,2,..., M)

ebenso viele Polynome in den z, und w,, w,, ..., w,,; ihre Koeffizienten
hingen noch von den Konstanten 3, und t, . ., ab, nicht aber von k.
Nach Satz 2 kann nur dann von einem k ab

M

S ALA((Q ), - £,(Q52) [ Q1) = 0

=1
sein, wenn identisch in den z,

A(fi(2), .. [, (2)]2)=0 (r=1,2,.... M)
ist. Nun sind die Funktionen f,(z), ..., f,,(2) nach Annahme algebraisch
unabhiingig in bezug auf den Kérper der rationalen Funktionen in den z,.
Also verschwindet jedes der M Polynome

A(w,...w,, 2) (r=1,2,..., M)
identisch in den 2z, und w,,.
Hieraus folgt weiter, daB fiir jede nichtnegative ganze rationale Zahl &
auch das Polynom

gAfAt<w1o.wm}Z)EA(z{T(k));
=1
I oy o\ kb ﬂl lgm
Ta(JL?..(Zm: (a1 v Ay ! ; <a1> <‘¥m> >

< {h(3) — afw,} 7 fa(3) — amwa} ™ s,

identisch verschwindet, folglich ebenso das Polynom

A(Z ‘ x(lc))’
wo
Tan = ()" () o ()l ™l b

gesetzt ist. Umgekehrt ist
A(z[t) ~0(3]1),
wenn fiir jedes k£ in den z, und w,
A(z|TP) =0
ist; die beiden Beziehungen sind somit gleichwertig.

23. Das Polynom 4 (2| T™) hiingt wohl von t,, .

., und & ab, aber
nicht mehr von 3, ; es gilt also:
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c) Wenn
A(z[t) ~ 0(3]t)
ist, wenn ferner 3* einen beliebigen anderen Punkt in 1 bedeutet, so
st auch
A(z|t) ~0(3*[1).

Der Begriff der Aquivalenz ist also von den Zahlen 3, unabhingig, so

daf im folgenden einfach
A(z|t) ~0(t) bzw. A(z|t)+(t)
geschrieben werden darf.

Damit das Polynom A (z|¢) édquivalent Null ist, braucht es nur
scheinbar unendlich vielen Bedingungen zu geniigen. Wenn man némlich
in A(z[i(k)) den obigen Wert fiir (ny)mam einsetzt, so geht das Polynom
iiber in

M’k
Az T®) = INFA (w0, ... wal|2).

=1
Dabei sind
Al>0 (1->1,2,...,M')

M’ verschiedene positive Zahlen, die sich als Produkte der Zahlen

Ay Ayy ooy Gy

darstellen lassen,

Al(w, ... w,|2) (v=1,2,..., M
ebenso viele Polynome in 2, w,, w,, ..., w,,, deren Koeffizienten von t, _,,
aber weder von k& noch von den Zahlen 3, abhingen. Damit die rechte
Seite fiir jede geniigend groBe natiirliche Zahl k identisch verschwindet,
miissen also die simtlichen M’ Polynome

Al(w, ... w,,|2) (r=1,2,..., M)
identisch verschwinden, womit die gesuchten endlich vielen Bedingungen
bestimmt sind.

Aus diesem Kriterium folgt insbesondere:
d) Wenn das Polynom A(z|t) die abbrechend¢ Potenzrerhe
A(z|t) = )Oj' ﬁ Ahlmhn(t)zfl...z,’f"
P=0  hp=0
hat, so ist dann und nur dann
A(z]|t) ~0(t),

wenn die Aquivalenzen
Ap . on, (2) ~0 (L), (hy...h,=0,1,...)

bestehen.

24, Hilfssatz. Seien
A >0 (r=1,2,..., M)
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M verschiedene positive Zahlen und
M M
L= YA4,, L'=YA'B
=1 =1

zwei lineare Formen in ihren k-ten Potenzen. Wenn fiir jede geniigend

groBe natiirliche Zahl % eine der beiden Formen L; und L; verschwindet,

so verschwindet auch fiir jedes geniigend grofe £ entweder L; oder L; allein.
Zum Beweis seien N positive Zahlen

A, A, .., Ay A =0

o

eingefiihrt, zwischen denen keine Gleichung

AVAY LAY —1

mit ganzen rationalen Exponenten besteht, die nicht alle gleichzeitig ver-
schwinden; in ihnen moge

N
A — J] AF° (t=1,2,..., M)

o=1
sein und die Matrix (I_,) habe ganze rationale Elemente. Offenbar ist N < M.
Durch diese Umformung wird
~—h =Tk k o~k —f* k
Le— (A AT LR AR 1= (AT A L (AL LA
dabei sind die f nichtnegative ganze rationale Zahlen und
L(Uy...Uy), L*(U;...Uy)
zwei Polynome in Uy, Us, ..., Uy. Das Produktpolynom
L(U,...Uy) L*(U;...Uy)

besitze genau L Koeffizienten; die L homogenen linearen Gleichungen

LAF™ AT LA L AT =0 (x=1,2,..., L)

fiir diese Koeffizienten, die bestehen, wenn k geniigend groB ist, haben
eine von Null verschiedene Determinante und folglich mul} das Produkt-
polynom identisch verschwinden. Nach einem bekannten Satz aus der
Algebra ist das nur dann moglich, wenn mindestens eins der Polynome

L(U,...Uy), L*(U,...Uy)
identisch verschwindet; daraus ergibt sich die Behauptung.
25. Seien A(z|t) und B(z|t) zwei Polynome; die beiden Ausdriicke
A(z(T®),  B(z|TV)

mogen ausgerechnet gleich

M
A2 TP) = SAF A (wr...w,2), B(z|TP) = 2 AFB, (wy...wn|2)
7=1

=1
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sein. Dabei sind
A >0, (r=1,2,..., M)
endlichviele verschiedene positive Zahlen und
A
oy 1) (t=1,2,..., M)
B (w,...w,|2)
je ebenso viele Polynome in den z,, w,, w,, ..., w,,. Wenn weder die Polynome
A(w,...w,|2z) (r=1,2,.., M),
noch die Polynome
B, (w,...w,|z) (r=1,2,..., M)
alle gleichzeitig identisch verschwinden, so gibt es ein spezielles Wertsystem
fiir die Verdnderlichen, so dall mindestens je eins der Polynome in beiden
Folgen ungleich Null ist. Die beiden Ausdriicke

I Mo
g’lATAl(wl...wm\z), iEI’ATBl(wl...wm\z)

verschwinden also nicht fiir alle groflen k£ in diesem Punkt, nach dem
vorigen Hilfssatz auch nicht das Produkt
hg

3 T Ak
SAA (w,...w, 2) NA'B (w,...w, 2).
=1 =1
Nach 23. folgt daher:

e) Wenn die beiden Polynome

Azlt), Bzl
den Nichtiquivalenzen

A(z/t) +0(t), B(z[t)+0(t)
gentigen, so besteht die weitere Nichidquivalenz
A(z|t)B(z|t) + 0(t). %)

26. Um den Begrift der Aquivalenz auf Potenzreihen auszudehnen,
werde nicht die Definition, die fiir Polynome angegeben wurde, einfach
iibertragen, sondern von der fritheren Eigenschaft d ausgegangen:

Definition. Die Potenzreihe

Azl = 3. S Ay, g (D)2l 2l

B=0 hy=0 _
konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes; ihre Koeffizienten seien
Polynome in den ¢, . ., von beschrinktem Grade. Wenn fiir ein System

43y Anmerkung bei der Korrektur. Der Hilfssatz e) und damit der Haupt-
satz bleibt bestehen, wenn die Zahlen @, nicht notwendig mehr reell sind, dafiir aber
angenommen wird, daB QF die gleichen Eigenschaften 1. hat, wie £ selbst, wenn k
alle natiirlichen Zahlen durchlguft. In den interessantesten Fallen n=1 und n=2
ist diese Annahme immer erfillt.
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von festen Parameterwerten t, ., alle Aquivalenzen
An. 0, ()~0(t)  (hy .. h,=0,1,2,..)
erfiillt sind, so heile A(z|¢) dquivalent Null gemdl (t):
Az t)~0(t);
ist dagegen auch nur eine dieser Aquivalenzen nicht erfiillt, so heille 4 (z|t)
nichtiaquivalent Null gemafl (t):
A(z[t) +0(1).
Der neue Aquivalenzbegriff ist fiir Polynome vollstindig mit dem

friiheren gleichwertig, wie aus c¢) und d) folgt. Bedeutet ferner 3 einen
Punkt im Innern von u, so folgt aus

A(z|t)~0(1t),
daf} fiir alle geniigend groflen k

A(Q43/t®) =0
ist; die Umkehrung braucht aber nicht zu gelten. Die Eigenschaften a) und b)
bleiben unveréndert bestehen.

27. Der neue Aquivalenzbegriff besitzt weiter die Eigenschaft e). Zum
Beweis dieser Tatsache wird ein weitergehendes KErgebnis gezeigt.

Definition. Die kleinste Zahl A, fiir die die Potenzreihe
A(z it>_2 ZAhl..hn(t)fﬁ- z,};"

hp=0

Ay, (1) #0(1)
hy+hy+ ...+ h,=h

hat, heie ihr Index. Der Index ist dann und nur dann endlich, wenn die
Reihe nichtédquivalent Null ist.
Sei & der endliche Index der Reihe

A(z|t) = Z ZAh]...hn(t) 2

hy=0

einen Koeffizienten

mit

und A% der endliche Index der Reihe
B(z[t) = j ZO? By, ()2 2t

. By =0 hp=0
Sei ferner
3 n
|t)— ZAhl...hn(t)zl’...zn”
n=0  mzo0
hi+ ... +hy=h
und

Bh*(z\t) ——h% hé’OBhl-uhn<t)z1]‘"zfiln
AT e
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gesetzt; beide Polynome sind nicht #quivalent Null, also auch nicht ihr

Produkt
4, (z[t) By (2[1).

Dieses Produkt enthilt die sémtlichen Summanden der Exponentensumme
h - h* von
A(z|t)B(zlt) = ... 3 O p(t) 2l 2
h

1==0 hn=0

und offenbar kann diese Potenzreihe keine Glieder mit kleinerer Exponenten-
summe haben, die nicht dquivalent Null sind. Damit ist fiir endliche
Indizes folgendes Ergebnis bewiesen, das trivial ist, wenn mindestens einer
der Indizes unendlich grof} ist:

f) Der Index eines Produktes von Potenzrethen ist gleich der Summe
der Indizes der Faktoren.

IV.

28. Von jetzt ab bedeute K(s) einen algebraischen Zahlkérper vom
Grad K mit der erzeugenden Zahl s. Wir nehmen an, dafl in ihm gleich-
zeitig alle folgenden Zahlen liegen:

i: Die Zahlen 3, und t,, . .a,.
ii: Die Zahlen a, und die Koeffizienten der rationalen Funktionen b,(z).
iii: Die Koeffizienten der Potenzreihen der Funktionen £, (z).

Ist A(z[t) ein beliebiges Polynom mit Koeffizienten aus K(s), so
haben auch die Zahlen

A >0 (r=1,2,..., M)
und die Koeffizienten der Polynome
A (w,...w, z) (r=1,2,..., M)

in der Entwicklung
M
A(z/TV) = JALA (w,...w, 2)
=1

Zahlwerte aus diesem Zahlkorper.

29. Es bedeute p eine nichtnegative ganze rationale Zahl und A(p)
die Menge aller Polynome A(¢) mit Koeffizienten aus K(s), die in sdmt-
lichen Verdnderlichen #,, . ,, hochstens vom Grad p sind. Offenbar ist die
Anzahl der Koeffizienten gleich

(p+1)" =P(p);
dabei ist n die Zahl der auftretenden Parameter f,  ,,. Die Menge 4(p)
bildet gegeniiber der Addition eine Abelsche Gruppe iiber K(s), die eine
Basis aus genau P(p) Elementen besitzt.
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Sei 4,(p) die Teilmenge der Polynome A(t) aus A(p), die der Aqui-

valenz
A(t)~0(t)
geniigen. Diese Polynome sind dadurch ausgezeichnet, daB zwischen ihren
Koeffizienten endlich viele homogene lineare Gleichungen bestehen. Von diesen
moge es etwa Py (p) linear unabhéngige geben. Die Zahl P,(p) hingt auler
vom Korper K(s) nur noch von den Zahlen t, .. ., und von p ab; sie
geniigt den Ungleichungen
1< By(p) < P(p)-

Nach {frither bilden die Elemente von A, (p) gleichfalls eine Abelsche
Gruppe iiber K(s) gegeniiber der Addition. Dieselbe besitzt eine endliche
Basis aus genau P, (p) = P(p) — P,(p) Elementen, falls diese Zahl positiv
ist; andernfalls enthdlt 4,(p) iiberhaupt nur das Element Null.

Seien A4 (¢) und B (t) zwei beliebige Polynome aus A(p); je nach-
dem ob

m

A(t)—B(t) ~0(t)
oder
A(t)— B(t)+0(t),
seien beide einander dquivalent oder nichtiquivalent genannt:

A(t) ~ B(t)(t) bzw. A(t)+~ B(t)(t).

Es bedeute A, (p) ein vollstindiges Reprasentantensystem aller unter-
einander nicht #quivalenten Polynome A(¢) aus A(p). Offenbar bilden
die Elemente von A, (p) eine Abelsche Gruppe gegeniiber der Addition,
wenn einander dquivalente Polynome als nicht verschieden betrachtet wer-
den; diese Gruppe ist gerade die Faktorgruppe von A,(p) in bezug auf
A(p). Auch A, (p) besitzt eine endliche Basis, und zwar aus genau
P,(p) Elementen. Das allgemeine Glied von A,(p) hat die Gestalt

P, (p)
951 q,€,(t).
Dabei sind
95 95 -5 9pyiy)

beliebige Parameterwerte aus K (s) und

Qi(1), Q:(1), ..., @p,ip(t)

ebenso viele Polynome aus 4, (p); zwischen denselben besteht keine homo-
gene lineare Aquivalenz
Py

?)
| qng(t) ~ 0(t),

o=
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in der die Zahlen ¢’ in K (s) liegen und nicht alle verschwinden. Hieraus
folgt noch, daB das’ allgemeine Element von A(p) sich in der Gestalt
P, (p)
Z 7,Q,(1) + @ (1)
schreiben 1aft, wobei @ (1) 1rgendem Polynom aus 4,(p) bedeutet.
30. Die Zahl P,(p) geniigt fiir p >1 der Ungleichung

Py(2p) <2"Py(p).
Denn offenbar laf3t sich jedes Polynom aus 4(2p) in der Gestalt

z (]Z (o) (1)

schreiben. Dabei durchlaufen in dem Produkt
)
Gy een Oy
I
o
iiber die 1 Parameter #, .. o, die Exponentensysteme

(Tor. o) (x=1,2,...,2")

alle 2" moglichen Fille, da ihre Glieder einzeln Null oder Eins sind.
Ferner sind die A (¢) einzeln gleich beliebigen voneinander unabhiingigen
Polynomen aus A(p). Damit eins dieser Pelynome dquivalent Null ist,
sind P,(p) unabhingige homogene lineare Gleichungen fiir die Koeffizienten
zu erfiillen. Damit sie alle iquivalent Null sind, geniigt es also, gerade

21[ Po(p)

unabhingige homogene lineare Gleichungen fiir simtliche Koeffizienten zu

erfilllen. Alsdann ist aber gewill auch die Summe
olt

Z(I]t ) 4,00

dquivalent Null, und daraus folgt unmittelbar die obige Ungleichung.
31. Die Koeffizienten der Potenzreihe

F(zit) Zztalu-“mf‘l(z)al" f ( )a'ﬂ_ 2/1 gophlhn(t) Z:{L . z:ﬂ

sind Linearformen in den f,, . ,,. Der Index % ist endlich, denn fiir keine
Zahl k ist die Funktion F(z[t®) identisch in den z, gleich Null. Ent-
sprechend sind die Koeffizienten in der Potenzreihe

F(z]t)' = Z Z’ () a

Formen der Dimension [ in den Para.metern ta,...a,; die Reihe hat den
genauen Index Al.
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Sei p eine grofe natiirliche Zahl und seien
v »
A2ty =X ... DA (0
k=0 hn=0
p +1 Polynome, die in bezug auf die Verinderlichen z, und die Para-
meter iy, . o, einzeln vom Grad p sind. Insgesamt treten also

(p 41"+t

AL () (U by oeos by = 0,1, ..., p)
auf. Dieselben seien siamtlich in A4, (p) gelegen, sind also durch zusammen

(p +1)"""Py(p)

unabhingige Parameter mit Werten aus K (s) bestimmt. Sind dieselben
etwa gleich

Polynome

q(@,l) Z,kl,...,hn::(),l,“"p ’
hy ... ln Q:LZ,,PO(p)
80 1ist
4" t Q(p (@0 L W — 01
B ong(F) = th 1@, (1) (T hyyeeisby=0,1,...,p).

In der Entwicklung

B = S 4,100~ 3 S B (2o

hy=0 fin=0

sind die Koeffizienten
Ey, . 1,(2) (hyy ooy h,=0,1,2,...)

Polynome aus der Menge A4(2p); sie hiingen von den Zahlen
%400

homogen und linear ab. Damit irgendeiner der Koeffizienten %, . ,, dqui-
valent Null ist, sind von den Zahlen ¢{@? = hochstens F,(2p) homogene

lineare Gleichungen zu erfiillen. Damit E(z|¢) vom Index
H>cp'tw
ist, wo ¢ eine positive Zahl bedeutet, sind also hochstens

(ep" " +1)"Py(2p) < 2" 6" (p +1)""' P, (p)

homogene lineare Gleichungen von den

(p-+1)""*P,(p)
Zahlen
gleh (Z’ kv---: kn=0,1,...,p>
hyoo.hn Q:l, 2,.--, P0<p>
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zu erfiillen. Nach bekannten Sitzen iiber homogene lineare Gleichungen
ist das stets moglich, ohne daf die Zahlen q,‘lfl) n, lle gleichzeitig ver-
schwinden, wenn

(p+1)"" Py(p) =" 2" (p+ 1) By (p)
oder

Damit ist gezeigt, daB es p -1 Polynome
Ay (z]8), A(zlt), ..., A (z1)
mit Zahlkoeffizienten K (s) gibt, die nicht alle dquivalent Null sind und

in simtlichen Verinderlichen z, und f,, .., hochstens den Grad p haben,
so daB die Potenzreihe

V4 o) o
E(z|t) =Z:2;Al(z | t)F(z[t)lz > '--héthl-.-hn(t)zfl--- 2l

1=0
vom Index

g gyt
ist.
32. Da die Polynome
Al(z!t) (lzo’l}"w ?))

nicht alle dquivalent Null sind, so gibt es ein erstes von ihnen, das nicht-
dquivalent Null ist. Sei etwa

A(z|t) ~0(t) fir A=0,1,...,r—1; A(z]t)+0(1).
Die Zahl r hiéingt dabei noch von p ab und geniigt der Ungleichung

Man setze
W)= A, (2]t)  (1=0,1L..,p—1),

und

G(zlt)= S (2| 8) F(z]t)' = 3. 3G n(0) 220
=0 hy=0 hp=0

Der Index von E(z|t) ist gleich H, also wegen
E(z|t) — F(z|t)"C(2|t) ~ 0(t)
auch der Index von

F(z|t)"€(z]t).
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Sei ferner §) der Index von ©(z!¢) und % der Index von F(z|t); letztere
Zahl ist nach 31. endlich. Nach der {rither bewiesenen Higenschaft des
Index besteht die Gleichung

H—=9+rh,
also erst recht die Ungleichung

n 1
—2— o 14

S=H—hp=2 "p "“—hp

und fiir geniigend grofles p die weitere Ungleichung

Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 3. Zu jeder yeniigend grofen natiirlichen Zahl p gibt es p +1
Polynome
Ay(z21), Ay (2]0), -.or Wy (2]1)
mit folgenden Eigenschaften:
a) Die Polynome sind in den z, und iy, ...aq, hochstens vom Grad p.
b) Ihre Koeffizienten sind Zahlen aus dem Korper K (s).

c) Es ist
Ay (2]2) +0(1).
d) Die Potenzrethe

@(z}t):é%{l(zu)ﬁ*(z;t)l:hi... wo@,,,,,,h"(z)z;...z,’:"

=0 k=

vst vom Index

33. Das Polynom ¥, (z|T™), wo nach frither

(k) o amy\ k ﬂ ﬂm Bi—a Bm—om
Loy oo = (A" .. ") %’(a‘) (am>w1 RPN 774 t, .. b

ist, 1iBt sich in folgender Gestalt darstellen:

M
QIO(Z{S(")) =AU (w; ... w,|2).
=1
Dabei sind
A >0 (r=1,2,..., M)

M verschiedene Zahlen aus K (s), die sich als Produkte der a, darstellen

lassen, und
A(w,...w,,]|2) (v=1,2,..., M)
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ebenso viele Polynome in den z, und w,, w,, ..., w,,; ihre Koeffizienten
liegen in K (s) und héngen noch von p, nicht aber von % ab. Offenbar
sind diese Polynome in den z, einzeln hochstens vom Grad p; in den
Verinderlichen w, dagegen sind sie hochstens vom Grad «,p; dabei ist
«, eine natiirliche Zahl, die weder von p noch von k abhiingt und gleich
n-mal der grofiten auftretenden Indexsumme o, ... - «, von ty . o, ge-
wahlt werden darf.
Offenbar ist

M
Ay (%311 7) = IAFU (57 (3), .-, b (3) | Q2°3)s
=1

es gibt eine unendliche Folge natiirlicher Zahlen £, fiir die
_ A(Q*3t™) +0
1st.
34. Es gibt eine erzeugende gebrochene Zahl s in K(s), so daB
gleichzeitig
a) die Zahlen 3, ,
b) die Zahlen @, und die Koeffizienten der Polynome by (z), b, " (z),

c¢) die Zahlen A, und die Koeffizienten der Polynome U (w,...w,,|2)
von der Gestalt

mit ganzen rationalen Zahlen o, sind. Dabei bedeutet b, (z) den Nenner,
bf*(z) den Zahler der rationalen Funktion bH (2).

Zur Abkiirzung sei folgende Schreibweise eingefiithrt: Sind

O(w,...w, |z ...2,]8), W(w...w,|z...2,|8)

m

zwel Polynome in w,, w,, ..., w,,,
ganze rationale und das zweite nichtnegative Koeffizienten hat, und wenn
der absolute Betrag eines Koeffizienten des ersten Polynoms hdochstens

gleich dem entsprechenden Koeffizienten des zweiten ist, so werde

2y, 295 ..., 2, und s, von denen das erste

& (w]2]5) < ¥(w|2]s)
gesetzt und W (w|z|s) eine Majorante des ersten genannt.

Offenbar gilt folgender Satz:
Ist
O (wiz|s)<V, (w]z]s) (z=1,2,...,9),
so ist auch

30, (u0]z]5) < S ¥, (wlz]s), 110, wlzls) < [V, (w]z]s)
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Nach den Annahmen zu Anfang dieses Paragraphen ergibt sich leicht
das Bestehen von Majoranten folgender Art:

L E(L+Hs)K (e=1,2, ..., m),
a <17(1—J—3)K (n=1,2,...,m),
A<L(1+s)k (v=1,2,..., M),
bE(2) 221+ 8" [T(142,)" (u=1,2,....m),
(1) < H(148)k £}1(1+z) (1=1,2,...,m),

Wy 10, [ L Z (40 () [[(12) (11,2, 1),
Dabei ist der Exponent b eine feste natiirliche Zahl und es sind
&n, =, H
feste positive Zahlen, die von p und % nicht abhingen, ¢ und Z feste
positive Zahlen, die von p, aber nicht von % abhingen.
35. Die rationalen Funktionen bff” ) (z) haben den Wert

k-1
b‘,(tk)(z) = Z,’a‘l’f b, (th)
7=0
oder
b#*(k)(z)

B (z)

* 2 (z)
wenn

bE (2) = 1BI(R"2),
h=0
k—1
bt () — Manb) (2) ... b (M) b (M) bF (7 e . by (5 12)
h=0

gesetzt wird. Mit einer positiven Konstanten ¢, >1, die von p und &
nicht abhéngt, ist ferner?)

T2y < [T (14 2ol (2 — Q¥2).
oa=1

=1

Also gelangen wir fiir die beiden letzten Polynome zu folgenden Majoranten:

b (2) L 251+ o) K IT (1 420",
a=1 (,u:l,2,...,m).
bW (2) € (L ) (2 L H)P(1 ) BF- ”KJI( +2a)"

Dabei bedeutet e, die Zahl

k-1

= 3c,f].

(=]

%) Zu den folgenden Abschitzungen vergleiche auch loc. cit. 1), S. 354,
Mathematische Zeitschrift. 32. 37
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36. Auch das Produkt

AP (2) = Ifbu V(2P A (07 (2), . b (2)] Q7 2)

ll/'

ist ein Polynom in den z, und in s; es hat ferner ganze rationale
Koeffizienten. Die Majoranten in 34. und 35. fithren zu folgender Majorante
fiir dasselbe:

Q[il( )<Z((1 n)(_+H))ma,pk(1+8)K+Kot ymp (2k— 1)><
k)

XI[(1+za>baOMpelc+(clﬁl

=1

14

SchlieBlich werde auch noch von der Darstellung der 3, durch die Zahl s
Gebrauch gemacht; dann ergeben sich folgende Formeln:

id % P —mo,pk MR D e Kmo,pk+ Kmna,pe
LT () 2 (L (L ) R T,
(

()L Z (L) (4 H))" P (1 )P meres et

K+ K 2k—1)+ Koa,mnpes+ K k
(1-{—8) + Ko,mp( )+ oc‘,mnpe/ﬁ-Kn[clel]p’

vA QIM(6><MZC <(1+n> (_+H>)ma0pk(1 +§)baomnpe/+n[cg] S

(1+S)K+Kaump(‘)k 1)+Ko:omnpe/+Kn[clg ]p+KL

Damit ist bewiesen, dall es vier positive Zahlen c¢,, ¢;, ¢,, ¢; gibt, die von
p und k nicht abhiingen, so daB fiir p > p, und k >k, (p)

k)

IO Gy e () (= 12 m)

und
]]bu 35T, (5] 1) e U (1L )P (u=1,2, .., m)
/L.—
ist. Nach 20. verschwinden die Zahlen
k=0,1,2,...
*(k) bl b bl b
b (3) (,uzl,?,...,m)’

alle nicht, da der Punkt 3 in der Punktmenge u liegt. Nach Satz 3 ist
ferner

Ay (2]1) +0(t);
es gibt also eine unendliche Folge von natiirlichen Zahlen k, fiir die auch

2, (255 1%)
und folglich
107 ()24, (231 1)

u
nicht verschwindet.
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37. Wenn eine Zahl aus K (s) die Majorante
0
oLw }s”
x=0
besitzt, so ist sie absolut hochstens gleich
< 0
ol <o Ys]"<w(1+]s])".
7=0

Wenn dieselbe Zahl ferner von Null verschieden ist, so gestattet ihr absoluter
Betrag folgende Abschitzung nach unten®):
1 1

ol 2 o —

B I (1+1/])°
f=2
Dabei bedeuten
8 =8,8,, ..., 8%

die K zu s konjugierten Zahlen, und S den Nenner dieser Zahlen.
Aus den Majoranten zu Ende des vorigen Paragraphen folgt also, daf

und

B ()7 (53 V) Z e

ist, wenn p geniigend grof ist und % bei der ersten Ungleichung oberhalb
einer von p abhiingigen Schranke liegt, bei der zweiten eine von p ab-
hiingige umnendliche Folge durchlduft. ¢, und ¢, bedeuten dabei zwei
positive Zahlen, die von p und % nicht abhingen.

Mittels dieser beiden Abschitzungen gelangt man zur

1. Ungleichung. Ist p eine geniigend grofle natiirliche Zahl, durch-
lduft ferner die natiirliche Zahl k eine gewisse von p abhiingige unendliche
Zahlfolge, so besteht die Ungleichung

U (4347 ] = et

mit einer positiven Zahl ¢y, die von p und % nicht abhiingt.
38. In der Potenzreihe

G(z]t)=X...

hy=0 hp=

sind nach Satz 3 alle Koeffizienten €, ;, (¢) mit

0

O@h, oih (t)zlh’ sz

n 1

by +hy o b, <2y

%) Siehe loc. cit. 1), S. 359.
37*
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dquivalent Null. Die sdmtlichen Koeffizienten €, . ;,(¢) sind Polynome
in den Zahlen #,, . ., und in jeder davon hochstens vom Grad 2p. Es ist

i 3] () -

o

< (A@GR) — af A5 ™ (fu () — ab i (53 b

Die Zahlen £, (3) sind alle endlich; denn fiir geniigend grofles k existiert
die endliche Zahl f, (Q%3) und in der Gleichung

fi(3) = @i fu(Q"3) +0.(3)
ist b (3) gleichfalls endlich, da 3 in u liegt. Mit wachsendem k strebt der
Funktionswert 7, (Q¥3) gegen eine endliche Zahl. Daher gibt es eine positive
Konstante ¢,, die von p und & nicht abhingt, so dal} von einem k ab

(k) cok
) ltalw-amlgee
1st.
Sei

n

C
ol
H= "1,
a—1 1

gesetzt und H, der kleinste Wert von H, fiir den ein Polynom €, . ;, (1)

nichtiquivalent Null ist. Offenbar ist
1

14—

Hy=cop
und zwar hingt die positive Zahl ¢,, nicht von p und % ab. Alle Polynome
G, (¢) mit H < H, befriedigen fiir geniigend groBes %k die Gleichung

@fhl voihn (t(k)) = 0'
39. Da die Potenzreihe

(z l t) = \1 2 Ghl s (t) 21 ' ° 7}:"

1—0 hp=0
in geniigender Nihe des Nullpunktes konvergiert, so gibt es n -1 positive
Zahlen

R,,R,,...,. R,
die von p, aber nicht von %k abhingen, so dal die Koeffizienten des
Polynoms €y, .. 5, (¢) alle absolut kleiner als

RoRM™ ... R
sind und folglich
|Gyt (0| S Ro R ... Ry e 7"

ist, mit einer von p und k£ unabhingigen positiven Zahl ¢,,. Wenn £k
geniigend grof} ist, so ist ferner

qu)hl...5;Zc>h,,|§e%HAoef (3% = Q"3);
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A, bedeutet die negative Zahl
ANp=R <ﬁ§1’ ¢, ,log g,ﬂ> < 0.

Aus den letzten Formeln folgt die weitere Ungleichung

3 \ ' .,],ACLAO k Iy l?’i} Aoﬁk\h"
16 (94519 < Byt X (py et [ ex i vet)”
HZH,
Die Summe Y ist bis auf endlich viele fehlenden Glieder das Produkt

HZH,
von n geomet—rischen Reihen; fiir groles k£ spielen die Glieder mit moglichst
kleinem H-Wert die Hauptrolle. Durch Verschlechtern der Abschitzung
folgt, dall von einem k ab
'i S (Qk8 [ t(k)) 1 é ecllpk+%A°Q]{
ist, und hieraus folgt die

2. Ungleichung: Ist p eine geniigend grofle natiirliche Zahl, und liegt

die natiirliche Zahl k& oberhalb einer von p abhingigen Schranke, so ist
1 .

n k

1
;@(Qk(’);t(k)fée—cm?} e

mit einer positiven Zahl ¢,,, die von p und k£ nicht abhingt.

40. Es kann jetzt der Hauptsatz dieser Arbeit bewiesen werden.
Die Funktion f,(z) unterscheidet sich von der konvergenten Reihe

Nalb, (Q"z)
h=0

hochstens um eine additive Konstante; dieselbe ist eine algebraische Zahl,
da die zugehorige Potenzreihe algebraische Koeffizienten hat. Folglich sind
die Koeffizienten der zugehoérigen Potenzreihe sogar in einem endlichen
algebraischen Zahlkorper gelegen, und es gibt hierzu als Oberkorper einen
endlichen algebraischen Zahlkérper, in dem aullerdem die Zahlen a,,
die Zahlen 3, und die Koeffizienten f, ..., in der zu widerlegenden
(leichung

F31t) = Dtaann (3 £ (3)™ =0
liegen. Wegen

F(3t)=F(Q"[t™)

ist also

€ (Q 5[ t") = Ay (2%t
und nach der ersten und zweiten Ungleichung:

o .
—C12P 14 —CsP O
e 1> L
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wenn p geniigend grof ist und k£ eine von p abhingige Folge durchlduft.

R

Das ist aber gewil bereits fiir p > <§,>" ausgeschlossen, so dafl die Be-
12

hauptung des Hauptsatzes dieser Arbeit damit bewiesen ist.

VI

41. Der Hauptsatz dieser Arbeit lafit sich unmittelbar auf die Funk-
tionen anwenden, die im Kapitel 2 untersucht wurden. Ein Fall sei hier-
von besonders genannt.

Nach frither ist die Funktion

o [ hy)

F(2) = flam) = 3 Xalar,

wo o eine positive reellquadratische Irrationalzahl bedeutet, transzendental-
transzendent. Sie geniigt der Funktionalgleichung

f(z) = f(Qz) +0b(z).
Eine genauere Untersuchung zeigt, dal der Nenner der rationalen Funktion
b(z) und also auch der der abgeleiteten Funktionen &, (z) allein die
Faktoren
2lugin —1 (p=0,1,..,v41)
besitzt, so dal die Punktmenge u durch die Ungleichungen

340, 5+0, R(logs+ wlogs,)<0, a*ak 41 (1=0,1,2,..)

bestimmt ist; dabei bedeuten p, und g, die simtlichen Niherungsnenner
und -zéhler der Zahl w 7). Die Voraussetzungen des Hauptsatzes sind alle
erfiillt; es ergibt sich daher:

wDer Punkt 3 besitze algebraische Koordinaten 3, und ser tn u ge-
legen. Dann sind beliebig endlich viele Zahlen aus der Menge

DDy f(z) (L, l,=0,1,2,..)
oder auch der Menge
ohTf(z) | (1, 1,=0,1,2,...)

67:1!’ 'dzé2 15

algebraisch unabhdingig in bezug auf den Korper der algebraischen Zahlen.“

Es besteht also eine arithmetische Eigenschaft der Funktion f(z),

die vollkommen der funktionentheoretischen Transzendental-Transzendenz
analog ist.

42. Die zuletzt bewiesene arithmetische Eigenschaft der Funktion f(z)
gestattet eine funktionentheoretische Folgerung.

) Siehe loc. cit. ), S. 363.
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Der Punkt (3, 1) liegt in der Punktmenge u, sobald
0< 3 <1
ist. Wenn alsdann die Zahl 3 algebraisch ist, so sind speziell beliebig end-
lich viele aus der Reihe der Zahlen

14 |
are) (1=0,1,2,...)
I

algebraisch unabhingig in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen.
Sei zur Abkiirzung

!
() =fz)= Swhle"  ¢P =10
gesetzt: dann gilt folgender

Satz: ,,Die Funkiion qo(z) 18t transzendental-transzendent.«
Denn im entgegengesetzten Fall géibe es ein Polynom

F(wy, w,, ..., w, 2)==0,
Fle@, @' (2), 0™ P (2)]2)=0

ist. Dieses Polynom besitze genau n Koeffizienten; dieselben sind nicht
alle Null. Werden fiir die Funktionen ¢ (3) ihre Potenzreihen eingesetat
und alsdann die Taylorkoeffizienten der entstehenden Entwicklung gleich
Null gemacht, so ergeben sich fiir die Koeffizienten von & (w, ... w, |2)
unendlich viele homogene lineare Gleichungen mit algebraischen Zahlkoeffi-
zienten. Von diesen Gleichungen sind hochstens 1 —1 linear unabhingig.
Also diirfen die Koeffizienten von & (w;,...w,,|2) sogar als algebraische
Zahlen angenommen werden. Da es gewill eine algebraische Zahl 3 mit

so daB etwa

0<l3<1
gibt, so dall ¥ (w,...w,, |3) nicht identisch verschwindet, so besteht als-
dann die nichttriviale Zahlgleichung
S 0™ P (3)5)=0.

Das widerspricht aber der algebraischen Unabhiingigkeit der Zahlen ¢ (3).

43. Anstatt auf weitere Anwendungen des Hauptsatzes einzugehen,
mége noch ein Zusatz zum ersten Kapitel gemacht werden.

Sei D eine quadratfreie natiirliche Zahl und K (D) ein reeller quadrati-
scher Zahlkérper; er besitzt die Diskriminante
d=D fir D=1(mod4); d=4D fir D=2 oder 3(mod4)

und die Basis
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Durch
F(t, t’) =Y ettt

o1
wird die Heckesche Geometrische Reihe des Korpers definiert; sie kon-
vergiert fiir

R()<<0, R()<0.
Bedeutet 7 eine beliebige totalpositive Einheit des Kérpers, so ist
F(yt,n't)y=F(1,1).
Um auf gewohnliche Potenzreihen zu kommen, werde die Funktion
s
f(zx z‘z) :Z"zlsmz‘lkm‘i)
>0

eingefiithrt, dabei ist S («) die Spur von « und das Ideal

1 1
m = <1,~2ﬁ> =

ist die reziproke Differente von K (D). Es bestehen folgende Gleichungen:
f(z,2,) = F(tt"),
1 ’ 1
t = logz, + 2y logz,, t =logz, — 2ya logz,;

aus ihnen geht hervor, dafl die Funktion f(z,z,) im Raumteil

N (log 2, + 21ﬁ log z2> <0, N <10g 2, — 21|Zl log z.l) <0
existiert.
Nach bekannten Sitzen iiber die Pellsche Gleichung gibt es zwel
natiirliche Zahlen e, und e,, die der Beziehung

el —4ddel =1
geniigen, denn die Zahl 4d ist gewill kein vollstindiges Quadrat. Die Zahl
n=-e,12e, Vd
stellt eine totalpositive Einheit von K (}D) dar, so daf
F(yt.n't") =F(1t)
ist; eine einfache Umrechnung fithrt zu der analogen Gleichung

(n

s(2) s (1 P
f<z1 (2> 2 (41/,1)7 zf(’}]'d) 2o <~)> _ f(zl zg)
fiir die Funktion f(z,z,). Die Matrix

o (S B si)

S(yd), 8(3)
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besitzt offenbar lauter positive ganze rationale Elemente; die zugehorige
charakteristische Gleichung besitzt die beiden Wurzeln
91:77261_{*2621/&7’: 92:77,261”“262-}/&; 0, >1, 91>§Q‘z{’
und ist daher im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.

44. Die Funktion f(z,2,) geniigt demnach einer Funktionalgleichung
genau von der im ersten Kapitel betrachteten Art; dasselbe gilt von den
abgeleiteten Funktionen

fio, (2, 2,) = DI DEf(2,2,) (I ly=0,1,2,...),
wo D, und D, die Operatoren von frither bedeuten. Im (egensatz zum
ersten Kapitel sind jedoch die Exponenten in der Reihe
=N
N1, 8@, (ﬂ'ci )

f(22,) =

u>0
zwar noch ganz rational, aber nicht mehr alle nichtnegativ; es handelt sich
um eine Laurentsche Reihe. Trotzdem 1t sich das ganze Beweisverfahren
des Satzes 1 unverdndert auch auf diesen Fall ausdehnen und man gelangt
zu folgendem Ergebnis:
Zwischen den m Funktionen

f}lm e (Zl Ze) > f}l(z)[z(z) (Zl Zz) s Ty om g om (zl 22)
besteht dann und nur dann eine algebraische Gleichung
F(ﬁl(l)lo(l) (zl 22) [ fl(““[ (1) (zl Z‘,) 25 % z) =0 B

wo das Polynom
Fw, w, ...

nicht identisch verschwindet, wenn mindestens zwei der Differenzen

2,2,)

m\

1 2 (2
ll( ) l(l) l; ) lé ), l(m)__ lém)

2 > > V1
iibereinstimmen; wenn
1 2 2
ll( ) lél):: l:: ) lé)
ist, so besteht die Differentialgleichung

i z,~’

D' f(z,2,) = konst. Dl pg” f(z25).

Krefeld, 2. August 1929.

(Eingegangen am 4. Dezember 1929.)



