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Zur Approximation der Exponentialfunktion
und des Logarithmus. Teil II').

Von Kurt Mahler in Gottingen.

Iv.
14. Im Gegensatz zu bisher werde o, = ¢, = -+ - = p,, = o als feste endliche natiir-

liche Zahl und m als eine natirliche Zahl, die iiber alle Grenzen wichst, angenommen

und dann

‘ [ m\ 1 (70 1...m> o esdy
’k\”‘o)w”“’ “loo...e) 2 1’.7(% k—hy
A 34+ k —
H(” m) _ n (-[0 '1...m) 1 ““ eddy
Tl “loo...0 2 l’;(
0 1 5Mh)
h=0

gesetzt, so dal
R (z; m) = 3’ Ak(zi " ) ek
i / P o/
¢ k=0 €
ist. Offenbar ist
[ m z m 17/ e dy
1 v u)( ) ) (})( ) _ -
A (” ) ) ~ ]l 4 o/’ Al ) -m 0
¢ 17 (3 — h)

e = 0 _
°h(

ha+k

Setzt man

1,1!(‘ ) /’H]O“—-k~f7) s

h=0
h#k

15. Um die Ableitungen von 1/;,?( 3) zu bestlmmen, werde die Funktion

so 1st also

m

rmy —1
(s ") = Y6k -

h==0
h+k

1) Teil I erschien als letater Beitrag zu Heft 2 dieses Bandes. —
Druckfehler-Berichtigung zum ersten Teil dieser Arbeit:

S. 121, Zeile 8 von unten: man lese :‘;‘" statt 2.

\ 9t any P 2 ) z

S. 121, Zeile 6 von unten: man lese a, ‘“ma,(‘g) statt 0, @, ( 2).
S. 127, Zeile 3 von unten: man lese Spalte statt Zeile.
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eingefithrt. Macht man den Ansatz

) () =l ) el )
(dg,) w"(égg)w Ve 8«9 » (5:9 ’

so findet man

(0) " m o (1) my (1) 2"‘1' (2) 1:m 2 (1) / im 2 @ ilﬂ)
(I)k (59) ”“ 17 (I) (519)""“0/& (5Q>1 ([}k (019) = 0 X (\5‘9) "Jr'QZ;; (39
Allgemeiner ist offenbar

d [ 1m X Im
d’(’,)%,gf)(ii Q) = — Ity (6'? 0 )
und
U,H)(‘ m> (1)( m) (l>( | m.) L4 (1)(1;; m)
DBl )T e "e(p" o %151) e/

Durch SchluB von  auf [ + 1 ergibt sich daher aus den letzten Formeln der Hilfssatz:
a) Es ist identisch
@ _ ~ " P \'m)’l‘ . ( ;”l)zl
@5 (5 9) M‘%%%mﬂ(@ Lol ’x”(é\ ) 0 (3] e
wobei iiber alle Zerlegungen von / der Form
D=2+ 20+ + 1A
mit nichtnegativen ganzen rationalen 1 summiert wird und die ;.. 5 gewisse ganze ratio-
nale Zahlen sind, die allein von der betreffenden Zerlegung, nicht aber von ¢ oder m oder &
abhidngen.
16. Zur Abkiirzung werde gesetzt 2):

Muy=m!, D, =1{1,2,. ml.
Wegen
i”l\ B ; (“wr,l)m-*k )Q (l)( 'm B \"; 1
yk(o; g) (/i! (m — k)l Zic Of @) (/c _ /z)
:?k

ist dann offenbar jede der Zahlen

M, (0 ™) = (~ 1)‘”‘"’”“(m>9 und D! 4 (0‘ ’Z‘)

(L
- - ' ~/

ganz rational; aus Hilfssatz a folgt also:
b) Die Zahl
AN fm\| n(m
”m [)m ({‘ ( : )? = ql( >< )
i%’)) iy 0 /=0 flo

~ . n(m ~ - . .
Es gelingt unschwer, fir ‘P,(c)( ) obere Schranken anzugeben. Wenn ¢ eine posi-
@

ist ganz rational.

tive Konstante ist, so besteht bekanntlich fiir m = my(¢) die Ungleichung ?)
D,, < elltem,
Weiter ist

m | & 1 o
k) =k — k) =
— — h%ﬂk
%) Das Zeichen {1, 2, ..., m} bedeutet das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 1,2,... ) M.

%) Siehe hierzu: E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, I, S. 74 u. 195
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Demnach ergibt sich der weitere Hilfssatz:
c¢) Fir jedes ¢ > 0 und gleichmiBig in & besteht die Ungleichung

i) (m) = O T mey
4
17. Setzt man

— 1! —
(2] < () (2,
e : 0 4

so sind nach b und ¢ die Zahlen Ay (’g) simtlich ganz rational, und es ist gleichmafig

in den Indizes fiir geniigend groBes m
w(7)|=e0m

Alsdann ist

.m g—fl m
(o — 1) ﬂfan,gnAL(Zg Q) :ZjAg)(Q)Zl.
=0

Es moge gesetzt werden:

Dann ist offenbar
— e e m :QT’ (l)(zi'n)l
(0 — 1) M,,,D,,Jf(zf @) l% a’|e| o)
Im folgenden nehmen wir ¢* positiv rational an:
x
y
mit zwei teilerfremden natirlichen Zahlen z und y. Die Zahlen

I m (m)
m ey (I} | o2 — q
y"a (e l 9) al,

sind demnach ganz rational und geniigen fiir geniigend groBes o und m der Ungleichung

a;(’:)' < (he)™.

Z

4

Wird noch gesetzt:
|
(0 — Oy M5 Dh(z] ") =™,
e e
so sind demnach die Koeffizienten der Niherungsform
o—1
MY N, ()
() = Zaly) -
als ganz rational erkannt und nach oben abgeschétzt. Auch fiir den Wert dieser Naherungs-
form selbst konnen Schranken nach oben und unten hergeleitet werden.
18. Dazu beschrianken wir uns auf zwei spezielle Fille: entweder sei z reell und
positiv, oder es sei ¢? = 1 und z = 2mi.
Im ersten Fall werde ausgegangen von der Formel

) 0

ze—1

18*
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Lings der Strecke

IIA

I

ist
1 e <62,

also nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung

ze—1 ‘m
Jme < R(Z[ ) g mz Jmo )
(e — D= "\ (0 — 1)

Hieraus ergibt sich die Ungleichung

gme-+e—1 ( m) gme+e—1
= R|z| = em
(me +o— D= 0 (me +¢ — )"

Nach der Stirlingschen Formel ist aber

ze—1

2 e
mle ~ (27)% m? mmee—me
AN T
(me + 0 — D) ~ (22)Tm g *mmiegmiiee—me,

also
o—1

m!® - (2%) 2 —;——-(m-H)e
(mo + 0 — 1IN m ’
Bedeutet & eine positive Konstante, so ist demnach fiir gentigend groBes m

me {
-5 m\ :
gmegmee 2 < Mf,,l?(zx‘ e) < gmegmegnzg’ 2

und da ferner nach dem Primzahlsatz fiir geniigend groBes m

— mE m,g
e ~9<l),n£e e
ist, so erhdlt man fiir m = mg(e, o) die Ungleichungen
me me

(.6.,%) yme—me < r(’n) < (‘iz’> ymem gtme |

% To\e 4
Diese Ungleichungen lassen sich im Verein mit den fritheren in einer einfachen
Form aussprechen. Sei
a = (4e)";
alsdann konnen die vorigen Ungleichungen geschrieben werden:

m .
a—* < 7‘( ) < a—*
e

mit den Abkiirzungen

-Ql = l__é ‘‘‘‘‘ (10g 0 — log (ez) — lgg_g‘:f) ,
og (4e) 0 2 >0
Q, = -~1~— (100' — log (ez) — ]f)wg_y_:tﬁ'tf) ! v
2 = Jog (he) \ B @ g 1¢% 0 )

Mit wachsendem g streben beide Zahlen gegen Unendlich, wihrend ihre Differenz gegen
Null konvergiert. Bedeutet Q eine beliebig grofe positive Zahl, so gibt es also eine natiirliche
Zahl o, fiir die
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ist; alsdann gehoren zu jeder geniigend groflen natiirlichen Zahl m je o ganze rationale
Zahlen agy, ay, . . ., ay—1, so daf3 zugleich

max (|agl, [a; ], .., [@pa]) = C7, C =C(g) = (he)*
und
e—1.
C—-m.f?., < Zal zl é C——m.Qz
i=o0
ist.

In dieser Aussage ist nach dem Transzendenzkritertum in 2. insbesondere die Transzen-
denz von log C enthalten. »

19. Um ein entsprechendes Ergebnis fiir die Zahl @ zu erhalten, werde weiter
statt m die gerade Zahl 2m eingesetzt. Man hat offenbar

| “Zm) e (3 I dz,
B(zmle 27& (3G —1) (5 —2m) 276 J G 1w

oder wenn die neue Veranderhche

eingefiithrt wird:

| 2mo-+o—2 o\ Y —0
. 2m i 12 m2 )
i ) = pmarens [ el ) (e 1 7)) e
c

Hier kann der Integrationsweg leicht auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes iiber-
gefiihrt werden in eine Gerade G,, die senkrecht zur reellen Achse durch den Punkt & > 0
auf der reellen Achse geht; wird integriert in der Richtung vom Negativ-Imaginiren
zum Positiv-Imaginiiren, so ist dann

2me+o—2

2m 3

= Gpmmere—1 ) T du,
e @

&x

R (27u

T(u) = log u -+ mlo (Z—FIf)
== g g gu mz.

Dabet ist die u-Ebene lings der negativ-reellen Achse aufzuschneiden und in der aufge-
schnittenen Ebene unter log u das Integral

loguzfdj
;38

Die Funktion 7(z) liBt sich mittels der Eulerschen Summenformel vereinfachen.
Bedeutet S(z) die Funktion

zu verstehen.

Sty = @V~ =Ta)

so ist fiir zwischen 0 und m zweimal stetig differenzierbare Funktionen f(z)

m—1
0)"”(’” +2 (k) = /fx) dx —ff”(a:)S(x) dz,

also mit = = mt
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2 42
T(u) — IogL/u2+1~m/]00(u2+t2 2] “ ! S(mt) dt
u2 }_ t2)2
Das letzte Integral hat lings G, gleichmiBig in u die GréBenordnung
o),
withrend das erste Integral den genauen Wert

LL‘ log ;‘+L+1og(u2+1) 2
besitzt. Léngs G, ist somit gleichmifig in u
(1) = m{% log ZJE{ +log (u? + 1) — 2} +logVu? +1+0 (—;) .

In gleicher Weise findet man bei den Ableitungen

Fm A
(z) -1 ku —
) = (=0 = 3w ) (t=1,2,3)
die Werte
, ; 1 ’ 2 re
r(u):'“’?'logg*é‘gjLueri“LO(‘ ) () = = g H0W), ) = Ofm),

die ebenfalls gleichméfBig auf G, gelten.
Von jetzt ab sei ¢ = 5 und « durch die Gleichung

27 I —!‘ —
=7 7 og_—— =2 arc cotg «
bestimmt, also
14
o = cotg ——.
g 0
Dann ist

1
QTI((X) == 2nm + &ég_f‘“i —]L 0 (‘%) .

Der Integrationsweg des Integrales

+ oo
S — fe:?.nmu—gr(u) du — L/ e2nm(a+ti)-—gr((x+ti) dt
Gy — 0

werde zerlegt in die Teilintervalle

(= m=h, £ m=h), (=00, —m), (4 m, ).
Im ersten Intervall ist nach der Taylorschen Reihe mit Restglied in Integralform offenbar
gleichmifig in u

2em (x 1) — pt(x + i) = Lamax — p7(x)) + ti (2am — o7’ (x)) + Ll ‘L'”(oc) + O(mt?)

gmt N
— @ama — gr(@)) — §" 4 + 0,
ferner
Fm Tl om!? + o ot? e ot? 2 1 Y
= —_— . - 7T 2
f e #tldt = m—" [ e “’+1dt~m“/zfe a+1dt:((,oi.LL) ,
, mo
—m—s — ' 0
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folglich
+m—"/s 0 y
f 2rm{atti)—ot(a-+1i) (Jf ~ ((v"‘_—*ii,)_yf) e2amx—or(@)
.__'/ mg
—m 5

Die Integrale tiber die beiden noch iibrigen Intervalle liefern einen Beitrag von ge-
ringerer Grofenordnung. Denn es ist
ku

+m _{_tl+,,,, 1 +m1 (x—[—ti—!—~mv a«{-tL——’—n
(o + ti) —7(x) —kg log — T = “241:—;2_:" og TR . ,
m & a -+ =~ K —
m m m
also
2 2 D)
o (i S (e — ) e

%(T(“ T tl) —7T OC)) == kZ IOg “—“;Aﬁé—— = Z* g log \ k2 )

=—1m x + ﬁi k=—m x + ﬁi

m2
:"[[Z]Og L+ ( kz)z
o

Weiter ist £ = m? und wegen der Annahme ¢ =5
o« = cotg — 0 >cotg4 >1.

Also gibt es eine positive Konstante ¢, die weder von &, noch von m abhangt, so daB fiir
jedes reelle ¢

2
o) o
=c¢
, , K? -
e
ist, folglich auch
R(r(x 1) —7(x)) = m. _J———@ log (1 + ct?)

und demnach

—m s g 2m+1

l{f +f }ean(o‘+tz) o t(ox+-te) dt < 262717)11—@1(0‘) f ('1 _+_ Ct2) e dl .

— 4m T /s “+m —*/s

Das Integral rechts geht durch die Substitution
1 +ct2=1A+cm )z
iiber in den Ausdruck

w(i +em=) 4t x4
2Ve V(1 +em="5)yx —1

ist daher fiir m — 0 von geringerer GroBenordnung als jede negative Potenz von m.
Damit ist folgende asymptotische Formel bewiesen:

dz

2m> 2mQ+Q —1 ]/(az + 1)7z ana—gr(oc)
4

2mm2me+e—1

R (2m'
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sie 1aBt sich nach den fritheren Abschiatzungen uberfithren in

. 2meo+e—1
2, —1 .
jmeto—l 2me (sm ~—)

~

R (27u'E Qm) —
2)/wmp m2me+e—1
Bedeutet ¢ eine positive Zahl, so ist folglich fiir m = myl(e, o)
e—em <26 sin 7;) ) = ir (Z;n) ﬁ < etem (23 sin "”) -.

14

Diese Ungleichung 1aft sich in &hnlicher Weise wie frither interpretieren. Sei zur Ab-
kiirzung

Ql"":go“f‘ﬁ, 92::-90-77,

—1
log {(26 sin —g) } .
log (he) 17 Zglog (he)

Mit wachsendem g streben £, und 2, gegen Unendlich; ihre Differenz kann beliebig
klein angenommen werden. Wenn Q eine beliebig grofle positive Zahl ist, so gibt es eine
natiirliche Zahl o, fiir die

Q, =

2, >0,=0

ist; alsdann gehiren zu jeder geniigend grofen natiirlichen Zahl m je o ganze rationale
Zahlen ay, a4, . . ., ay—1, so dafs

max (|ayl, |ar], - . -, [ @ ]) = € C = (he)*
und gleichzeitig
o—1
" < a 7| gc*"‘-‘**, z = 2mi
2 u

ist. Hierin ist speziell die Transzendenz von m enthalten.

20. Mittels einer allgemeinen Uberlegung 1iaBt sich aus den letzten Ergebnissen
ableiten, daB weder der reelle Logarithmus einer positiven rationalen Zahl, noch die Zahl
2ni, also auch nicht die Zahl z selbst, U-Zahlen sind.

Von der Zahl z werde angenommen, dafB sich zu ihr eine natiirliche Zahl g, eine Zahl
C > 1 und zwei positive Zahlen £, und 2, mit 2, > 2, angeben lassen, dafl zu jeder
geniigend grofen natirlichen Zahl m dann p ganze rationale Zahlen ay, a;, ..., @—1
existieren, die den Ungleichungen

0 < max (|aol, |asl, . . -, [@g-1]) =€,
e—1
C—m.Q, < “Va z" < C—mﬂ2
S

geniigen.
Sei dann ¢ eine natiirliche Zahl mit

q_1<‘Q27

so daBl offenbar z nicht algebraisch von hochstens g-tem Grad ist. Eine beliebige Nihe-
rungsform

R=A,+A;z+ - -+ A28, A =max (|4,],|44],...14,)) =1
mit ganzen rationalen Koeffizienten heifle primitiv, wenn die Nullstellen des Polynoms
Ag+Ajz+ -+ Agar
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algebraische Zahlen genau vom Grad ¢ sind. Es werde angenommen, da zu einer gewissen
positiven Zahl 24 unendlichviele primitive Naherungsformen

Ry=Auw + Auz+ -+ Ap2?, Ap = max (|Awl, [Awl, .- [Ag]) =1
(k=1,2,3,...)

als Losung der Unpgleichung
0< |Ry| < 4;7 (h=1,2,3,...)

existieren.
Sei in lineare Faktoren zerlegt:

Ao+ A+ F Apa’ = Ap (@ —0) (@ — ) (@ =877

Unter den Zahlen &, &, ..., (™" gibt es eine, die moglichst nahe bei der Zahl z liegt
sie sel etwa gleich ;. Dann 1st gewifl

0< |z —&) < Ap 7 (k=1,2,3,...).

o—1
Jeder Niherungsform R; mit grofem % kann eine Naherungsform lf‘::) a; 78 zugeordnet

werden durch die Bedingung
Cmﬂ é Ak é C(m-{—l)x‘);
dabei bedeutet ¥ eine positive Konstante, tiber die spéter verfiigt wird. Es werde gesetzt:

IC(x)‘ (%) (> = 0, 1,--'7‘] —1).

Die Koeffizienten @ sind nach Annahme ganz rational; ferner sind die Zahlen
Cor Cay e ooy B8P zueinander algebraisch konjugiert. Also sind auch die Zahlen
Zi, Zs, - ., 287V zueinander algebraisch konjugiert; sie sind daher entweder alle zugleich
Null oder zugleich von Null verschieden.
Sei jetzt k schon so groB, daB | ;| < 2|z] ist, und zur Abkiirzung
e=1+42-122] +3-|2z"+- -+ (e — 1) - 22",
Offenbar ist dann

[_;k(al +2az + -+ (0 — 1) ap12°7?) d:r[ i< Cm(l”?)’
und vzvegen
(@04 ay o+ -+ @go1 8N — (ag + @y 2 + - -+ + Gp12°7Y)
e
besteht die Ungleichung :

i3
o+ @y o+ - -+ agr 27| Z 0 o™,
Wenn
2, < LU 1
q

ist, so wird daher fiir geniigend grofes k die rechte Seite von Null verschieden; dann ist
somit gleichzeitig

ZP 40 (x=01,....,q —1).
Das Produkt

Journal fiir Mathematik, Bd. 166. Heft 3. 19
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q—1
—1
Py = Age™ 11 7
A

ist folglich auch von Null verschieden, denn gewifl verschwindet A4 nicht. Als symme-
trische Funktion der ¢¢° muB P, rational sein; ferner ist P auch ganz, da der Nenner
beseitigt ist. Also stellt P; eine ganze und von Null verschiedene rationale Zahl dar, so

daB sein Absolutbetrag mindestens Eins betrigt.
Die Zahlen ¢ sind Wurzeln der Gleichung
A + Ay x + - - 4 Agat = 0;
fiir jede von ihnen ist daher

() 1@
b3 x * ” — - 1
tMVngnngA«+mw+-~+mww?:A4%%”p
0y
also entweder | (87| < 1 oder |£J?| < Ay + 1, d. h. es ist allgemein
e < A +1 (x=0,1,...,q —1).
Also wird fiir geniigend grofes k
120 < cm Lf‘&cjf_li)i—} — (™90 A0 < 9o mHeDImY
k
und endlich
1 1
Z 2 D fe— — 9 — g
| Zi] | A e[ qﬁ:]z(kx)l CHe= DI e ometHe=D¥m 1)1
oder
lag +ay & + -+ - -+ g1 é-]g“ll > 9~ el—1) = lmlg—1)+(2g—1)(e—1) ¥(m+1)} ,

withrend andrerseits
lag +ayz - F a2 =0T
ist. Nach Annahme besteht aber die Ungleichung
g —1< Q,.
Ohne Einschrankung darf daher auch angenommen werden, daB die Zahl ¢ der Un-
gleichung

¢ —14+@2 —D(-1)9< 2,
geniigt. Dies ist der Fall, wenn ¢ eine kleine positive Konstante bedeutet und alsdann
_ 2, —qg+1
(29 =) (e —=1) (1 + )
gewdhlt wird. Dann wird fiir geniigend groBes k

—1 o—1
l(ao+alck+"'+ag—1é‘£ )—(ao+a1z"l_"'+ae——lzo )l
> 9= o—mlg=D+E2—Die=Ddm+1} _ m—mldy ~ ~—mil,

)

wihrend andrerseits nach fritherem
i
o o— ——=1)m
i(ao + ay Clc\+ R ag-—lCIg 1) - (ao -+ ayz 4+ - - + ay—1 % 1)‘ < cC (q )
ist. Also muB von einem k ab, d. h. fiir gewisse beliebig groBe natiirliche Zahlen m

C—mﬂ., < CC— (1;—— 1> m

sein. KEs war aber
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LU

q
vorausgesetzt; wegen Q; > £, ist daher erst recht
E —1> ‘Q27

q

und man kommt zu einem Widerspruch.
Die beiden Ungleichungen

%f’-~1>91,

=1+ @2 —1)(e—1)3< L,
konnen also nicht gleichzeitig erfillt sein. Die zweite durfte ohne Einschrinkung durch
die Wahl
2y, —qg+1
2 —-D—-1HM+e
befriedigt werden. Also darf die erste Ungleichung nicht gelten, so daf -
= % —q+1

9 =

(L + ¢)

sein muf. Damit ist gezeigt:
Wenn A der Ungleichung
. 2g —1 — 1) (2, +1
5~ 12 .(32(?—q+)i 1+ 1)
geniigt, so geniigen die primiticen Ndherungsformen
R=Ag+ Ayzd o+ Az, A =max (14,), |4yl ., [ 4,]) =1
mit ganzen rationalen Koeffizienten und geniigend groflem A der Ungleichung
|R| = A%
Man kann dies auch so ausdriicken, dal alle primitiven Niherungsformen mit ganzen
rationalen Koeffizienten, die nicht gleichzeitig verschwinden, der Ungleichung
|R| =447
geniigen, wo die positive Konstante 4 wohl von 2, nicht aber von den Koeffizienten
von R abhingt.

21. Auch fiir beliebige Niherungen g¢-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden, kann fir ¢ —1 < £, eine untere
Schranke hergeleitet werden. Sei die Zerlegung von

R=4,+ A2+ -+ 4,29, A =max (|4,],|44],...,14,)) =1

in primitive Faktoren gegeben durch

R — Yl R?, RO — g AP
=1 k=0
und moge
A = max (147], [AP], ..., 149]) =12..,p),
sein; die Zahlen

@ (2) (p)
AV, A, LA
19*



148 Mahler, Zur Approzimation der Exponentialfunktion und des Logarithmus.

sind gewif alle mindestens gleich 1. Nach einem Hilfssatz von Siegel geniigen sie den
Ungleichungen #)

AP <cA, ¢=q! =12 ...,p).
Sind jetzt AV, A%, ... A? p positive Zahlen mit

S 0720 —1) (e —1) (£ +1)

(7)
A 0, — ¢ 1

T=12,...,p)

und bedeuten ferner A, A®, ..., A” gewisse positive Konstante, die einzeln wohl von
AV 2@ 2P nicht aber von den Koeffizienten der Formen R, R® ..., R” und
R abhingen, so ist
k2 T )—a®) —A® (x4
|RD| = A® AO~H) = 4D g0 410 @=12...p)
und daher
lRl >4 A_),(l)_),(z)._..._l(m
0

b

wo die positive Konstante 4, wohl von den Zahlen 2@, nicht aber von den Koefﬁzwnten
der Nédherungsform R abhingt.
Sei zuniéchst R genau vom Grad ¢ in z angenommen, also
r
(1) —
20 =q.
Dann ist auch
14
@ < g2
e
und folglich
2q0 @20 1) =22 ¢ —g=2¢* —q =g (2¢ —1).

Somit besteht die Ungleichung

S0 (290 — 1) (e —1) (2, +1) <Z(I"’ (290 —1) (e —1) (2,4 1)
2y —q» +1 2, —qg+1

_02g—1) (e —1) (& +1)
Q, —q+1 ’
Weil die rechte Seite mit abnehmendem ¢ selbst abnimmt, so mufl diese Ungleichung be-
stehen bleiben, wenn die Form R nur noch hochstens vom Grad ¢ ist. Ist folglich 4 eine
beliebige positive Zahl groBer als
(29 —1) (e —1) (2, +1)
2 —q+1 ’

=1

so kann sie immer in der Form

& @ (240 — _
_ ): ) @ 49 (2¢ (e —1) (2, +1) B
l_r:1l y A Q, — g 4+ 1 T=12,...,p)

zerlegt werden.
Damit ist folgender Satz bewiesen ®):

4) Siehe die Arbeit: C. Siegel, Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschr. 10 (1921), S. 176,
Hilfssatz IIL.

5) Nach einer Mitteilung von Herrn Siegel 148t sich fiir 1, ein besserer Wert mittels eines anderen
Beweisansatzes erhalten. Fiir die Zwecke der vorliegenden Arbeit geniigt jedoch Satz 4.
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Satz 4. Von der Zahl z werde angenommen, daf3 sich zu ihr eine natiirliche Zahl o,
eine Zahl C > 1 und zwei positive Zahlen Q, und Q, mit Q, > Q, angeben lassen, daf
zu jeder geniigend grofen natiirlichen Zahl m dann ¢ ganze rationale Zahlen ag, ay, . . ., Go—1
existieren, die den Ungleichungen

0< max(\aol,lall, LA ] ‘ae—ll) ng’
— |

geniigen. Wenn alsdann die positive Zahl Ay der Ungleichung

72g —1) (e —1) (2, +1)
2, —q+1
geniigt, so lift sich zu ihr eine positive Konstante A, angeben, so daf jede Ndherungsform
R=Ay+ Ayz+ -+ A2, A =max (| 4,], | A4l, .. 14,]) 21

mit ganzen rationalen Koeffizienten, die nicht gleichzeitig verschwinden, und die von einem Grad

Jo >

7< 2, +1
ist, der Ungleichung
IR| = A, A"
gentigt.
Nach den Definitionen in 1. ist also speziell
p(z) = 2, +1.

22. Satz 4 werde nun auf den reellen Logarithmus log ¢ positiver rationaler Zahlen
und auf die Zahl 27 angewandt. Da in beiden Fillen £, beliebig grofl sein kann, so
handelt es sich keinmal um U-Zahlen, sondern log ¢ und 27 miissen entweder S-Zahlen
oder 7-Zahlen sein; insbesondere kann also zwischen ihnen und einer Liouville-Zahl
keine algebraische Gleichung mit algebraischen Koeffizienten bestehen. Dariiber hinaus
lagsen sich untere Schranken fiir die Annéherungen an beide Zahlen angeben:

In beiden Fillen waren £, und @, als Funktion von ¢ in der Form
Q, =alogp + 0(1), 0, =alogpe + 0O(1)

darstellbar, wo a eine gewisse positive Zahl bedeutet. Zu der gegebenen natiirlichen
Zahl ¢ kann eine natiirliche Zahl ¢ so bestimmt werden, da}

2, —1=g<
und folglich

2, —qg+1>1
ist. Dann wird
7

e =0(")

und
42 —1) (e =1 (2 +1) _ gisa
2y, —q+1 = 0lge)
Es gibt also eine positive Konstante ¢ > 1, so daB fiir alle ¢
lg = !

angenommen werden kann; damit ist folgender Satz bewiesen:
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Satz 5. Bedeute z == 0 entweder den reellen Logarithmus einer positiven rationalen
Zahl oder die Zahl 2mi. Dann gibt es hierzu eine positive Konstante ¢ > 1 und zu jeder
natiirlichen Zahl g eine weitere positive Konstante C(q), so daB jede Niherungsform

R=A,+ Ayz+ -+ Azt A =max (4], [4;], ..., |4,) =1

mit ganzen rationalen Koeffizienten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden, der Ungleichung
Rl = C(g)A™
genligt.

Eine ganz entsprechende Ungleichung mufl auch noch gelten, wenn statt 27 die
Zahl 7 selbst genommen wird, wie sofort aus 2. folgt. Ferner lassen sich entsprechende
Ungleichungen fiir die Logarithmen aller algebraischen Zahlen aufstellen.

Die Ungleichung in Satz 5 kann noch etwas verschirft werden. So z. B. kann bei
z = 2mi gezeigt werden, daf} die Zahl ¢ fiir geniigend groBes ¢ mit einer beliebigen Zahl
grofler als 2e gleichgesetzt werden darf.

Géttingen, 15. November 1930.

Eingegangen 5. Januar 1931.



