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Ein Beweis der Transzendenz
der P-adischen Exponentialfunktion.

Von Kurt Mahler in Géttingen.

In dieser Note wird gezeigt, daB die P-adische Exponentialfunktion
. 2 22
TR TR

die bekanntlich fiir alle durch P bzw. fiir P = 2 durch P? teilbaren P-adischen Zahlen
existiert, an jeder algebraischen P-adischen Stelle z % 0 im Existenzgebiet eine trans-
zendente P-adische Zahl darstellt.

Das Beweisverfahren stiitzt sich auf einige Eigenschaften von ¢, die durch die
Sonderheiten des P-adischen Zahlkérpers und seine nichtarchimedische Bewertung be-
dingt sind. Eine einfache formale Ubertragung der klassischen Transzendenzbeweise fiir
die gewohnliche Exponentialfunktion ist anscheinend nicht moglich, da die P-adische
Funktion nur nech eine beschriinkt konvergente Reihe hat.

1. Sei g eine feste, m eine iiber alle Grenzen wachsende natﬁrliche Zahl. Setzt man

Ak( lm)zﬁ% €% d3 ( \m> "m __efiii_g_ ,

¢ ¢ hIZIO(g—{«k—h)" G H(z, hy?

wobei C, einen sehr kleinen, C,, einen sehr groBen Kreis um den Nullpunkt mit positivem
Richtungssinn bedeutet, so besteht die Identitét

m

S My nG

Die Ausdriicke Ak(ﬂ ’Z) sind Polynome in z vom Grad ¢ — 1; man hat fiir sie die ab-

brechenden Potenzreihen

)= 5 ae(?)

Am( )= T yTeds
2m ’”
a+k—m
h-}k
Der Charakter dieser Koeffizienten kann auf einfache Weise untersucht werden!); es

zeigt sich, dal die Grofen
A;?(INI) mle DQ (Q A(l)(’”)

1) Siehe S.138 meiner Arbeit ,,Zur Approximation der Exponentialfunktion und des Logarithmus, I1%,
Journal £. d. r. u. ang. Mathematik 166 (1932).

mit den Koeffizienten
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ganz rational sind und daB gleichmifig in den Indizes F, [, g fiir groBes m die Ungleichung

'(l)mz,qme
A7) =@

Dy ={1,2,..., m}
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 1,2,... m.
Wir fithren noch die Abkiirzungen

m moel m
o - 1: g . Y 5' ﬁ(() S gk
j“<"u' Q>M2/f-/ % O)N Wy
==0)

=0 =

/<: ’;&) = m!® Dp (o —1)! [?( m)

ein; alsdann besteht die ldentitit

e 1) = )

2. Von jetzt ab gehen wir zum I&orper der P-adischen Zahlen K iiber, wobei P eine
feste Primzahl bedeutet. Den P-adischen Wert einer Zahl ~ aus K bezeichnen wir mit
xlp zum Unterschied vom gewihnlichen Absolutbetrag. Eine P-adische Zahl « heifle
wie iiblich algebraisch, wenn es ein irreduzibles Polynom

' @) =¢y+ o+ Fcan=E=0
mit ganzen rationalen Koeffizienten und mindestens vom ersten Grad gibt, dessen Null-
stelle o ist; gibt es kein solches Polynom, so heifle x transzendent.

Seien z und w zwei algebraische P-adische Zahlen. Dann gibt es einen kleinsten
algebraischen Kiorper iiber dem Korper R der rationalen Zahlen, in dem gleichzeitig z und
w liegen. Er heifle R(s), sei vom Grad n iiber R und werde etwa durch die ganze alge-
braische P-adische Zahl s erzeugt. In s lassen sich z und w ausdriicken in der Gestalt

Cdg s e A g s
T @, ’
by - bys 4+ A by s
b, ’
wobei a, == 0 und b, = 0 und die Zahlen ay, ay, . . ., @, bg, by, . . ., b, ganz rational sind.
Sei zur Abkiirzung

besteht. Dabel bedeutet

wo==

a =max ((ay, | a|, . la,), b =max (Jbyl, b],.. ., [b).
Offenbar 1aBt sich die ganze P-adische Zahl
‘m ol g o m
6(s ") = a7 b P50 ™)

|
i

als ein Polynom in s mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad
(n—1) (m +o—1)
darstellen. Wird bei festem o der Indox m geniigend groR gewihlt, so ist nach 1 aber

(l) m) r) m 0

Ve . . .
und AY < 0) canz rational. Offenbar erhdlt man die Majorante

. el
G(S‘: 7;2)<< (33)”19 ag——l B 22(1 s e Slnf—l)k‘;l .
oW k=) L0

Jetzt 1st



Mahler, Ein Beweis der Transzendenz der P-adischen Exponentialfunktion. 63

m
2‘ T R o L 1) (2 F s e gy
k=0
e—1
2‘(1 s e ) & (2 s e e 1)
=0

m o—1 - o
also DT 4s 4 -c 4 s N b s L
=oi=0
< (n - 1) :Ag»l(,l des s RO VICE g«l)),

und damit haben wir folgende Majorante erhalten:

im — 4o 1) 21 - e
G(S i e) < (36)mgag lbm (n + 1 )m! o0—1 (l. ‘:_* s + L “TL .V(” Y@ -0 1))‘
Geniige nun s der irreduziblen Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten

g(s) =g+ g8+ Fg,s"=0.
=1 vorausgesetzt werden; sei ferner

g = max (580]7151’»7!&;’)

Nach Annahme darf g,

{
Wird das Polynom G(:r: ZD durch g(x) dividiert, so erhédlt man

6o ") = 1o ) g0y + 1 (e ),

wobei H (x, ) in « hochstens vom Grad (n—1)(m 4+ o—1)—n, H*( ) hierin
hochstens vom Grad n—1 ist und beide Polynome ganze rationale Koefﬁmenten haben.

Sei insbesondere
fm
H*(xf g) =Hy -+ Hya 4 Hy_yan=, H =max ((Hy|, | H,|, .. |Heal);
nach einem einfachen Hilfssatz ist 2)
< (36)'"9 ae—l b (n T ,1)fn+a~1 (2 g)(n-1)(m~f~9~1)-n~%~1 .
Wegen g(s) = 0 besteht offenbar die Gleichung

G(s; ") :H*(sé ")

Es ist also zuldssig, statt G( ) weiter die Zahlen H*( ) zu betrachten. Dabei
wollen wir diejenigen hlervon unbeachtet lassen, die etwa Verbchwmden sollten.

Da die Zahl H *( ) also ungleich Null ist, so konnen die Koeffizienten dieses
Polynoms in s nicht alle versehwmder\ Das Polynom g(x) ist von héherem Grad in x
als H*(xf Q> und irreduzibel, daher hierzu teilerfremd. Die Resultante dieser beiden
Polynome

D = En

: 8o 81
Hy Hy - - - H,

Hy H, - - - Hu

?) Siehe Hilfssatz 1 meiner Arbeit ,Zur Approximation algebraischer Zahlen, I, die demnichst in
den Math. Annalen erscheint.
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ist folglich eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl; man erhalt fiir sie leicht
die obere Schranke

[Dl < 272 _1 n 1 ( 3(3 mo le bm (IZ + )m+g—1 (2g)(n——l)(m+a——-2))n.
Jetzt gibt es aber nach bekannten Sétzen iiber Elimination zwei Polynome y(z) und H(x)
mit ganzen rationalen Koeffizienten, so dal identisch

Lm -
p) g(e) - HE (e ) = D
ist, folglich fiir x = s
s(s ™y D
(s, H(s)"

Auf der rechten Seite ist der Zihler eine nichtverschwindende ganze rationale Zahl, so daf3
DLz D17 2 (@n— 1) (B a8 (o 4 e g e )T
ist. Im Nenner steht ein Polynom in der ganzen P-adlsohen Zahl s mit ganzen rationalen

Koeffizienten; da der Nenner nicht Null sein kann, ist also

Damit sind wir zu folgender Abschitzung gekommen:

m f m
G( ) )@
(()n __1 n 1) ( 38 me o— 1 T (n‘ + 1)m+q—1 (Zg)(n—l) (121-}-@—-2))'”
Die rechte Selte kann noch auf eine etwas bequemere Gestalt gebracht werden. Offenbar

ist fir jede geniigend groBe feste naturhche Zahl ¢ und fiir tiber alle Grenzen wachsende

natiirliche Zahlen m
Tnno

(2nr—1)1g*" 1 fe—1m pmn (n + 1)(7n+u —1)n (Qg)(n —1) (m+e—2)n <( )

Es folgt daraus
Hilfssatz 1: Wird o0 = 94 (3, w) und m = my (3, w, 0) angenommen, so  ger-

schwindet entweder G(sl ) oder ist eine von Null verschiedene ganze P-adische Zahl mit

o™ = ey

3. Von jetzt ab nehmen wir an, daB o die Gestalt

o=FP +1
hat, wobei r eine ganze rationale nichtnegative Zahl bedeutet. Ist dann
¢ =P +1),
so besteht nach dem kleinen Fermatschen Satz die Kongruenz
P? =1(p).
Setzt man
rHup
m-41 = P . il@,
P41

wobel auch p eine nichtnegative ganze rationale Zahl bedeutet, so ist offenbar die Zahl
(m + 1)o—1 = Pt
eine reine Potenz von P.
Es soll eine obere Schranke fiir den P-adischen Wert der Zahl

0( ") = a o (e ) = mie s e — 101 a7 0 R ()
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abgeleitet werden; dabei wollen wir aber annehmen, dall z nicht verschwindet und die
Ungleichung
0 < | | q; - /r—fé p3
erfillt.
Nach 1 ist

Entwickelt man den Integranden in der Umgebung des unendlich fernen Punktes in eine
Laurentreihe und wendet alsdann den Residuensatz an, indem man C, auf den Punkt
3 = o zusammenzieht, so erhidlt man die Potenzreihe

m ﬁ(m-{ 1)o—1 } ‘ Cl~' . ng o
1) = e il i e T o T e (o STy e T 1)

!

J C‘;A. e e e e _‘ DI
S ((m L)) ((m 1o+ 1) (m + 1) e + 2) >
wobel ¢, ¢, ¢5, ... gewisse ganze rationale Zahlen bedeuten. Hieraus folgt
o . Zm+1e—1 L m
Wiz ) Do — ) T (s
.)\(g: Q> m!® Dy (o NVal™ by, (( E—l)o-—~'1)! r<u Q>
mit der Abkiirzung

| Gz Co %
R O I (TR 1) (= v T
Nach bekannten Sitzen ist fiir jede nichtnegative ganze rationale Zahl £
(Rl — ([;‘, gl )
R, = P~ .
Wegen
(m-+1o—1-= proFee

folgt hieraus erstens die Gleichung :
. . p7’+ﬂ‘7‘- (m1)o—2

‘ ( (P —L  prbpe—2 ) S s

H(m +1Do—1D!, = —p 1 = Pl
Zweitens ist fiir jede nmhtnegative ganze rationale Zahl /

_('{(na,—}-l)gfhjw (m r])ﬂih——“,l,...)
(m o+ 1yg + h—1yt, = P71 e L
mitDoth—1 (niheth=1 A _ i Deth—1
= p U r k s i) = P P

und daher fiir £ =1 wegen £ =2
| Q (64

((m + Do) (m - 1)o + 1) ((m + 1o + A il“()‘? .

(mtDeth—1_ (mt ”9 Y 2
P F) P < ho{-1-—-3h . l)—;lt 1 .:< 1,-4; < 1.

A

In der Potenzreihe

r(zi m) =1 4 - s I IO & SO B

0 S (m e (0 1)e) ((m + e+ 1)

streben also die Summanden gegen Null; alle von ihnen auler dem ersten haben einen
P-adischen Wert kleiner als eins. Daraus folgt

L | im
r(:g )‘ =1 und ’1(9\ )
[ 07

i
4

,-(m +1)o—

= DA — Ot e, T
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wegen
0<|Dho—Na™ b2, <1,

s ’ m ‘ < mle Z(m-+1)e—1 |

also 0<9(59Xfﬂ«m+1m—4n” ~

Wendet man noch einmal die Formel fiir den P-adischen Wert der Fakultiten an, so
erhalt man

" logm )

Iml|, = p"(fg]+[gl+) < p \P=17logr ~

also
(n+1)0—2 ( m log 0—2 logm
o= _ g e
r—

12 | — oe—=
m! < p b

((m+1)e—1)!p
und damit schlieBlich die Abschiitzung

lou P / v fP—1 '»“'I?JEWI; te

I'm

: o—2 logm (01
z‘ ‘, < PP ey 4o ((m-Do—1)f
e/ p )

e log P P

Thr entnimmt man bei festem g fiir geniigend grofies m den
Hilfssatz 2:  Sind die beiden natiirlichen Zahlen o und m con der speziellen Gestalt

LN
P+
und ist 0 = 0,(z), m = my(3, 0), |2lp = P! mit f=3, so ist

0 = b - 1, m - 1 =

mgj meo
o<@(m) 2 - g3

4. Lehrsatz: Ist  eine P-adische Zahl mit

0 <[l <} fir P=2, 0 <[l <Ll fir P=3,
so st hichstens eine der beiden Zahlen { und ¢* algebraisch.

Beweis: Es geniigt offenbar zu zeigen, daf fiir eine beliebige natiirliche Zahl n die
beiden Zahlen £ und ¢f nicht gleichzeitig in einem algebraischen Z ahlkorper n-ten Grades
liegen konnen.

Wir bestimmen eine naturhche Zahl 2, so daB

/”<mw“
ist, und setzen
z =P,

Liegen dann { und € in einem algebraischen Zahlkorper n-ten Grades, so offenbar auch
zund e = w. Jetzt besteht die Identitit

S/ m NN
(;(.\'; Q) == ?)\(o; ())’

wo s zu z und w nach 2 bestimmt ist. Auf der rechten Seite ist nach Hilfssatz 2 fiir un-
endlich viele Paarve g, m beliebig grofler natiirlicher Zahlen

1 })[ mo mr)/
: < mng
0<9{ ) JEElE <P < (G
Dielinke Seite kann fiir diese Paare a]so auch nicht verschwinden; nach Hilfssatz 1 ist daher
i my\ s
G(s ™) = they e,
L0/
‘ L 2/0p
und damit sind wir zu dem gewiinschten Widerspruch gelangt.

Gattingen, 1. 2. 1932,

Eingegangen 6, Februar 1932.



