
Zur Approximation algebraiseher Zahlen. 
(t~ber den gr~illten Primteiler binder Formen.) 

Von 

Kurt Mah]er in Got~ingen. 

I. 

Im Jahre 1908 zeigte Thue (1, 2) folgenden Satz: ,,Ist ~ eine reeUe 
algebraische ZahI n-ten Grades, 0 eine positive Zahl, so gibt es nut endlichviele 
verschiedene gekiirzte rationale Zahlen p/q, die der Ungleichung 

) p ~ ~ q- .,+~+o 
q 

genugen. 
Dieser Satz wurde 1920 yon Siegel (3, 4, 5) verschgrft; er zeigte, daft man 

den Exponenten n/2 + 1-~ 0 ersetzen dar/ dutch 

l ? +s+O); 
s ~  1, 9, ..., n - -  1 \ . 8  - i -  1 

ferner stellte er einen allgemeineren Satz auf tiber die Ann~herung eiaer festen 
algebraischen Zahl dutch algebraische Zahlen nledrigeren Grades. 

In der vorliegenden Arbeit untersuehe ich nat die Ann;iherung dutch 
rationale Zahlen; jedoch wird die gleichzeitige Approximation reeller und 
P-adiseher Wurzeln derselben algebraischen Gleiehung untersucht. Das 
Hauptergebnis lautet folgendermal3en: 

,,Bedeute ] (x) ein irreduzibIes Polynom mit ganzen ratianalen Koe]]iziente,~ 
yore Grad n ~ 3, P1, P2 . . . . .  Pt endlichuiele verschiedene Primzahlen, 
~, ~1, ~2,..., ~t je eine reel le, eine Pl-adische, eine P2-adi~che, usw., eine 
Pt-adische NullsteUe yon ](x). Der gew5hnliche Absolutbet~ag werde dutch 
zwei senkrechte Striche, der P,-adische Weft dutch zwei solche Striche mit dem 
Index P~ bezeichnet. Es sei fl der Siegdsche Exponent u~wl k ~ 1 eine /este 
Zahl. Dann besitzt die Ungleivhung 

i t 

(1:u ~ -~i),,~=~//~i, (1, I p -q~ ,  I~,) =< k ~  (lpl, Iqt) -,~ rain 

h~chstens endlichviele ZSsungen in gekiirzten rationalen Zahlen p/q." 
Mit diesem Satz ist der folgende fast gleichwertig: 
,,Be3zutv F(x, y) eine irreduzible Binar]orm mit ganzen rationalen Ko- 

elfizienten yore Grad n >~ 3, p und q zwei teller/female ganze rationale Zahlen, 
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P1, P2, �9 �9 P'. endlichviele verschiedene Primzahlen, Q(p, q) das 9r6flte Pote~,z- 
produkt derselbea, das in F (p, q) au]geht. Die Ungleichung 

IF(p, q)! <:  k max ([ p[, [q ] ) ' -~  
Q (p, q) 

besitzt dann ]zSchstens endliche~le I~sunyspaare p, q." 
Dieser verallgemeinerte Thuesche Satz wird benutzt, um zu zeigen, 

daft der grSflte Primteiler bindrer Formen yon mindesteas drittem Grad mit 
ganzen rationalen Koe.//izienten, die im KSrper der komplexen Zahlen mindestens 
d~'ei vevschiedene Linear/armen als Teller habenl), iiber oUe Gre~zen wSchst, 
wean [iir die Aq'gumente zwei teiler/remde 1) ganze rationale Za]~len p, q mit 
max (I P l, I q l) -+ ~ eingesetzt werdea. 

Der Beweis dieser S~tze best~ht in einer Ubertragung des Siegelschen 
Beweises in der Arbeit (5) auf P-adische K5rper. Man kaan fast alle Uber- 
legungen aueh hier durehfiihren, da diese KSrper bewer~et sin& In der vor- 
liegenden Arbeit gelingt es, dutch einen einfaehen Kunstgriff die Beweis- 
fiihrung m5gliehst lange im Bereiche der rationalen Zahlen zu belassen. 
ErmSglicht wird der Beweis dureh die Ungleiehung 

t 

IaIHlal .% ~ 1, ~=~ 
die fiir ganze rationale Zahlen Lmgleich Null gilt. 

Eine weitere Arbeit wird Absch~tzungen fiir die LSsungsanzahlen der 
hier betrachteten Ungleichlmgen gewidmet sein. Offenbar kann man aUe 
ScMiisse und S/itze auch auf die Appro• algebraischer Zahlen dutch 
algeb~aische Zahlen niederen Grades iibertragen, indem man sich an die 
Arbeit (3) yon Siegel h~tlt. 

Herrn Prof. Siegel mSchte ich an dieser Stelle fiir eine Reihe von Ver- 
besserungsvorschl~gen danken. Mein Dank gilt ferner der NotgemeinschMt der 
Deutschen Wissenschaft fiir ihre Unterstiitzung. 
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IF(~,  y . . . .  )[ 

!al .  

/(x) 

P1, P--, *.., Pt 
P, q 

B e z e i c h n u n g e n :  
b e d e u t e t  das  M a x i m u m  der  Absolutbetr /~ge de r  Kodff iz ien ten  des Poly-  
n o m s  F (z, y, . . .). 
b e d e u t e t  den  gew6hnl i chen  Abso lu tbe t r ag .  
h e d e u t e t  den  P - a d i s c h e n  W e f t  e iner  P - a d i s c h e n  Zahl .  
i s t  g e w 6 h n h c h  ein i r reduzibles  P o l y n o m  m i t  g a n z e n  r a t i ona l en  Koeffi-  
z i en ten  yore G r a d  n > 3 u n d  m i t  /([]~] ~ a. E ine  reelle Nul ls te l le  
h i e rvon  wird  m i t  ~ eine P z - a d i s c h e  Xul ls te l le  m i t  ~ beze i chne t ;  ver-  
seh iedene  g le ichar t ige  Nul ls te l len  werden  du rch  obere  Indizes  un te r -  
schieden.  
s ind  gew6hnf ich  endl iehvie le  verschiedene . 'Pr imz.ahlen-  
s ind g e w 6 h n h c h  zwei ganze  ra t iona le  te f ler f remde Zah l en ;  es wird zur  
A b k i i r z u n g  [ p, q ] = m ax  ( [ p [, [ q [ ) gesehr ieben.  

I~ 

1 . - H i l f s s a t z  1. Zu zwei Polyn~rmen mit ganzen ratianalen Koe]]izienten 
yore Grad n bzu,. N:  

/ (x)  = s  "-h,  Y 

gibt es zwei Polyr~me Fo(x  ) umI F*(x)  

N 
(x) = X A~  x A ' -  h 

h = O  

mit ganzen fationalen Koe[]izienten 
M~chstens yore Grad N -  n bzw. n -  1, so daft 

ado ~ (x) = ] (x) Fo (x ) + F* (x) (d = m a x  ( O , N - - n + l ) )  

ist und /o~ende Ungleichungen bestehen : 

LFo(x)l <~ I~-~(~)l (21~;i)  ~ u.d I~-~E < F~)i ( 2 t ~ I )  ~ 
B e w e i s .  Die Ident i t~ t  

1. F (~) = / (x). 0 + Y (z) 
zeigt, dab die Behaup tung  fiir N ~_< n -  1 s t lmmt .  Sie sei bereits fiir a]le 
Po lynome F ( x )  vom Grad N __< n + k - -  1 naehgewieseu, wobei k eine nicht- 
negat ive ganze rat ionale Zahl  bedeutet .  H a t  dan~ F ( x )  den Grad N = n -~- k, 
so genfigt offenbar  das 1)olynom 

F (x) : a 0 F (x) - -  A 0 x-" -  '~ ] (x) 
der  U n g l e i c h u n g  

<_- ! ~ I .  (2 II(-~) 
uad ist hSchstens vom Grad N - -  1 = n + k - -  1. Also gibt  es nach Ann~.kme 
zwei Polynome -F0 (x) und F*  (x) mi t  gaazen rat.ionaien Koeffizienten hSchstens 

yore  Grad  N -  n -  1 bzw. n -  1, so dall 

~ _ P  (~) = ] (~)_~0 (~) + ~ ,  (~) (/z = m ~  (0, N - -  n) = d - -  1) 
l i n d  

~[~.(~ =< ~ (217~) ~, ~ =< ~ (~17~[) ~ 
ist. Setzt  m a n  

F o (x) = ado--' A o x N-'~ + 1~ o (x), F* (x) ~-- F* (x), 



694 K. Mahler. 

so wird jetzt  in der Tat  

a~ Y (z) = / (x) F o (x) + F*  (x) 

und die zu beweisenden Ungleichungen 

< <= 

sind erfiillt ~). 
2. Von jetz~ ab bedeutet 

] (x )  ---- ~ aa x ~-t~ (a = ]/-(-~-I ~ 1) 

eine Polynom mit gamzen rationalen Koeffizienten mindestens vom dritten 
Grad, das im Kgrper  der rationalen Zahlen irreduzibel ist. 

Seien r und s zwei natiirliche Zahlen, yon denen die erste groin, die zweite 
abet kleiner ak~ n ist; v ~ bedeur~ eine feste p(~itive Zahl, m dieienlge nariirliche 
ZaM, die der Ungleichung 

m _ ~  (~+0+1 1 ) ~ < m + l  

geniigt. Zu jeder natiirlichen ZaM A gibt es genau 

N = (2A + 1)~m+r+l)(~+l) 
Polynome 

m + r  

P ( x , y )  : I ]  Z A h k z h Y k  
h~O k ~ o  

yore Grad m + r in x, s in y mit ganzen ratiormlen Koeffizienten, die nur 
der Ungleichung 

geniigen. Wird gesetzt 

1 0 t P ( x ,  y) (l ---- O, 1 . . . .  , m - } - r ) ,  Pz (x, y) = X~. a z ~ 

so besitzen auch diese Po]ynome ganze rationale Koeffizienten; speziell ist 

- " +  
P~(x,  X) ~.~ A h , x  h+~-z  (l = O, 1 . . . .  , r e + r )  

h ~ O  k ~ o  

in x hSchstens vom Grad m -~- r + s - -  1 mad geniigt der Ungleichtmg 

m + r  

- - - -  z) / + 1  

m + r + x  

k ~ o  

"-) I)er Hilfasatz bleibt offenbar richtig, wenn d durch eine grOBere Zahl er- 
set~ ~ird. - 
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blach 1. kSnnen zu Pz(x, x) zwei Polynome P~0 (~') und P~(x) mit ganzen 
rationalen Koeffizienten bestimmt werden, so dab 

a'~+'+lP~(x,x) ---- /(x) P~o(x)+P~(x) (l ---- 0 ,1  . . . .  , r e + r ) ,  

"~ 2 m+'+~A(2a)  m * ' + l  = (4a)m+~+~A 

ist, dean es besteht die Ungleichung 
max (0, m - ~ - v +  s - - l - - - n +  l) ~_~ m +  r +  1. 

Also gibt es fiir das System der nr  Koeffizienten der r Polynome 
P ?  (x)  (l  = 0 ,  1 . . . .  , r - -  1) 

hSchstens 
( 2 ( 4 a ) ' ~ + ' + I A  + 1) '~r < ( (2A + 1) (4a) '~+ '+1)  ~" = M 

versckiedene MSgiichkeiten. Bestimmt man die natiirliche Zah] A dttrch 
n 

2 A + l  .~  (4a) (~+~+l)~ 2> 2 A - - l ,  
so ist aber 

M ~ . ~  
wegen 

( m ~  r-~ 1)(s~-  1) - -nr?> zg.r. 

Folglieh gibt es dann in der Menge der N Polynome P (~, y) mindestens zwei 
verschiedene Polynome P ' (x ,  y) und P"(x, y), fiir die die zugeor&aeten 
Polynome 

Pi*(x) und P['*(x) (l---- 0 , 1 , . . . , r - - i )  

gliedweise der Reihe nach tibereinstinmaen. Die Diiferenz 

R (x, y) ---- P '  (x, y) - -  P "  (x, y) 

verschwindet nieht ideatizeh; ferner ist 

< 2 A  < ( 4 a ) ( ' ~ + ~ + ~ ) ~ + l  < 2 (4a )  (~+ '+~)~  

und wenn 
i)h+~: R (x, y) 

Rak(x, y) -- 

gesetz~ wird, so sind alle Polynome 

Rho(x, x) (h ----- 0, l . . . .  , r - - l )  

olme Rest dutch ] (x) teflbar, also vor, der Form 

R~o ( z ,  ~)  = / ( z ) / / ~  ( z )  (h = 0 ,  1 . . . . .  r - -  1). 

Offenbar b-estehen folgende Taylorentwicklungen: 

R~o (x, y) -~ ' Z ~  2 Rh,~ (z, z ) ( ~ ) ( x -  z) ~-~ ( y - - z )  k 
h=o k=o (i = 0 , 1 , . . . . r e + r )  

oder 
R~o(x~ y) = (x- -z ) ' -~ .F, (x ,  y, z) 4- (y--z)G~(x,  y, z) + ](z) H,(x,  z), 
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mit den Abkiirzungea 

h = r  k = 0  

r--1 2 

h~-0 k = l  

r--1 

Diese neuen ~'unktionen sind s~ t l i ch  Polynome, und zwar habenF~(x, y, z) 
und Gi(x, y, z) ganze rationale Koeffizienten. Fiir i ~ > r  verschwinden 
Gi (x, y, z) und Hi (x, z) identisch. 

3. Da das Polynom R(x, y) nicht identisch verschwindet, so sind in der 
Entwicklung nach Potenzen yon y 

x 

(x, y) = ~ uk(x) y~ R 
k ~ 0  

nicht alle Polynome 
~'o(~), u~(x)  . . . . .  u~(x)  

identisch gleich Null. Seien etwa genau s' ~- 1 (s' ~ 0) yon ilmen: 

u~0 (x), u~  (x), . . . ,  u~,(~) 

iinear ~,n~.bh~ingig in bezug auf den KSrper der rationalen Zahlen; da ihre 
Koeffizienten in diesem KSrper liegen, so sind sie auch linear unabh~ngig in 
bezug auf den KSrper der komplexen Zahlen. 

Ihre Wro~ski-Determinante 
10 ~ %j (x) 

(x) = - - ~ - - I  ( i , j  = 0,1 . . . .  , s') 

verschwindet also nicht identisch. Diese Determh~ante ist aber hSchstens 
(s-]- 1)-reihig mad ihre Elemente sind Polynome rait ganzen rationalen Ko- 
e~zienten hSchstens vom Grad m q- r. Folglich ist A (x) ein Polynom mE 
ganzen rationalen KoefCqzienten hSchstens vom Grad (s ~ l) (m @ r). 

Sei von jetzt ab r ~_ s, also erst recht r ~_ 8". Nach Annalmae lassen 
sich die Polynome u~,(x) linear mit offenbax rationalen Koeffizienten dutch 
die Polynome u,~ (x) ausdrficken. Dadurch geht R(x, y) tiber in eine Summe 

St 

mi~ gewissen s" 2r 1 Polynomen 

uo (y j, U~ (y), . . . ,  us, (y),  
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die rationale Koeffizienten haben, yon niederem als n-tern Grade sind mad 
yon denen kein einzig~ identisch verschwindet. Diflerenz~ert man die Dax- 
stellang yon R(x, y) wieclerholt nach x, so kommt man zu folgenden linearen 
Gleichungen flit die Polynome U, (y): 

~P 

1 (') (x) Uj (y) = (x - -y ) r -4  ~,~ (x, y, y) -~- / (y) H~ (x, y). R~o (x, y) = H. Uk 1 
j = 0  

Sei A~(x) die Unterdetermi,a.ute des Elementes u(~(x) in der Determinante 
d(x) ;  die vorige G]eichung werde mit i! Ai(x) multipliziert und tiber 
i ~- 0, 1, . . . ,  s' summiert; dann folgt 

$1 

A (x) Uo(y) = ( x - - y )  ~-~' ~ i! ( x - - y )  ~'-~ A,(x)P~(x, y, y) 
i ~ O  S t 

+ t(x) ~ i! ~,(~) H,:(x, y). 
l ~ O  

Dieser Gleichung entnimmt man aber, dab die sSzntlichen Polynome 

zJ (~)(x) U o(x) (h = 0, 1, . . . ,  r - - s ' - - l )  

and also auch die ~mtl ichen Polynome 

A(h)(x) (h = O, 1 , . . . ,  r - - s ' - - l )  

dutch ~(x) tel]bar sind, weil Uo(x ) yon niederem Grad als das irreduzible 
Polynom ] (x) und daher hierzu t.eilerfremd ist. 

Wegen der Irreduzibilitgt y o n / ( x )  ist somit das Polynom A (x) durch 
](x) ~-~', also erst recht dutch ](x) ~-~ teilbar; wird 

A (x) = / ( x y - ~ D ( x )  

gesetzt, so ist aueh D(x) ein Polynom mit rationalen Koeffizieaten und sein 

Grad iibersteigt nicht den Weft 

(s -~- 1)(m + r ) - - ( r - - s ) n  = (s ~- 1 ) ~ r - - ( r - - s ) n  

# r + ( n - - 1 ) n  = d3). 

4. Seien p--~ trod P-~- zwei g.ekiirzte rationale Zahlen and 
qa q2 

max(IT21, [q21) > 2(4a)  (=+~+ 1)~, 
also ers~ recht 

~) Es gilt sogar (s' + 1) (m + r) - (r -- s') n ~ Grad yon .D(x), woraus s" = * 
fiir ~ ~ 1 und grol~es r folgt, and damit werden die U# (y) wieder iiberfliissig. Bis 

10. brauehte r]~nn f'~r ~02 Ilur die triviale Einschrknkung qs =~= 0 gemaeht zu werden. 
q2 

(Anmerkung yon C. Siegel.) 
:Mathemat~sche Annalen. 107. 46 
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In der Entwicklnng nach Potenzen yon x 
m + r  

R(x,y) = E x~'Vh(Y) 
h = o  

ist mindestens eins der Polynome Vh (y) nicht identisch Null. Seine Koeffi- 
zienten sind ganz rational mad nach der vorigen Annahme kleiner als eine 
der Zahlen [ P2] und [ q21 ; das Polynom ist also nicht dutch q2 Y - -  P2 teilbar, 

folglich an der Stelle y---- P" yon Null verschieden. Als Funktion yon x q~ 
ist daher 

~t 

j ~ 6  

nicht identisch gleich Null, so dal~ auch nicht alle Zahlen 

zugleich verschwinden. 

Wegen 

A (x) U e (y) ~- 

Uj q~ ( j  = 0, 1, . . . ,  s') 

0hne Einschr~nkmne ist etwa U ( P~ ) ~ O. 
,~ 6 \ q . 2  / 

~ i! A~(x) Rio(x, y) 

besteht abet die Identit~it 
8 s 

i ~ 0  

Die llnlce Seite verschwindet nicht identisch in x und nimmt den Wert Null 
attBer bei den Nullste]]en von ](x) nut noch bei den Nullstellen yon D(x) an. 

Das Polynom [(x) kan~ wegen seiner Irreduzibilit/it die Zahl pl nicht zur 
ql 

Nullstelle haben. Dagegen kSnnte das Polynom D (x) bei x = pl verschwinden, 
qa 

abet hSchstens zur Ordnung d, da sein Grad nicht gr5Ber ist. 
Mindestens eine der d + 1 Zahlen 

mul~ demnach yon Null verschieden sein, etwa 

Dutch wiederholtes D~erenzieren der Ident i ta t  
SF 
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kommt man zu der Gleichung 
4 '  j 

~,,,~(~)~,-c"~-~Z 2,-'(~§ A'~-''~'~'~R ~'~' 
i = O  h = O  

deren linke Seite nach der vorigen Bemerkung nicht verschwindet, deren 
rechte Seite aber eine Linearform mit endlichen Koeffizienten in den ZaMen 

R /pl p~) (h : 0,1, d + s ' )  h,o tql '  ~ . . . .  

ist. Folglich mul3 mindestens eine dieser Zahlen von Null verschieden seln, 
( , etwa die Zahl Ri, o ~ ,  q~-~.). Der Index i ist hSchstens gleieh 

d + s S ~ O r ~  ( n - - 1 )  n + s ~ O r + n e - - 1 .  

Von jetzt ab setzen wit voraus, dal~ 

v ~ <  ~ r > 2 n  2, 

also erst recht 
i ~ r - - 1  

ist. In der Identit~t 

R , o ~  ~ = ( ~ _ ~ ) r _ , ~ , ( ~ ,  ~ , ~ t + ( ~ _ ~ ) ~  ~ ~ ~ ~) 

ist dann die linke Seite von Null verschieden, wghrencl rechts der Faktor  

Pl 
- - -  - -  Z ql 

zu einer positiven Potenz vorkommt. 
5. Die bisherigen Entwickhmgen haben zu folgendem Ergebnis gefiihrt: 
H i l f s s a t z  2. Bedeute: 

/(x) ei~ irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koe]]izienten yore 
Grade n ~ 3, 

a die natiirliche Z a ~  ] ~ [ ,  
s eine natiirliche Zahl kleiner als n, 
r eine natiirliche Zahl gr6fler oder gIeich 2 n 2, 
z9 ~ �89 eine positive Zahl, 

m die nati2rliel~e. Zahl m = [ ( :  ~-~?1 - -1 . ) r ] .  

Dann gibt es ein Polynom R(x,  y) mit ganzen rationalen Koemizienten, das 
in x l~hstens yore Grad m + r, in y hSchstens vom Grad s ist, der Unfleichunq 

I ~  = < 2(4a)(* +,-+ 1)~- 

geniiflt und /olitende beiden JEigenschal-ten be~'itz:t: 
46* 
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a) Setzt man zur Abkiirzun 9 
F~ (x, y, z) 

-22  - 

h = r  k=O 

Gi(x, y, z) ~ / Rkk(x,  y) r-1 , - - i~+kR(x 'Y )~  

h = 0  k = l  

h = o  

so sind diese drei Fun~ionen Polymm~e in x, y, z, die ersten beiden sogar 
mit 9anzen rationalen Koe]]izienten, und geniigen der Iden t i~  

Rio(x, y) = ( x - - z ) ' - ~ F i ( z ,  y, z) + (y - - z )G i ( x ,  y, z) + ](z) H~(x,z). 

b) Sind P~ und P~ zwei gekiirzte rationale Zatden mit ql q~ 

max (} p2 ], I q2 I) > 2 (4a)  (m +~ + 1) -~, 

so gibt es eine natiirliche Zahl 

i <.~ ~gr + n 2 - - 1  ~ r - - l ,  
so daft die Ableitun 9 

nicl~ ~ersch~].et. 

II. 
6. Die Gleiehung 

](x) ~ aox"-q-a lx  '~-~ + . . .  --~-a,~ = 0 

ist nach Vorausse~zung ira KSrper tier rationalen Zahlen irreduzibel. Wir 
nehmen an, da~ sie im KSrper R der reellen Zahlen eine Wurzel ~, im KSrper/~ 
tier Pl-adisehen Zahhn eine Wurzel r im K5rper R~ der P2-adischen Zahlen 
eine Wurzel r usw., schliel~lich im K5rper R t der Pt" adischen Zahlen eine 
Wurzel ~ besitzt; dabei sind Px, Pz . . . . .  Pt  endlichviele verschiedene Prim- 
r~hien. Die KSrper R, R a, Rz , . . . ,  Rt sind bewertete KSrper; einer Zahl 
r ~ 0 aus R wird ars ~rert 1~1 ihr absohter Betrag, einer Zahl ~ # 0 aus R~ 
wird far ~r = 1, 2, . . . ,  t als Weft t~l& diejenige Potenz P ~  zugeordner, 

ffir die die ZaH P~ar  eine P~-adische Einheit; izt; die Zahl Null dagegen 
hat in a l l en  KSrpern dea Wert Null. Da der KSrper tier rationaIen Zahlen 
in allen KSrpem R, Ra, R 2 . . . . .  Rt als Unterk6rper enthalten ist, so sind 
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flit seine Elemente s~mtliche Bewertungen gleichzeiVig definiert. ~ ganze 
rationale Zahlen ~ ~ 0 geniigen diese Bewertlmgen spezieU der Ungleichung 

t 

Welter gelten fiir Zahlen aus den K6rpern R, R1, R2, . . . ,  R, die Reehen- 
rege]n 

o~/5.{~. = ie~l~. Ifl*[e., lu~ +ft . [e .  ~ max(]~]p. ,  ]fl*lP.) (z = 1, 2 , . . . , t ) .  

AIs Anwendung hiervon beweist man leicht die Ungleichungen 
t 

I~[__<a+l; {~,lp ~_~a, ( r - - l , 2 , . . . , t ) ;  1 / n m x ( 1 ,  t~,tp .) ~_~a. 

7. Naeh Satz 2 and seinen Vomussetzungen ist offenbar die Zahl 

(PlPj) ~ = q ~ + r - ~ q ~ R i o  ~ ,  q~ 

ganz rational mad yon Null verschieden, ferner 
n m + r  s 

h ~ O  k ~ o  

"also 
n m + 7  s /~-) 

R,o(x, y) < 2(4a)(~+"+" 3 ~ ~ ( x~*-iy~. 
h = 5  k ~ O  

Wegen 
h 

l = O  

uncl 
m + r  m + r - - i  m + r - - ~  

h = 0  h ~ 0  h ~ 0  

s ~ 8 

k ~ 0  k = 0  

folg% demnach 

Rt0(x,y) ~ 2 m+r+l(4a)  (= + ~ + l ~ ( l + x )  = + ' - * ( l + y ) s  

und hieruus 

i % t ~  2 -  + ,  + ,  ( ,  ~)(~ +~ + ~) ~ ({ p~ ! + t q~ t) ~ + ' - '  (I ~ t + I q~ t)". 

beliebige ganze rationale Zahlen T mad q werde die Abkiirzang 

IP, q[ = max (IPl, Iql) 
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eingefii_hrt; wegen 

I p ~ l +  Iq~l =< 2 1 ~ , q ~ l ,  Ip-,I + Iq~!<21p=,q=l, (m+r--i)+s<m+r+n--1 
ergibt sich dann 

t~,1 _<_ 2"(.~+.)+,~(4a)("+'+l'-}lp.q~l,.+.-~[p2,q21.. 
Weil ~ ganz rational ungleich Null ist and dieser Ungleichung geniigt, 

so ergeben sich fiir die Bewertungen dieser Zahl nach 6. nun leicht die unteren 
Schranken 

I~,t-->__ i, 
, ; 9  

1 ~ ,  I~  -->_ {~~ (~ +'~ +"  ( 4 . ) ( ~  - " §  ~ l p~, ~ t " + ~ - ~  I p--, q~ I" } - ~, (~ = 1, 2 . . . . .  t), 

"2 m r n ( m + r 4 ~ 1 ) ~  11t~itP~ {2"( + )+ (4a) Ip~,qil,,+~-~tpu, q2l,} - , ,  
t 

I~,1H I~,[~,_> 1. 

8. Sei ferner 
�9 ' . p . 2  ~'1 / 

und 
qe  ' ' 

( 3 =  1,2, ..., t) 

Um fiir die Bewertungen dieser reellen bzw. P~-adlschen Zahlen obere 
Schranken zu gewinnen, muff in beiden Fiillen verschieden vorgegangen werden. 

Fiir die beiden Zahlen ~i und (5i kommt man so zum Ziel: )2hnlich wie 
in 7. erh~ilt man aus 

R(x,y)<2(4a) ~ , Z ~ Y  t~ 
a ~ O  g ~ O  

die Majorante 
m + r  s 

R a e ( x ' y ) < 2 ( 4 a ) ( ' §  Z Z(h)(fl~) x~-hy'~-I:' 
a = O  f l = 0  

wegen /~t ~ a + 1 

somit die Ungleichung 
~2 

' / ~ ' / ~ ( ' ' ~ ) l  < 2 ( ~ a )  ( ' + r + i , ~  (a + 1)~+~ -~-~ .  
a = O  f / ~ O  

Von jetzt ab nehmen wit 

an, sowei* diese Absolutbetri~ge vorkommen. Dann ist offenbar 
m + r  s 

h~o  k~O 
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und wenn man die letzte Schranke einsetzt und die Summationen iiber h 
und k ausfiihrt: 

S ~ <  2 (4a )  ( ' + ~ + ' ~  

Es ist abe, wegen a >__ 1 

Y Z (:)(~ + ~)'(~ + ~)~ 
a = O  # ~ o  

(:) < Z (:.) = ~~ < ~'+" 
m+r ~n+r 

Z (~)(a + ~)'(o + ~)~ ~'+" Z (~ + ~)~ 

--'< 2m+" Z ( m + ~  r ) ( a + 2 )  ~ = 2'~+'(a+3)  "+'=<(2-4a)  ''+', 
a = O  

Z(a + ~)~ <= Z (  ~ )~ Io + ~), : (o + ~)'<= (~a)~</~a)" ' < =  = ~ ( ~ a )  
t~=o ~=o 

also erhiilg man 
7~ 

S < . } , ( 4 a ) ( " + ~ + ' ) - Y ( S a )  m ' ' + ' ~  
und sehfieglieh 

,+ , ) "  a),~+r + .  I~+~-;Iq2I. m a x ( ] ~ l ,  I(~I) ___ �89 r 7 ( 8  Iql 

Noch einfacher kommt man zu Schranken fiir ~i~ und (fii~. Diese Aus- 
driicke sind Polynome in ~, mit ganzen rationalen Koeffizienten h5chstens 

vom Grad m + r + s; ago ist 

ma~( l~ . l . . , l~ . l~ . )  < mayO, Ir ~ + ' + '  

Wegen 

fol~ hieraus 

max (1, I $~ [~)'n +" + " -  1 

t 

(T = 1, 2, . . . ,  t). 

max (t~,~l~, I ~--i~D ~ a'n+'+~-I 
t 

9. Die Abse)~tzungen in 7. mad 8. wenden wir aM die Gleichang 

i p o Z~ 

1 tO~ q I , q~: q.,.' 

(~ ---- I, 2, ..., t)~ 
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an, indem wit fiir z der Relhe nach ~, ~1, ~ . . . .  , ~ einsetzen; dann f/ffit 
jedesmal rechts das htzte  Glied fort und man kommt zu folgenden Formeln: 

aus welchen dutch ~J-bergang zu: den Bewertungen 

( !'-~ ) 

(~ = 1, 2 . . . . .  t) 
folgt. Je tz t  werde fiir 

ihre unt~re bzw. ihre obere Schranke eingesetzt; alsdann kommt man zu den 
Ungleichtmgen: 

ma ~ - - ~ i  ' "~--~.  ~ {(8a)"+'+"(4a)('+~+'TIq~l'+'-'lqzt'}-~" 

I [  max(lP~--flSI;-~ ', IP~--q~51e,) 
q S ~ l  

{2~(" +') + '~a'~+r +'~-x (4a)(m+ ~ + ')~-ip~, fl t,,, +,-'lp~, q21"} -~, 
t 

n 

___ {a"+ , §  (8 a ) - §  +,, (4 a)(" + ' §  ~ ) ~  I n 1., + ~ - '  I q~ I*} -~ .  

Die Ausdriicke auf dex rechten $eite kann man noch etwas vereinfachen. 
Nach Voraussetzung ist 

n~_~3, r : ~ 2 n 2 ~ . 2 . 3 . n : 6 n ,  
demnach 

m + r + n . ~ m + r + g , ~  1 +  ( r e + r +  1); 

somit hat  man 
(Sa)m* ~+n <= (4a)a(,~+r+~), 

2~(m+r)+,,a~+~+~-~ .~  (4a)S(,~+r+ ~) 

a . . + , + - - ~  (8 a)" +" +" ~ (4 a)~ (" + '+  ", 
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und die obigen Ungleichungen gehen iiber in 

I $~[--1 max - ~ - - r  , ~ - - ~  _~ .(4a)('~+~+l)(3+~)lq~[=+'-'l% 
i 

max ( [ px - -  qx ~ [~ ', l p2 - -  q~ S I z~) 

{(4a)(m+r+ ~)(a+ ~)t?l,  qll,,+,._,[p2, q~ i,}_~, 
t 

{(4a)(~+~+" (~ +-~)tp x, qzt,,+~-~lp2, qul'} -~, 
t 

max  i q 1 :. q~ 

{(4 a)(m+ r + z)(a+ }) lq~ 1~ +,_,1 q~ i,}_1. 

Man beachte, dal~ bei der ersten und letzten yon diesen Ungleichungen 

ql ~ ; q~ ~--- 
vorausgesetzt  wird. U m  in allen vier F~llen mSglichst gleiche Formeln zu 
exhalten, ersetzen wi~ auf der rechten Seite dieser beiden Ungleichungen 
die. Ausdriicke [ qll und I q~ [ dutch IP~, qz I mad t Pa, q~ l, was offenbar erlaubt 
ist. Dann kommen wit schliel]lich zu dem Ergebnis, da~ keine der vier Zahlen 

E,~, o) = (4a)(r~ +,-+ z)(3+-~-.)I T1, qz [" +" - '  [ P2, qg-[* max ("~-~- ~ " ' - ' ,  i q_~ "!1' 

= Pl, qzl'~+~-*lP~, q2t ~ 
• max(lpz__q~g ~ , - i  

-E(o,t) = (4a)(m+r +a)(a+-~) lPl, q,l'~+'-*lp=, q~l" 
t 

= g - r  ' ; g  
t 

x H m a x ( l P z - - q ~ r  "-~ 

ldeiner als Eins sein kann. 
10. Von jetzt ab werden folgende vier FMle untersehieden: 

(1, 0): Untersuchung der ~nnr~herung tier einzelnen Zahl r 
(0, 1): Untexsuchung dex Anng.herung der einzelnen Zahl ~ ."  
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(0, t): Untersuehtmg der gleichzeitigen Amaiiherung yon Sa, ~2, �9 Ft. 
(1, t): Unt~rsuchtmg clef gleichzeitigen Ann~therung vott $, $1, ~2, - - . ,  ~ .  

B e d e u t e  k und O zwei positive Zahlen mit  

- -  9/ k ~  l, ~ ~ + l + s + O < n ,  

ferner im Fall (0, t) /'1, F 2 . . . . .  F t  t positive Zahien mit  
t 

, l r~  1 

trod im Fall (1, t) To, Fa, F.2 . . . .  , F ,  t ~- 1 positive Zahlen mi t  
t 

An die f:riiher eingefiihrten GrSgen sollen folgende Forderu.ngen gestellt werden: 

1 o 

2 .  r ~ 2 ~ s @ 1 n ~ 

1 1 

(k ~ IP~, q~[)~ --<_ !pc, q-,i < (/c ~ IP. q~l) ~+~, 4. 

ferner im Fall  (1, 0): 

5. 

6. 

im Fall  (0, 1): 

5 .  

. 6 .  

im Fall (0, t): 

5. 

6. 

und im FMI (1, t): 

5. 

. 

i Pi CI < k]Pi, qil -fl, 

~--~: <= ~t~, q~l-~; 

IP2--q2r ~ (ktP2, q-zj-~) r" 

ftir T ----- 1, 2, . . .  t, 

fiir 7 : = 1 , 2  . . . .  t, 

I p~ r ~ - -  =< (kip1, qll-,*)ro; 
]T , - -q l~ , ] .~ ,  ~_ (]r ql]--l~) Fz 

JP' --C I < (~l~, q~l-h~o; 
Ip~--q~,,b.,, <= (kips, q21-~)r, 

f i i r r  1 , 2  . . . .  t, 

fiir x = 1 ,  2 . . . .  t. 
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Zu diesen sechs Forderungen kommen die folgenden Bedingungen hinzu, die 
bereits ffiiher gestellt warden: 

A: In allen vier F~itlen: 
r ~  2n 2, 

B: In den FSllen (1, 0) und (1, t): 
J P l  
i - - - - ~ _ ~  1, 
i ql 

C: In den Fs (1,0) trod (1, t): 

p2 ~ < 1 ,  
q2 

D: In allen vier F~llen: 
~t 

IP2, q21 ~ 2(4a) ('+T+I):~ 

Diese vier Ungleichungen sind jedoch Folgerungen aus 1 bis 6. In der 
Tat fol~ A trivialerweise aus ] und 2. Welter ist 

8 8 

also 
)( )( ) - 

K ~  (4a 7%q +~ .~+~ k, ~ 

wegen 3 daher erst recht 

so dal~ wegen 5 auch die Ungleichung B in beiden F~llen (1, 0) und (1, t) erffillt 
ist. Weiter besteht wegen 2, 3 und 4 die Ungleichung 

li~ q2i > (4a) ('7~+~)T\:~+~)I~(s+b~ a 

Hierin ist jedoch 

- ~ + ~  r . . . . . . .  r-t- ~ m + r + l ;  

n 2 n ~ 1 2 n 4 l 

( * + l ) O f l  ~ - -  fl ( s + l ) ~ o - - ~ - ]  ; 
daher gilt sowohl 

[P2' q2 ) >  ~lifl, 
als auch 

)Pu, q21 > (4a) ̀m e ,+, ) (s+ ~) > 2 (4a)(~+~+~)~. 

Aus 6 und der ersten dieser beiden Ungleichungen folgt in beiden Fgllen (1, 0) 
und (1, t) die Bedingung C; die zweite Ungleichnng ist mit D identisch. 

Untex den Annahmen 1 bis 6 bleiben demnach alle bisherigen ScMiisse 
erhalten; speziell kann demnach keine der Zahlen E(1, o), E(o, 1), E(o.o, E(,, 0 
kleiner als Eins sein. 
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11. Um diese Aussage zu priifen, werde in der Definitionsgleichung 
dieser Zahlen fiir 

I l, I ~  ~ - - C  I P : - -q :C~ IP~' tP2 

Wert  nach den Forderungen 5 und 6 eingesetzt. Wegen 

max ((51 pl, ql I-?) r~('-'~, (5 [P2, q2 }_fl)r~) 

= max ((k I P:, ql I-fl) " -  i, (5 IT2, q2 ]_fl))r, ffir r = 0, 1 ..... Z 

gelsngt man dann in allen vier Fgllen zu derselben Abschgtzung 

E(1, o) ~ max (El, E2) , E(o, 1) ~ max  (El,  E2) , 

E(o,t) ~_~ max (El,  Ee), E( u t) ~--~ max  (El, R2) , 

wobei zur Abkiirztmg 

~ = ( 4 ~ ' ) ( ' + ' + ' ~ ( ~ + ~ ) t ~ ,  q~J~+'- '  ~'~ ~Fp~, q~l ~5~-~, 

= i ~ ,  q~ I ~ +~-'ip~, ~ 1"- ~ 
gesetzt wurde. Diese Ausdrficke gehen wegen 4 fiber in 

E 1 < (4 a) ̀ ~ +r + 1) (z + ~ )  I P,, qx }e, ]r B,  ~ (4 a) (~ +" = "  (a + ,~) 

mit  den Exponenten 

e I -~ m + r - -  i - - f l  (r - -  i) q- s (r + 1) =: (m ~- r - -  (fl - -  s) r) + i (f l--  1) + s, 

e2 = m + r - - i + ( s - - ~ ) r  --: ( m + ~ ' - - ( f l - - s ) r ) - - i  ~ e,: 

h ~- r - - i - - ~ ( r + l ) <  1 s s, 

Aus den Ungleichungen in Hilfssatz 2 

m ~ ( s - -~-  - -  n --~- O1 1) r, i = ' ~  O r @ n  2 - -  1 

folgt aber 

( ' )  e: ~ - -  0 - - 7 - - ~ -  ] r + ( ~ - - l ) ( O r + n 2 - - 1 ) + s  

- -  - -  fl - -  7 - ~  r + ( fl - -  l ) ( n 2 - - 1 )  -~ s; 
al] s 

f i ~ n ,  s ~ n - - - 1  
folgt ferner 

(f~-- 1) (n ~ - -  1) + s ~ n~. 
Die Fordertmg 2 liefer~ demnach die Absch~itzungen 

( " ) max (el, e~) ~_ - -  (O - -  fl 0) r,  max (]1, 12) ~ 1 - -  ? + 0 r, 
so das 

~ , ~  (E,, ~,.) =< (4 a )"  +" + ~, ( '  +-:)1 ~,~, q: l-  '~-P~" 5 ( ' -  ~ + ~) ", 
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wegen 

demnach 
I 'n O\ / n \ s , r 

(o-~)  (4 a) ~,~T1 + ) ~,~ + -~) k ~ - ~ ~ ~} (E .  E2) {1 m a x  Pl, fl  I- 

wird. Alff der rechten Seite dieser Ungleichung ist der Exponent 

nach Forderung 1 positiv; Forderung 3 ergibt folglich 

E~ < I, E 2 < 1  

und damit einen Widerspruch. Also sind in keinem der vier FMle (1, 0), 
(0, 1), (0, t), (1, t) die Forderungen 1 bis 6 miteinander vertr~glieh. 

Damit ist gezeigt, dal] zu den Wurzeln ~, Cx, $z,-- . ,  Ct und zu ge- 
gebenen positiven Zahlen ~, O, k, sowie F x, F 2 , . . . , / ' t  im Fall (0, t) bzw. 
-/10, Fa, Fz . . . . .  F~ im Fall (1, t) unter den Voraussetzungen 

/ ' a + / ' ~  + . . .  - i - / ' ,  = ~ bzw.  F o + F x + Y 2 +  . . .  + P ,  = 1 

keine zwei gekiirzten rationalen Zahlen TJ PA mit ql' q'2 

existieren, die in einem der vier FMle (1, 0), (0, 1), (0, t), (1, t) den Un- 
gleichungen (5) und (6) geniigen. Also ist der folgende Hilfssatz bewiesen: 

H i l f s s a t z  3. Bedeute: 
](x) ein irreduzibles Polynom mit ganzen ~ationalen Koe//izienten yore 

Crrad n > 3, 

eine reeUe NuUsteIle yon [(x), 
P1, Pz, . . ., P t t  verschiedene Primzahlen, 
~ ]iir v ~- 1 , 2 , . . . , t  eine P~-adische NullsteUe yon ](x), 
s eine natiirliche Zahl kleiner als n, 
,9, O, k drei positive Zahlen mit 

n 1 o fl= +---~+s+O~n; ~ '  ~<-F' k > l ,  
K die aus ihnen 9ebi ld~  To~itive ZaM 

K = (4a)  mi.(x,o-~a) k s - ~  , 

Y I, Y s . . . .  , Y t  iza Fall  (0, t) t positive Za~len der 8umme 1, 
F o, Y~, I ' ~ , . . . ,  F ,  im Fall  (1, t) t + 1 positive Zahlen der Summe 1. 
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Die Paa~e p, q teiler/r ganzer rationaler Zahlen, die der Ungleichung 

(1,o) 
bzw. der Ungleichun 9 

bzw. den t Ungleichunc_len 

(o,t) lp--qS~r~ <~ (k jp, q l - ~ )  ~ (~ = 1, 2 . . . .  , t), 

bzw. den t + 1 Ungleichu~en 

I q - -  p ~ <= (k lp' ql-'3 ~o, (1, t) 

I p - -  ~ r J~, _< (~ I p ,  q I - '~Y �9 (~ = 1, 2 . . . .  , t) 

geniigen, be]riedigen entweder alle die Unqleichunq I P, q] ~ K, oder es gibt 
auch solche LSsungen mit [p, q] > K, und wenn Pl, ql eine yon ihnen mit 
mSglichst kleinem ]Pl, qll > K ist, so be]riedigen alle anderen hiere, on die Un- 
g~eichung 

"t �9 o t  In diesem Satz ist speziell enlbhalten, dag die beiden Unglelehun~,en 

I v----r l < ~lp, ql-~ !o2 
und 

nut endlichviele L6sungen in 1)azren p, q teflerfremder ganzer rationaler 
Zahlen besitzen (Satz yon Thue-Siegel). 

12. Es gelingt jetzt, den folgenden Satz zu beweisen: 

Sa t z  1. Bedeute ~, ~1, ~2 . . . .  , ~t je eine reelle, eine Pvadische, eine 
P2-adische . . . . .  eine P~-adische Nullstelle desselben irreduziblen Polynoms /(x) 
mit ganzen ~ationalen Koe/]izienten yore Grad n ~ 3; sel ]erner k ~ 1 und fl* 
eine Zahl, die der Ungleichung 

r < fl* < n ~ = min s-4-~i -4- s 

geniigt. Dann besitzt die Ungl~ichung 
t 

rain (1, t q - -  ~ ) ] - / m l n  (1, [ p - - q ~ l p ~ ) Z  k t P ,  ql -~" 

hSchstens endlichviele I, Ssungen in Paaren p, q teile~']remder yanzer rationaler 
gahlen. 

B e w e i s .  Da 16" > a ist, so gibt es eine nattirliche Zahl s < n und eine 
positive Zahl O, so dal3 

- -  n fl ~ + l + s + O < f l *  
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ist, also 

mit einer positiven Zahl 2. 

ql  = 

Man hat wegen k > 1 

ii'. -- fl fl~ 

Sei nun 79, q irgendelne LSsung der Ungleichung 
t 

I --q = 

in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen, und zwar mSge 

I P, q l > k~tt~> k~J'~*, d.h. klp, q l -  ~*< 1 

sein. Dann gibt es t-4- 1 nichtnegative Zahlen ?o, 71, Y2 . . . . .  y t, die noch 
von p und q abh~tngen und deren Summe nicht kleiner als Eins ist, so dal~ 

die Gleichungen 
= ( lp, 

ra in( l ,  Ip--qr = (k Ip, ql-a*F~ (~ = 1 , 2 , . . . , 0  

bestehen. Naeh vorhin hat  man 

k[p ,  ql-, ~* <= (k IP, ql-~P+~'; 

also bestehen die Ungleichungen 

m i n ( 1 , 1 p - - q r  )=<(k lp ,q t - ,~ )a+~) r ,  (z---- 1 , 2 , . . . , t ) .  

Jetzt  werde elne natiirliehe Zahl v genommen, so dag 

ist; es ist alsdann 

wobei 

~v ~ t +  1 

'b' 

g. = [v (1 + 2) ),~] 

(z = 0 , 1 , 2  . . . . .  t), 

(z = 0 , 1 , 2  . . . . .  t} 

nichtnegative ganze rationale Zahlen sind und die Reste 
g~ 

e, = (1 + 2) r~ v 
"r 0 t �9 den Un~lemhungen i 

o _ - - < e , < T  

gentigen, folglieh aueh der Ungleiehung 
t 

v 

(~r = O, 1, 2 ,  . . . .  t) 

(3 = 0 , 1 , 2 , . . ,  t) 
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Wegen 

fo]gt hieraus 
t 

K. Mahler. 

t 

~ 0  

t l 

also 

go+g1§ . . . + g t ~ v .  
Es bes~hen die Ungleichungen 

t) ml.  (1,. ?-- - -  r < (~ I p, q 1-~) (' § ~) ~~ < (k I p, q I-~) ~~ 

mi.O, Ip--q~l~) <= (kip, q I-'~)" § =< (kip, ql-~)Y~/~(~ = 1,2,. . . ,t) .  

Werm nun die SHmme der Zahlen 

g o ,  g l ,  �9 � 9  g t  

den Werg v fibersehreitet, so bleiben die vorigen Ungleiehtmgen richtig, wenn 
diese Zahlen ersetzt werden dutch t .4- 1 niehtnegative ganze rationale ZaMen 

!o, h , - - - ,  i~ 
mit 

t 

l o < g o ,  h ~ g ~  . . . .  , /~=<g~; Z t t = v .  
Damit i s t  jeder LSsung p, q von 

t 

mit !T, f] ~ ~,/a ein System yon niehtnegativen ganzen rationalen ZaMen 

to, h , - . - ,  I, 
der Snmme v zugeordnet worden, so daft die Ungleichungen 

i ~ - r  < (~l~,ql-~Y ~ rain 
i 

minO, tp--qr <~ (kl~,qt-e)r~;~ (~= l,s,...,t) 
bestehen; diese Zuordmmg wird eindeutig, wenn z. B. verlangt wird, dal~ der 
Reihe nach/o, h , - - - ,  It mSgliehst klein sind. 

Unter v~ und K verstehe man jetzt wieder zwei positive Zahlen, die zu fl 
und k in der Beziehung wie in t~i!f.~satz 3 stehen; d.h. es sei 

1 o a ~ v ,  o < y  
und alsdann 

( " ) ( - ; )  
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Von nun ab betrachten wit nut  noch solche LSsungen p, q von 

fiir die ]T, ql > K ist; dann ist nach 10. erst recht IT, q[ :> kxt~; um Satz 1 
zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, dab die Anzahl dieser LSsungen endlich ist. 

Alle diejenigen yon diesen LSsungen, denen dieselben Zahlen 

I0, t~ . . . .  , / ,  
zugeordnet sind, werden in der gleichen Klasse Croft... rt zusammengeia~t; 
es gibt 

solehe Klassen, niimlieh so viel, wie die . ~ a h l  der LSsungen der Gleiehung 

/ 0 + / 1 + - - - + / ~ =  v 
in niehtnegagiven ganeen rationalen Zahlen betr~gt. Unter den Elementen p, q 
yon Cr0r~...rt werde dasjenige Element Pl, ql mit mSgliehst klelnem 

[P~, ql I > K herausgegriffen. I-Iierfi~r mid ffir die s~mtliehen anderen Elemenge 
der Menge bestehen die Ungleiehtmgen 

(1, ) < (klp, ql- /o o, 
q ~ 

min (1, IP--qr < (k{P,q[-fl)fJv (v-~ 1, 2, . . ., t). 

Die Zalflen ], sind nicht alle Null lind die Snmme der nichtverschwindenden 
ist gleich v. Wenn e t w a / ,  :V 0 ist, so hat man 

(klp,  ql-a)r, ',~ ~ 1; 

also mug die v-re Ungleichung 

~ - - r  i _<_ (klp, ql-~)f0z ~ bzw. Ip--qt~l~,  _--< (ktp, qi-~) f~'~ 

lauten, je nachdem ~ =-- 0 oder �9 ~ 0 war. 
Lassen wit von den Ungleichungen 

) - ra in ( l ,  ~--~, _< (/~lp, ql-,~)ro! ~, 

~n(1,1p--q~,l~,)__--< (~lp, ql-~) r*r ( ~ = 1 , 2 , . . . , 0  
demnach alle mit verschwindendem ]~ fort, so besitzt das System der iibrigen 
gerade die Form, wie sie im Bilf~satz 3 verlangt warde, wenn man die nicht- 

verschwindenden Zahlen/A mi$ den Zahlen F gleichsetzt. Aus diesem Hills, 

satz folgt abet, dal~ alle Elemente yon Crort...rt der Bedingang 
1 2 n 3 

Ma thema t i s ahe  ~ a n a l e m  107. 4 7  
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geniigen miissen, so dab es nut  endlichviele gibt. Die _4nizam a]ler Klassen 
C/ozt-..rt ist endlich; ihre Vereinigungsmenge enth/ilt folglieh auch nut  
endhchviele Elemente; das war aber gerade zu zeigen. 

III .  
13. Bedeute 

F ( x , y )  = aox~ ~. a l x ' * - l y  ~ . . .  §  

eine irreduzible Bin/ixform mit ganzen rationalen Koeffizieuten vom Grad 
n ~> 3. Wird zu den friiher eingefiihrten KSrpern R, R~, R 2 , . . . ,  R~ der 
reellen bzw. der P~-adischen Zahlen (v ~ 1,2 . . . . .  t) iibergegangen, so 
zerf/illt diese Form unter Umsr Das Polynom 

t(~) = g ( ~ ,  1) 
mSge im KSrper R der reellen Zahlen die Nutlstellen 

und f i i r r  ~-- I, 2 , . . . ,  t i m  KSrper R~ der P~-adischen Zahlen die Nullstellen 

baben; die Anzahlen v und ~ kSnnen dabei irgendwelche der Werte 

0, 1, 2 . . . .  , n 
annehmen. Dann ist 

.F(x,y)  : ( x ~ y ) ( x ~ $ ' y )  . . .  ( x ~ ( ' - ~ ) y ) G ( x , y ) ,  

F (x, y) ( x - - ~ y ) ( x - - ~ ; y )  (x ("~-~) G . . . .  - -$~  y) ~(x,y) ,  
und zwar besitzen die Formen G (x, y) bzw. G~ (x, y) Koeffizienten aus R 
bzw. R~ und tassen sich nur in nichtlineare Faktoren zer|egen, wenn sie 
reduzibel sind4). 

14. Aus der Zerlegung v o n F  (x, y) in R folgt dutch Differenzieren nach x: 

F ' ( z , y )  _ 1 44 - 1 1 _ G'ix, y) 
F(x ,y )  x - - ~ y  x - -~ 'g  2r "'" - ~ - x _ ~ ( * ' - l ) y ~  G(x,y) " 

(Der Index bedeute die partielle Ableitung nach x.) Da in dieser Identit~t 
rechts hSchstens n -/- 1 Summauden auftreten, so folgt aus ihr die Ungleiehung 

_~ a ( z , y )  ] 
. . . .  j .  IF(x,y) I > ~-u 

Nach Ann ahme hat  das Polynom G (x, 1) keine reelle Nullstelle and ist auch 
G (i ,  O) 4= O; also ist die untere Schranke 

~ n  ( IG(~ ,y ) I )  = c' 

positiv trod demnach wegen der HomogeniK4t 

IG (~,y) I - >  c' ~ x  (I x I, ty l )  ,~-,- 

~) Offenbar ist die Diskriminante yon E (x, y) nicht Null; da die Diskriminanten 
yon (7 (x, y) bzw. G~ (x, Y) hieria aufgehen, so kSmaen auch sie nicht verschwinden. 
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Well G' (x, y) ferner homogen yon der Dimension n - -  v -  1 ist, so gibt es 
eine positive Zahl c u, so da~ fiir alle z und y 

[G'(x,y) ~ c'~max([xl, iyi) . . . .  

ist. Also ist stets 
J G (x, y) c ~ 

xl' lyl). 
Nach u ist F (x, y) irreduzibel; somit ist seine Diskriminante 

yon Null verschieden und es gibt je zwei Bin~irformen 

H(x,y) ,  K (x , y )  

der Dimension n -  2 und 
H 1 (x, y), K 1 (x, y) 

der Dimensionen n - - 1  mit rationalen Koeffizienten, so dal] identisch 

F (x ,  y) H(x, y) + F '  (x,y) Hi(x, y) ~- x ~-'~-~, 
F(x ,y)  K(x ,y) .~-F' (x ,y)  Kl(x,y)  ~- y,2,,-~ 

gilt. Da es sich um Formen handelt, so gibt es zwei positive Zahlen d ~I, c [v, 
so daI~ fiir alle x und y die Ungleichungen 

IH (x,y)l <~c 'Hmax(!xl ,  {yl) ~-~,  I g  (x,y)( ~ c"max( lx i ,  iyt) "-~, 
tH,(x,y)l ~ c'v max(] xl, lyl) ~-~, Igl(x,y)l  ~ c'V max(]xl, ly]) ~-~ 

bestehen. Seien jetzt x und y nicht beide gleich Null; wenn darm von den 
beiden Ietzten Identitiiten diejenige mit absolut mSghchst ~oi~er rechter 
Seite beriicksichtigt wird, so e r~bt  sich, dai~ entweder 

IF (x,y) l ~ ~ m a x ( l x ] , l Y l ) ~  

oder 

IP'( ,y)I max(Ixl, tyt) 
sein mu/~. 

Im letzteren Fall besteht wegen 

iF(x,y)l :> IF'(~:,y)l , !a (x, ~) ) .-~ n ~ l  rain( I x - ~ y l ' i x - ~  y[ . . . .  ' l x - -~ (~- '~Y '  G'(x,y) 

und 
G (x, y) c l 

i ~  ~ ~ m a x ( I x t '  t Yl) 

demnach die Ungleichung 

max (I xl, t Yt) ~ -1  d 
__--> 2 ( n .  l)~,v ~ ( I ~ - ~ Y  I, I ~ - r Y l  . . . . .  I x -~ ' -~ )YI '  ~ max (I xl, t Yl)) �9 

Sei zur Abkitrztmg. 

47* 
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geseeze. ~ ' ~  Ixl ~ ( c v +  1 ) l y l  ise dama offenbax 

I x - - r  I ~ m a x  , lyl):>,~-4-~ m~,,~(ixl, lyl) 
(~ = 0,1, . . . ,  ~ - - I ) ,  

f~  Ixl < (c" + a)ly I 

I ~ - - P y l  
1 '{---  ~)  (~. = o. 1 , . .  v - - ] ) .  --- I Y l ~ 7~7_- i max (j , y , ., 

FaBt man alle diese Abschgtzungen zusammen, so e r~bt  sich demnach die 
Existenz einer positiven Konstanten c, so dab Itir alle Werte von x und y 

( ' x  , j x  ~,1 Ix  U , _ , ) ,  ) F(x 'Y)  t ~ c m a x ( I x i ' l Y l p m i n  -y - - r  ~Jy i . . . .  ' J y - -  1 

ist. Hieraus folgt insbesondere hir teilerffemde ganze rat, ionale Zahlen p 
und q die Absch~tzung 

 F(p,q)t = I . . . . .  

15. Die Entwicldmagen ha 13. lassen sich auf die Zerleglmg yon F(x,y) 
in den KSrpern t~ fibertragen. Zuvor wetde ein einfacher Stetigkeit~satz 
bewiesen 5) : 

H i l f s s a t z  4. Ein Polynom g(x) mit P~-adischen Koe]/izienten, nicht- 
verschwindender Diskriminante und ohne NullstdZen ira K&per der P~:adischen 
Zahlen besitzt eine positive untem Schran~ 

rain (I g (~) t~,) = r ,  

wenn ]iir x alle P~-adischen Zahlen eingesetzt werden. Sind speziell alle Ko- 
e/[izienten yon g(x) ganz P,-adisch, der h&hste Koe//izient gleich Eins und die 
Diskriminante eine P,-adische Einheit, so ist ]iir alle P,-adischen Zahlen 

Ig(~)l~-, > 1. 

Beweis .  Ohne Einschrgnkung daft angenommen werden, dab der hSchste 
Koeffizient yon g (x) gleich Eins ist; das Polynom laute ausgeschrieben 

g(x) = x'~ + b l x ' ~ - l  +b2x'~-~ + .. +b,~ 
und es werde zar Abkiirzung 

b --- m a x ( 1 ,  lbaJ, , ,  jb=t~ " . . . .  , Ib~lp,)  

gesetzt. Fttr I xl~e~ > b ist offenbar 

wit besehrimken uns daher yon jetzt ab auf x-Werte mit 

I~1~ <_-- b. 

b) Dieser Satz und sein Beweis  s tammt yon Hensel;  in etwas andexer Bezeichnung 
s teht  er in dem Buch (6), S. 6 6 "  76. 
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Da die P~-adisehen Werte der Koeffizienten der Polynome 

g(~ (z) 

alle hSchstens gleich b sind, so wird folglich 

gr z) IP~ ~ b .b ~ - ~  .~'< b,,,-~ 

Die I)iskrimlnante yon g (x) 

11 bl, b2, ., b~ 

1, b 1, b 2, 

m, ( m -  1)b 1, ( m -  2)b 2, . . . ,  1- b~_l D = 

ist nach Voraussetztmg ungleich :Null. 

h ( x )  = 

kCx) = 

717 

(1 = 2, 3 . . . . .  m) 

(l = 2,3,  . . . ,m ) .  

�9 ~ b m  

x m-2, b~, b 2, 
X m -  31 , 

m, ( m - 1 ) b  1, ( m - 2 ) b 2  . . . . .  l 'b,~-i 

Setzt man 

�9 bm 

l ,  . ,  1, b~, 

0, ( m -  1)bl, ( m -  2)b 2, . . . ,  1-b~_ 1 
0 

b2• �9 , b ~  

O~ �9 . ~ 

0, b I, 
0 

b~, 

m, ( m -  1)b 1, ( m -  2)bz . . . . .  1. b,,,__l 

�9 b,,, 

O, . ,  1 ,  b 1, b2, 

x '=-~, ( m - 1 ) b  D (m-2)b~ . . . .  ,1-b~,._ 1 
X m - -  o 

. 

. ,  b ~  

1, ., m , ( m - 1 ) b , ,  ( m - 2 ) b z ,  . . . ,  1.b~_~ 
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so besteht die Identit~t 

g (x) h (z) + .q'(x) ~(x) = D. 

h(x) ist ein Polynom vom Grad m -  2 and der P=-adische Wert seiner Ko- 
effizienten ist hSchstens gleich b 2=-=, demnach 

k(x) ist ein Polynom yore Grad m - - 1  und der P~-adische Weft seiner 
Koeffizienten hSchstens gleich b ~=-~, demnach 

I k ( z ) l ~  < b=- -= ,  b - - ~  - -  b~(--,) .  
Aus 

g" (x) D--g(z)h(z) 
- -  ~ ( z )  

folgt also, dal~ entweder 

lg(x)lp~ >~ ~ b - 3 ( = - , )  
oder 

Ig(x)lP~ < db-3(=-~), Ig'(x)]p~ >~ db-a(,,,-l) 
sein mu$; dabei ist 

d = I D l ~  
gesetzt. 

Jetzt kann gezeigt werden, d.aJ~ Ig(x)[~, nut dann in P~-adischen 
Punlaen x beliebig klein sein kann, wean das Polynom g(x) eine P,-adische 
NullsteUe besitzt. Sei in der Tat $eine spezielle P~-adische Zahl mit 

d .~ \ 
�9 b a ( 4 - -  1))  I~[p, ~ b, tg(/~) [p ~ < rain (bT<~__~) ' d 

und 6 die P~-adische Zahl 
~i - -  g ( ~ ) .  

g' ($) ,  

b s (m-- 1) 
- - < 1 ,  

ist alsdann 

f e r n e r  

~n 

rZ- - ., 
1 

d= 

< [ g " ( $ ) g ( ~ )  [ ) t  < bm-z b~(m-1) 

b 6 (m"  l) 
Folglich wird 

denn es ist 

g ( ~ + ~ )  = g ( ~ ) + r  ~ = --TY-., 



USW, 

hintereinander: 
d ~ \ 

_ _  , b 3 ( m - -  1)) t~l~__b, t ~ ' ( ~ l ) l e ~ < l g ( ~ ) i ~ < m i n ( b ~ ( ~ - ,  ), '~ , 
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Es wercle jetzt der Reihe nach gesetzt: 

~:1 = ~ + 8, ~i = ~, (~)'(~1) ~:2 = ~:~ -I- ~ ,  

g' ( ~ ) '  

~,' (~) '  

Indem man die ]et~en Abschgtzungen fortw~hrend wiederholt, folgt 

b,~ (m - 1) 

I'~11~'~ -<- d I~,(~.,)1~,-, 
d" d \ 

_ _  ~ m i l 2  b3 (&-_ ~)) 

b a (m - i ) 

�9 d ~ d \ 
< ~___ b s ( ~ - -  1))  

b a ( m - -  1) 

I ~ 1 ~ - -  <-- - 7 - - l g ( ~ . ) 4 ~  

usw., also nach den Stetigkeitsgesetzen des P~-adischen KSrpers: 

~m tg(~h)t~ = o, ~ I ~ + 1 - - ~ 1 ~  = ~m I ~ 1 ~  = 0. 

Die zweite Gleichung zeigt, dal3 die ZaMen ~a gegen einen Grenzwert ~* 
konvergieren; dieser Grenzwert ist nach der ersten Gleichung eine Nullstetle 
des Polynoms g(x). 

Wenn g(x) keine Nullstelle besitzen soll, so mu$ demn,ch fiir jede 
P~-adische Zahl x 

Ig(x)l~ > m~n b", b,( ._~ , ,  b~CE_~ i 

sein; der erste Teil yon Hilfssatz 4 ist damlt bewiesen. Die Voraussetzungen 
des zweiten Teiles verlangen offenbar 

b = l :  d = l ,  
und dann Iolgt 

I~(,~)lp.> 1, 
so da6 auch der zweite Tell bewiesen ist. 

16. Aus tier Zerlegung yon F(~,  y) in P~ ergibt sich dutch Differenzieren 
nach x 

~" (x, y) _ I 1 1 , G~ (x, y) 
.F (x,y) x - - y ~ z " 4 - x - - y  ~'-----'-~-''''4- (~--I)-r-G~(x,Y) 

(r = 1, 2, . . . ,  t) 
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und dutch Ubergang zu den P~-adischen Werten 

]F (z ,  y) l~  > I F  (x, Y)IP~ 

•  ~, Ix--~;yt ,2~,  . . . .  { x - - <  ~lP~, G~(x,y) e J  

(3 = 1, 2 . . . . .  t). 
Jetzt  werde fiir x mad y zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen p mad q 
eingesetzt. Ist das Maximum der P~-adischen ~rerte der Koeffizienten yon 
G~ (x, y) gleich b, so gilt offenbar 

Ferner hat  kelnes der beiden Polynome 

G (x, 1) und G (L z) 
eine P~-adische Nullstelle; also gibt es nach dem vorigen ttilfssatz eine 
positive Zahl  b', so dal~ fiir jede P~-adisehe Zahl x 

ta~(z, 1)1~ >~ b', IG(1, z) G >= b" 
ist. Wegen der Homogenit~t yon G (x, y) folgt hieraus 

= = > b ' l  I O~ (P, q)12~ 1, 7 2, 

mad da mindestens eine der beiden Zahlen p mad q zu Pc teilerfremd ist: 

G (P, q) > -b-" IG(p, q)l ~ b', ~ P~= 

Da die Form ~' (x, y) irreduzibet ist, so ist ihre Diskrl,nlnante A eine 
gaaze rationale und yon Null versehiedene Zahl. j~hnlich wie in 14. tassen 
sich zwei Binarformen mit gaazen rationalen Koeffizienten 

H 1 (x, y) yore Grad n - -  2, 
K1 ( x, y) vom Grad 

mad zwei Bin~irformen mit  ganzen raVionalen 

H~ (x,y)  yore Grad 
K 2 (x, y) vom Grad 

bestlmmen, so dab identisch 

~F (x, y) H 1 (x, y) q- F'  (x, y) K 1 (x, 

n - - 1  

Koeffizienten 

n - -  2, �9 
n - - 1  

y) : A x ~-"--~, 
.F (x, y) H e (x, y) + F" (x, y) K~ (x, y) = A y2,~- 2 

ist; setzt man hierin p, q fiir x, y ein mad beachtet wieder, dab mindestens 
One diesex beiden Zahlen zu Pc teflerfremd ist, so folg~ dttrch Ubergang zu 
den P~-adischen Werten 

~ (I P (p, q)G, IF (p, q)G) ~ t A i~,. 
F ~  
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folgt daraus IF'(~, q)t~ --_ tAIP~, 
so dab man zu d e r  Ungleichung 

( r e -  1) 
IF(p, q)lP~ _-- > IA IP~ rain (Ip--q&lp~, Ip--q~;b'~,..,Ip.qr IP~, ~-) 
gelangt. Setzt man 

so gilt die Ungleiehung 

(~ = 1 ,2  . . . . .  t) 
auch noch fiir 

t F (P, q)I", >= I ~ t:, 
und also ~ a11e Padre ~, q. Diese Ungleichlmg ~ .!g (T, q) t ist fast genau 
yon derselben Gesta]t wie die Ungleichung ~ !F(p, q)l in 13. 

Wenn speziell die PrimzaM P~ geniigend grol~ ist, so dab sie weder in 
der Diskrlminante A yon F (x, y), noch in dem hSchsten Koeffizienten F (1, 0) 
dieser Form aufgeht, so ist 

cr = ] .  

Denn man hat erstens [A IP, = 1. Zweitens sind die P~-adisehen Zahlen 

~,  ~ ,  . . . ,  C~ -~) 

alle gamz, denn die Koeffizienten ihrer Gleichung 

a--!l xn--l-~- . . .  ~- an = 0 
laoF(X, 1) ~ X n +  ao ao 

sind ganz P,-adisch. Also hat auch die Form 
1 

- -  F (x, y) 
1 G (x, y) : ao 
a0 

ganze P~-adische Koeffizienten uad den hSchsten Koeffizienten gleich Eins, 
so dab die Zahl b = 1 ist. Drittens ist die Disknminante dieser Form eine 
ganze P~-adische ZaM lind geht in A auf: also muB sie eine P~-adische Einheit 
sein. Es kann als0 die zweite H~ilfte yon Hilfssatz 4 herangezogen werden, 
so dab b' ---- 1 folgt. Das ergibt aber gerade 

17. Naeh den ErgebIfissen yon 13. trod 16. gilt fiir teilerfremde g a ~ e  
rationale gahlen p und q: 

]F(P 'q ) ]>c]P"]nmin( iP- - - -~] ' :  q . ]Pq---~'l  . . . . .  q - P - - ~ ( ' - l ) l ' l ) '  

IF(p, q)lP, ~ c~ rain ( I P -  q~,l~, IP--q~lP,, ...' tP --q~j'-~' IP~, 1) 
( r  1, 2, . . . ,  t). 
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D a ~ i  sind c, ca, c~ , . . . ,  c~ positive Konstante, die auger yon der YormF(x ,  y) 
nut  yon der KSrpern R, P~, R 2 . . . . .  Rt abh~ngen; es ist ferner c~ = ], 
sobald die GrtmdzaM P~ des K6rpers R~ eine gewisse GrSi]e iiberschrei~et. 
Also bleibt das Produk~ 

C(?lC~...C t 

oberhalb einer posigiven 8chranke C, die allein yon der Form F(x,  y), nich~ 
a b e r  yon den KSrpern R, R a, R,, . . . ,  R ,  d . h .  von den Primzahlen 
Pl ,  P~ . . . . .  P,  abhangt. Mul*Spllziert man die obigen Ungleichtmgen, so 
offenbar 

= ( h IF( ,q)lPc) 
gerade gleich dem grSl~ten Potenzprodukt der Primzahlen Pc, das in F (p, q) 
aufgeht; also ]~ommt man zu folgendem Hil~satz: 

H i l f s s a t z  5. Bedeu~e~): 

F (x, y) eine irreduzible Binarjorm mit ganzen rationalen Koe]/izie~n 
yore Grad n ~ 3, 

P1, Po.,. . ., Pt endlich~fiele verschiedene Primzalden, 

~, ~ ' , . . . ,  ~(~-~) die sdmtliclten reellen N~' te l len  yon F(x,  1), 

~ ,  ~ ' , ,  r(~-~) tiir z ~ 1, 2, ., t die samtlichen Pc-adischen Nullstellen 
yon F(x ,  1), 

und q zwei beliebige teiler]remde ganze rationale Zahlen (q ~= 0), 

Q (T, q) das grSfite PotenzTrodu~t der Primzahlen P1, P2 . . . .  , P t ,  
das in F(p, q) au]geht. 

Dann gibt es eine positive Konstante. C, die allein yon F(x,  y), nicht abet yon 
den P~'imzaMen P~ abhti~gt, so daft 

I~V(P'qlQ (p,q) -----> CIp,  ql"min ~" , �9 . . ,  ~ - - ~ ( ' - ~ )  

t 

• f l  rain ([p--qGIP~, [p--qr . . . ,  tp--q~(~'~-~)]P~, 1) 

is*~. 
18. I)er letzte Hilfssatz fiihrt zusammen mit  Sat.z 1 zu folgendem 

Ergebnis: 

S a t z  2. Bedeute F ( x, y) eine irreduzible Bindr[orm mit gan~n rationalen 
Koe//izienten yore Grad n ~ 3, p und q zwei teiler/remde ganze tailor, ale 
Zahlen, P1, P'z . . . . .  P~ e~dlichviele ~rsehiedene Primzahlen und Q(p, q) das 
9viiflte Potenzp'rodu~ der PrimzaMen Pc, das in ~ (T, ~) au]geht. 

s) Im folgenden wird dieser S~tz nut ffir n > 3 gebr~uch$, jexloch bleibt er trod 
sein Beweis offonbar ~.uvh fiir n < 3 richtig. 
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Geniigt dann die Konstante 13 d~r Ung~ichun 9 

so besitzt die Ungleichunq 
[F(p,q)] ~ [p, qln_ ~ 
Q (p, q) ~--- 

hgchstens endiichviele .LSsunffspaare p, q. 

Beweis .  Nach dem letzten Hilfssatz ist. 
t 

tF(p,q)[ ~ 
Clp ,  q]"Zo H Z~, Q (p, q) ~--- 

~ / ' : I  

we1112 

p ~ 

gesetzt wird. Seien ]etzt yon den Zahlen 

~'0 = : :  ~'~ ~ '1 ,  ~'2~ " " "~ Y t  

etwa 
~'u~ ~.u~ . . . ,  ~.u u 

von Null verschieden, alle anderen aber gleich Null; dann ist 

IF(p,q)l  > CtT, q],~ Z~Z~,2. .Z~,~. Q(p,q) ~ . �9 

Es werde 

k : m a x ( 1 ,  C) 

gesetzt mad fiir den Augenblick unter 

I p - q r I~o 
die Zahl 

i P _ _  ~a)[ 
iq t 

verstanden, were1 tinter den Indiz~s/~1, t'2 . . . . .  /J~ auch die Null zMiflliger- 
weise vorkommt. 

Sind jetzt ).~, ) e , . . . ,  2~ irgend u gauze rationale ZaMen mit 

o<_~_-<n.--1; o < ~ < _ ~ , , - - 1 ;  . . . ;  o~.<,~,,..--L 
so besitzt naeh Satz 1 die Ungleichung 

J e = l  

hSchstens endlichviele LSstmgen. Offenbar treten hSchstens 

n~+x 
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verschiedene so]che Ungleichungen auf, wenn fiir )+1, ~., �9 �9 2, alle zu~ssigen 
Zahlen eingesetzt werden. Andererseits muJ3 jede LSsung yon 

[ F ( p , q ) [ ~  [p,q [~,_~ 
Q (p, q) - -  

einer dieser Ungleichungen genfigen; daraus folgt die Behauptung. 
19. Einige Folgerungen, die sich aus dem letzten Satz ziehen lassen, 

seien bier aufgefiihrt,: 
F o l g e r u n g  1. Bedeutet F ( x ,  y) eine irreduzible Bin~r/orm mit  gan~n 

rationalen Koe]/izienten vom Grad n ~ 3, p u~d q zwei teiler/remde Zahlen 
uad P(p ,  q) die grSflte Primzahl,  die in ~'(p, q) au/geht, so st~ebt 91eichzeiti 9 
mit 179, q! auch P(T ,  q) iiber aUe Grenzen. 

Denn wiire diese Behauptung fatsch, so g~be es endlichviele 1)rimzaMen 
P1, P2, �9 --, Pt  und eine unendliche Folge yon Paaren teilerfremder ganzer 
ratlonaler Zahlen p, q, fiiz die F(p ,  q) nut  aus diesen Primzahlen zusammen- 
gesetzt write. Man h~tte also in der bisherigen Bezeichmmg 

IF(P, q)t =- Q(P, q) 
und das widerspricht der Ungleichung 

Jt~(p,q)l > [p,q[~_fl,  
Q(p,q) 

die nach Satz 1 yon einer Stelle an g4lt und in der fl < n angenommen werden 
kann. 

20. F o l g e r u n g  2. Seien Mi ,  M2, M a d,rei e~tliche Mengen yon Pr im-  
zahlvn, d~ren Vereinigungsmenge aus lauter versehiedenen Primzahlen besteht. 
Wenn dann die natiirliche Zahl Z i nu t  PHmteiT~er aus Mi ,  die natiirlwhe Zahl Z.~ 
nu t  Primteiler aus M 2 und die natiirlivhe Zahl Z a nu t  Primteiler aus M~ 
e~Ul~lt, so besitzt die Gleichung 

Z I + Z~ = Zs 
h6chstens endHchviele L6sungen T). 

Dean bestehe etwa die Menge 3/1 aus den Primzahlen P1, P., . . . .  , Pt ,  
die Menge M~ aus den Primzahlen Q1, Q2, �9  Q~ und die Menge M a aus den 

Pr imzah len  R~, R 2 , . . . ,  R~. Jeder LSsung der Gteichung 

in nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen 

~91, P2, + . ., ~gt; gl, q2, . . ., qu; rl, r 2 . . . .  , rv 
ordne man die vier natiixlichen Zahlen 

a : pv+--+~vV,+l p~o-++~,+t+].., p f t - s [ v t i m  ' 

b = Qqt"-5 [.q'Jm Q++,-+.[q,,im... Q+#v+-+,tq.,++tm 

�9 +) Die Einachrankung, dal~ Zx, Z+, Za Tos/tive ganze rationale ZaMen sind, ist 
offenbar iiberflfissig. 
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zu,  so dal~ 
a ps § b q5 R~' R.~. . .  R~  

ist. Offenbar sind p und q teilerfremd. Dasselbe gilt fiir a und b; diese beiden 
Zahlen sind ferner hSchstens endtlchvieler verschiedener Wertepaare f~hig. 
Die zugeordnete Bin~rform fiinften Grades 

Fa,~ (x, y) = a ~  § by  5 

ist im KSrper der rationalen Zahlen irreduzibel, auger ira Falle 

a - = b = l ,  
wo die Zer]egung 

Fl,x (x, y) = x ~ -t- ya = (~ § y) G(x, y), 
G (x, y) = x 4 -  x S y +  x2y ~ -  x y  a + y4 

besteht; der Faktor G(x, y) ist aber wieder irreduzibel. Sind jetzt p trod q 
irgendwelche teilerfremde Zahlen und w~ichst IT, q] fiber alle Grenzen, so 
konver~ert naeh Folgerung 1 such der gr56te Pri~]teiler von F~, b (P, q) 
bzw. von G(T, q) gegea Unendlich. Die Gleichung 

a p~ + b q5 = R[~ R;~.. .  R:* 

liil~t sieh daher nut aaf endlichvlele Arten dutch beliebige teflerfremde ganze 
rationale Zahlen befriedigen, erst recht daher nut endlichoft durch ZaMen 
der Mengen 3/1 und Mz. Jede LSsung yon 

g~ + g~ = z3 

gibt aber AnlaB zu der LSsung einer yon endlichvielen Gleichungen dieser 
Gestalt; also hat diese Gleichung such nur endlichviele LSsungen. 

21. Fo lge rung  ,~. Seien al, bl, a2, be, a3, b a ganze rationale Zahlen mh 

(al, bl) --'-- l ,  (a2, b2) = l ,  (as, b3) = l ,  

A l = a ~ b  s - a a b  e ~ O ,  A e = a a b  1 - a l b  s~=O, A s = a l b ~  . - a 2 b  1 ~ 0 .  

Durchlau/en dann p und q eine Fore  teiler]remder ganzer rationaler Zahlen 
mit [p, q l ~ o~, so wdchst der gr6~te Primteiler yon 

(alp + bxq ) (a~p + b2q ) (sap + b3q) 
iiber alle Grenzen. 

Beweis.. Setzt man zur Abkiirzung 

Lt  = alp + blq, L~ = a~p -{- bzq, 

so ist offenbar 
A t L  I-~ A2L 2 ~, AsL s 

also 
A1A2A3L~L2L 3 --  - -  A~L~" A~L~ 

Es werde 

gesetzt, so daI~ 

Ls = asp § bs q, 

= O, 

�9 ( A l L  1 ~' A2L~). 

A ! A1Az(I-~, L2) 
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ist. Offenbax gilt aber 

Aap = - -  a2L~ .~, a~L2, Aaq = beLl - -  b~L~, 
wegen (p, q) = 1 also 

(-- a2L~ + a~L~, b2L1 - -  biL~) = ,~ 
trod daher 

(Z~,L2) I Aa, A I A~AeA3. 

Die Zahl A ist demnach nur endlichvieler Werte f~hig; zu gegebenen Werten 
der teilerfremden ZaMen 

kSnnen also nur endhchviele Wertepaare L1, L~ und folglich auch nur endlich- 
vie]e Paare p, q mit (p, q) = 1 geh5ren, dean die letzteren sind dutch Angabe 
yon L1, L 2 eindeutig bestimmt. Es werde jetzt  angenommen, dal] die Folgerung 
falsch sei, da$ es also eine unendliche Folge yon Paaren p, q mit (p, q) : 1 
and !p, ql -~ ~ gibt, so daft der gr6$te Primteiler von LtL2L  3 beschr~nkt 
bleibt. Dana zeigt  die vorige Konstruktion, dab es auch eine tmendliehe 
Folge von Paaren ganzer rationaler teilerffemder Zahlen Za, Z 2 mit 
max (]Zll, ]Z21 ) -~ ~ gibt, flit die der ~SBte Primteiler von 

ZIZ2(Z1 + Z_.) 
beschr~nkt ist. Offenbar ist nieht nut  (Z x, Z.~) = 1, soadern auch 

(Z .  Z~ + Z~) --  1, (Z~, Z 1 + Z2) = 1. 
Setzt man noeh 

z l  + ze = z3, 

so ist es also mSglich, diese Gleichung unendlichoft zu befriedigen, indem 
man fii~ Z 1 nur Primteiler einer endlichea Menge M1, fiir Z~ nut  Primteiler 
eiaer endlichen Menge M e, fiir Z 3 nur Ih4mteiler einer eadlichen Menge M a 
von l~rimzahlen zul~il]t, wobei diese drei Mengen zu je zweien elementenfremd 
sin& Das ist abet nach Fo]gerung 2 lmmSglich. 

22.  F o l g e r u n g  4. Se/ 
Q ( x, y) =- % x 2 + al x y + a~ y e 

eine irreduzibte quadratische Form, 

L(x,  y) ~- box + b~y 

eine Linear/arm mit ganzen rationalen KoeHizienten. Darchliiu/t T, q ei,~e 
unendIivhe Folge teiler/remder ganzer ratlonaler ZahlTaare mit I P, q l-> ~ ,  
so w~ch~r der grSflte Prim~iler van 

Q (p, q) L (p, q) 
iiber alle Grenzen. 

. F o l g e r u n g  5. Se/en 

Q (x, y) = aox2 + ehxy  + a~y ~, Q*(x, y) =-: boX~ + b:xy  ~: b~.y ~ 
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zwei verschiedene i rreduzible und zueinander teller#erode quadratische Formen 
mit ganzen rationale Koe]]izie~,Wn. Durchldu/t p, q eine unendliche Folge 
teiler]remder ganzer ratio~taler Zahlpaare mit I P, q] ~ ~ ,  so wdchst der grSflte 
Priu,~eiler yon Q (P, q) Q* (p, q) 
iiber al~ G r e ~ n .  

Beweis .  In beiden F~illen kann man in gleicher Weise vorgehen. Wird 

p' ao bo P q' q ---- - - ~ ,  : ~- ,  A -~ (a ob0, q) 

gesetzt, so ist offenbar 

a~ b o (a o p~ ~- a I p q ~- a2 q~) (bo p ~- bl  q) 
== AS(p '2 -4:- al bo?' q' ~- aoa2b~q '2) (p' + aobiq' ), 

a~ b 2 (ao ? ~ + a I p q .-i- as q~) (bo p~ ~- bl ? q § b~ q2) 
--- A 4 (p'~ + a 1 b o p' q' -~ a o a s b~ q,2) (p,~ + ao bl p, q, _~ a~ b o b 2 q,2), 

feraer A beschr~nlct, p' und q' teiler/remd und mit (p, q[ strebt auch IP', q'l 
gegen Unendlich. Man kann sich also im ers~n Fall auf die Untersuchlmg 
einer irreduziblen quadratischen Form und elner l.lnearform 

Q ( x , y ) - ~  x 2 +  A l x y +  A2y ~, L ( x , y ) - x - i -  Bly ,  

im zweiten Fall auf die zweier irreduzibler quadratischer Foemen ohne ge- 
meinsamen Faktor 

Q (x, y) ~ x 2 + A l x y  § A~y", Q*(x, y) ~ x 2 ~- B l x y  -~ B~y 2 

beschr~nken, die ganze rationale Koeffizienten und den hSchsten Koeffizienten 
gleieh Eins haben. 

Sei jetzt P1, P2,--- ,  P~ irgendeine endliche Menge yon verschiedenen 
Primzahlen; p, q durchlaufe eine solche unendliche Folge yon teilerfremden 
Zahlpaaren mit I P, q l ~ ~ ,  so dal~ fortw~hrencl 

Q (?, q) - ~ p~, p ~ - . . ,  ppt 

ist, mit yon p, q abh~ingigen nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen 

Pl, P2 . . . . .  P~- 
Die Gleichung Q (x., 1) ~ x ~ ~- A l x  ~ A,e ~- 0 

ist nach Voraussetztmg irreduzibel; ihre beiden Wurzeln ~, $' sind also 
konjuglerte ganze algebraische Zahlen zweiten Grades und definieren einen 
quadratischen Zah~Srper /~, dessen Basis etwa 

],'co 

ist, wobei w eine ganze Zahl aus K bedeutet. Wit wollen konjugierte Ideale 
und Zahlen aus K dutch einen A_kzent unterscheiden. 

Seien p~, p~ . . . .  ,p~ die s:4mtlichen versehiedenen Primideale, die in 
P~, P~ . . . . . .  P~ aufgehen; da in der Zerlegung 

Q (P, q) -- (p - -  q,~) (P - -  q~') �9 
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(lie beiden Fakt~ren T - -  q~ mad p - -  q$' ganz algebraisch sind, so gestatten 
die zugehSrigen Hauptideale eine Darstellung 

(p - -  q ~) = p;',  pg~ . . ,  p : , ,  (P - -  q ~') = p,'~' p~ '~ . . ,  p ~ '  

mit  niehtnegativen ganzen rationalen Exponenten %, % . . . .  , ~r~. Unter  h 
die Klasseazahl yon K verstanden, werde % zerlegt in der Form 

~z~ = 7 h 2 ~ + / t ~  (k = 1 , 2  . . . .  , s ) ,  

wobei die ).~ niehtnegative ganze rationale Zahlen, die Hk abet ZaMen der 
Folg~ 0, 1, 2 . . . .  , 7h  - -  1, also nnr endliehvieler Werte fShig sind. Setzt man 

�9 , , P ;  , 

Z - - "  --1DSthDlzh~') " ~ " ~ :  s h '  

so bestehen die Gleichungen 

(p--q~) : a t  7, 

�9 , ,  ~ $ ' $ ~  

( p - - q U )  = a' ~ '7. 

Offenbar ist z =: (*) ein Hauptideal,  also aueh a = (~). Das Ideal (~) kann 
hSchstens (7 h)" verschiedene Werte annehmen. Geht man zu den Zahlen tiber, 
so ist 

wobei e eine gewisse Einhei~ aus K bedeutet. I s t  K nicht reel], so gibt es in 
diesem KSrper als Einheitea hSchstens sechs Einheitswurzeln; wir setzen 

o~ =/~, ~ = ~ + ~ o  

und dann kann fl nur einen von hSchstens 6 (7 h) ~ verschiedenen ganzen Werten 
aus K annehmen, wfihrend ~ mad ~ gewlsse ganze rationale Zahlen sind. 

I s t  dagegen K ein ree]ler KSrper, so mug o yon der Form 

e = e~g  

sein, wo ~ == T 1, ~ eine erzeugende Einheit aus K und g eine ganze rationale 
Zahl ist. Sei 

g - -  7 e + ] ,  

mi t  einer ganzen rationalen Zahl e und einer Zahl ], die einen der Werte 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 hat. Wit setzen 

s q ~  =/~, ~f~ = ~ + ~ ,  
mad dsnn k ,  nn fl nur einen yon hSchstens 14 (7 h) ~ verschiedenen ganzen 
Werten ans K annehmen und sind ~ und ~ gewisse ganze rationale Zahlen. 

Damit  ist man in beiden F~illen zu der Darstellung 

p - - q ~  =/~(~ 4- ~o)~, p ~ q $ '  = y(D + Vd)7 
gekommen. Sei 

(p, ~)= a. 
Wegen (2, q) = 1 mad 

A ~ l ( ~ _ q ~ ,  p - -  ~ ' )  
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ist offenbar 
A~1r162 ', 

so dab A nur endliehviele Wert~ annehmen kann. Es werde jetzt  sehliel~lieh 

- - P * ,  A --  q*' AT/~ = y 

gesetzt; damit ist man zu einer Darstellung 
p - - q ~ .  = ? (p* + q*o)) 7, p - -  q~' -~ ? ' (p* + q*eo') 7 

gekommen, in der ? eine yon endlichvielen ganzen Zahlen aus K, 79* mad q* 
abet ganze rationale teilerfremde Zahlen sind. Offeabar gilt 

~'7 (P* + q* w)7 __ $ 7' (P* + q* W') 7 ~ (P* + q* ~~ 7 --  Y' (P* + q* o9') 7 . 
? - ~ ,_~  , q = ~, ~ , 

aiesen Gleichungen entniam~t, man, dab mit IT, q l auch l P*, q*] tiber alle 
Grenzen wiichst. 

Die betrachtete p, q-Folge werde jetzt  in die endlichvielen Teilfolgen Ty 
zerlegt, zu .denen die vorige Konstrulaion dasselbe y fieferte. Es geniigt, 
diejenigen Ty zu bet.rachten, in denen unendlichviele Paare vorkommen 
mad fttr die Paare in jedem einzehaen solchen Ty zu zeigen, dab der gr5Bte 
Primteiler yon L (p, q) bzw. Q* (p, q) fiber alle Grenzen w~chst. 

Es ist 
L(p,  q) = p + B~q, Q*@, q) -= (p - -  Z~q) (p - -  Z2q), 

wobei Zx und Zz die Nullstellen yon Q* (x, 1) sind. Hieraus ergibt sich 

L (p, q) = F(p*,  q*), Q*(T, q) = G(p*, q*), 

wobei F(x ,  y) mad G(x, y) die Formen siebten und vierzehnten Grades 

. F ( x , y )  Y (U+ Bx)(x+Y~~ + B1)(x+Yt~ 
= ~ , _ ~  , 

G ( x , y )  = ? (~'--Zl) (x + Ya))~, - y ' ( ~ - Z 1 )  (x + 

X y (~'-- Z~) (x + y~o) 7 --  ~,' (~-- Z~) (x + y oa')~ 

mit rationalen Koeffizienten shad. Die Nullstellen yon F(x ,  1) bestimmen 

sieh aus 
x +o~ e2~j/~ f~/(~ + tcl)'~tv ( j  _~ 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) ,  
z + co' k~/(U + B1)/ 

die lqullst~nen yon G(x, 1) aus 

x+o~ = e2~.ijl7 [r'(~--Z~)~ll7 ( j =  0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 )  
x + co' \~' (C ~ Z l ) ]  

b z w .  

z + ~ _ e~ ~j~, {~' (r Z~)~,/, ( j  = 0,  1, 2, 3,  4, 5, 6). 
x + o~' ~ , r  g "  - -  Z, , ) /  

Die drei Zahlen unter den Wurzelzeichen shad endlich und yon Null vex- 
schieden, denn ? mad y'  sind gemgB ihrer Konstnfl~ion nieht Null mad 
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oder ~' kSnnen weder gleich der ganzen rationalen Zahl -B~, noch gleich einer 
der beiden Wurzeln Z1, Zs des zu Q(x, ]) teilerfremden Polynoms Q* (x, 1) sein. 

Hieraus folgt, dab hSchstens eine einzige Nul]stelle yon F(x, 1) bzw. 
hSchstens zwei yon G(x, 1) algebraisch yon erstem oder zweitem Grade 
sind; denn sonst w~e  eine primitive siebte Einheitswurzel rational dutch 
endlichviele algebraischen Zahlen ersten oder zweiten Grades darsteHbar, was 
bekanntlich nieht geht. 

Also geht in F(x, y) und G(x, y) eine irreduzible Form mit ganzen 
rationalen Koeffizienten yon mindestens drittem Grade auf; daraus und aus 
der Folgertmg 1 ergibt sich, dab der grSBte Primteiler yon 

F (p*, q*) bzw. G (p*, q*) 
fiber alle Grenzen w~chst, wenn p* und q* alle unendhchvielen Paare teiler- 
fremder ganzer rationaler Zahlen aus Ty durchlaufen; also strebt gleich- 
zeitig der grSBte Primtefler yon L (p, q) und Q* @, q) fiber alle Grenzen und 
es ist gezeigt, dal~ der grSSte Primtefler der Formen 

Q(p,q)L@,q)  and Q@,q)Q*(p,q) 

nlcht beschr~nkr ~t,  wenn p, q irgendelne unend]iche Folge teiJerfremder 
ga~zer rationaler ZaMen mit IP, q{--> ~ dttrchlaufenS) �9 

Offenbar kann man die Folgerungen I bis 5 zusammenfassen in den Satz: 
,,Hat die Bin~r/orm F(x, y) ganze rationaZe Koe/]izienten und das Polyn~n 
F (x, 1) mindestens drei ve~schiedene NullsteUen, wobei eine etwaige Nullstelle 
x ~ oc mitzuz2ihlen ist, so wdchst do" 9rSflte Primteiler yon F (p, q) iiber alle 
G,renzen, wenn ~, q eine Fore teiler/~emder 9anzer rationaler Zahlen mit ] p, q l -> ~r 
du~'chlau/en." 

GSt t ingen ,  im Januax 1932. 

s) Wegen dieses Bewei~s vergleiche P6|ya (7), S. 145 und Siegel (3), S. 204. 

(Eingegangen am 6. 2. 1932.) 


