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Das Ziel der folgenden Note ist der Beweis zweier einfachen
Siitze iiber die grosste Primzahl, die in ¥*—1 und v*~-1 aufgeht:
sIst x>>2 eine natiirliche Zahl und P (x) die grésste Primzall,
die in x*—1 aufgeht, so isl
lim 1’1{.1:} 1
x—> oo log loge ™~
st @ eine natiirliche Zahl und P,(v) die grisste Primzalil, die
in x*4-1 aufgehl, so ist
lim P,(x) _

— > 2.«
x—> oo log logx

Ich wurde zu dem Beweis dieser Siitze angeregt durch die
Lektiire der bekannten Arbeiten von Carl Stermer, in denen
gezeigt wird, wie man in endlichvielen Schritten alle natiirlichen
Zahlen x bestimmen kann, fiir die in x*—1 oder a’--1 nur
endlichviele gegebenen Primzahlen aufgehen. Durch Hinzunahme
einiger bekannten Abschiitzungen iiber die Pellsche Gleichung
kommt man mittels seiner Methode leicht zu den angegebenen
Frgebnissen.

is wiire von Interesse, enlsprechende Abschitzungen fiir
beliebige Polynome herzuleiten; wenn diese mindestens zwei
verschiedene Nullstellen haben, so weiss man nach Polya und
Siegel bisher nur, dass mil wachsendem 2 die grosste im Poly-
nom aufgehende Primzahl itber alle Grenzen wiichsl, weiss aber
nicht, wie schnell dies geschicht.
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1) Satz 1: Sel D eine naliirliche Zahl, die kein Quadral ist,
T, U die kleinsle Lisung der Pellschen (leichung
i —Dy? =1
in natiirlichen Zahlen x=="T, y= U. Dann besleh! die Ungleichung
log (T+ UV D)< 2V D log (SD).

Beweis: Bedeutet i die Klassenanzahl der eigentlich primi-
tiven indefiniten quadratischen Biniirformen der Determinante D,
so besteht bekanntlich nach Gauss und Dirichlet die Gleichung?)

) N |
hlog(T+ L"VI))-———‘)VI)ZA\/\H)-”;
n=1
hierbei ist X(n) ein gewisser Charakter mod 80D, aul dessen ge-
nauen Wert es fiir die folgenden Zwecke nicht ankommt; dem-
nach gilt
| . oy . ’ 8D B
Ny <1, X(n)==X(n") fir n n'(mod 8D), > N(n)=0.
n=1
Beachtet man, dass /i als nichtverschwindende Anzahl mindestens
gleich Eins ist, so geht die Gleichung fir Iog(’l'q‘w("/l)) Gber
in die Ungleichung
- - 0 . 1
log(T+-UV D)2V D 2X(m)- .
n=1
Die unendliche Summe rechts lisst sich in Gblicher Weise mit-
tels der Integralformel

1

‘):” Mz = !
“ 1
summieren; alsdann ergibt sich
1
8D

> Nzt

log(T4-UVDy<2VD | "4

Der Integrand
8D
X X(nyznt

(p<:> — n=1

1"" ~SD
ist eine rationale IFunktion, deren Nenner genau durch die erste
Potenz von 1—=z teilbar ist. Wegen
)

>X(n)=0
n=1

) Vergleiche etwa: P. Bachmann, Analvtische Zahlentheorie (Leipzig
1894), 6. Abschuitt, Formel (22),
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muss sich auch der Zihler durch 1 —z teilen lassen; fiithrt man
diese Division wirklich durch, so erhiilt man

1 8h ,
(== Nz XD (D)X (2) 24
LT~ =1

wegen

DX (24 X8 D1 280 =2

X(n) <1
demnach erst recht

80 8D—1
~ v/ 11 < i1
2 NX(n)z" “< > ozt
1 “n=1 | n=1

und damit
81 —1

dlog > =it
h(z) < =0,

dz
Man kann die Integration iiber diese Majorante ohne weileres
durchfithren; sie liefert

1

log (T4~ UV D)< 2V D[ d()d= < 2V D | (z)d= 2V D log 8D,

und das sollte bewiesen werden.
Salz 2. Sei D eine naliirliche Zahl, die kein Quadral isl,
1. U’ die kleinsle Lisung der Gleichung
v?—Dy? = —1
in naliirlichen Zahlen x=="1T", y=U", [alls diese lisbar isl. Dann gill
log (1"4 UV D)<~V D log 8D).
Beweis: Bekanntlich besteht die Beziehung
T4 UVD = (14-UV Dy,
so dass die Behauptung aus Satz 1 folgt.

2) Salz 3: Sei ¢ eine beliebig kleine posilive Konslanie, = ecine
posilive Zahl, die oberhalb einer von ¢ abhdngigen Schranke liegl.
Dann ist das Produkl aller Primzahlen p <_z hdichstens gleich

A45)

Salz 4: Sei ¢ eine beliebig kleine positive Konstanle, = eine
posilive Zahl, die oberhalb einer von ¢ abhdngigen Schranke liegl,
Dann isl das Produkt aller Primzahlen p <"z, die als Teiler des
Polynoms x*—~1 auflrelen kinnen, hichslens gleich

ealtg )
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Beweis: Salz 3 folgt ohne weileres aus dem Primzahlsatzh.
Um Saltz 4 zu beweisen, beachte man, dass die Zahlen der Form
1?-F1 nur durch die Primzahl 2 und die Primzahlen der Form
1h-1 teilbar sind; die Behauptung folgt also, wenn man das
Analogon des Primzahlsatzes fiir diese speziclle arithmetische
Reihe anwendet?).

3) Satz 5: Sind p,, p.,, ..., pe endlichviele verschiedene Prim-
zahlen, so ist jede naliirliche Zahl x, fiir die x*—1 hichstens durch
diese Primzahlen leilbar isl, enthalten unler den Fundamenlal-
losungen x =="T der Pellschen Gleichungen

i —Dy? =1,
dabei durchliuft D die sdamllichen naliirlichen Zahlen
D= Phpi P

dic keine Quadrale sind und deren Exponenten O oder 1 oder 2 sind.
Satz 6: Sind p,, p,,-- -, p, endlichviele verschiedene Prunzahlen,
so ist jede natiirliche Zahl x, fiir die x?-}1 hichstens durch diese
Primzahlen teilbar ist, enthallen unter den Fundamentallisungen
a="T" der Gleichungen
2 Dy? = —1;
dabei durchliuft D die simtlichen naliirlichen Zahlen
D =Pphpioccc P

die Leine Quadrale sind und deren Exponenien (0 oder | oder 2 sind.
Die beiden Siitze 5 und 6 stammen von Carl Stormer; wegen
des Beweises sei aul seine Abhandlung verwiesen”).

4) Die Siatze 1—6 erlauben, eine positive Schranke 7 (),
bzw. Z,(z) anzugeben, sodass fiir jede naliirliche Zahl x> Z (2)
das Polynom a? —1 und fiar jede natiirliche Zahl x> Z,(z) das
Polynom a?-}-1 durch eine Primzahl grisser als z teilbar isl.

Es werde erstens Satz 5 angewandt, indem dort fiir p,, p,,--+, p,
B Vergleiche etwa: E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie 1
Teipzig 1927), s. 47, Satz 402, Man muss k=1, I ==0 nechmen.

2y Siche Y. Man muss k=4, =1 nehmen.

3 Siche z B. die Abhandlung: Carl Stormer, Quelques théorcmes sur
I'équation de Pell @® - Dy?== 11 et leurs applications, Videnskapsselskabets

Skrifter, 1. Mathem,-naturvid, Klassc. (1897), No, 2.



Uber den grossten Primteiter der Polynome x*. 1. 7

die Gesamtheit aller Primzahlen eingeselzt wird, die = nicht tber-
schreiten. Dann ist

Sprpl e pr
und nach Salz 3 [iir hinreichend grosses =

D < el
Nach Salz 1 geniigt demnach die Fundamentallosung T, U der
mil 1) gebildeten Pellschen Gleichung

t Dyt =1

fitr hinreichend grosses 7 der Upngleichung

log (T4 UY D)< 201 +5F [2(1"+“;>5m{10g8]

und also ist erst recht fir z >z (&)

T T+UVD -

Damit haben wir folgendes Ergebnis bewiesen:
1. Ergebnis: Ist ¢ positiv und beliebig klein, ferner die posilive

Zahl = oberhalb einer von ¢ abhdngigen Schranke, so geht [iir jede
natiirliche Zahl x mit
pol1+8)2

e
eine Primzahl grisser als = auf in dem Polynom x*—1.

I2s werde zweitens Salz 6 angewandl, indem dort {iir p, p,,--, p,
die Gesamtheit aller Primzahlen eingeselzt wird, die = nicht
iiberschreiten und die als Teiler des Polynoms x*--1 auflreten
konnen, d. h. gleich 2 oder von der Form 4/1-{ 1 sind. Dann ist

l) p e
und nach Satz 4 fiir hinreichend grosses z

‘2

e
D < eMlte.

T

Nach Satz 2 geniiglt demnach die Fundamentallosang 77, U7 der
mil 1) gebildeten Gleichung
(1.2_’“])! 2 __ —]

fir hinreichend grosses z der Ungleichung

[(r+) ]

(14-#)=

L

log 1"+ UV D)< (1
und also ist erst recht fiir z > z,(¢)

= T UV D e

Damil isl bewiesen:
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2. Ergebnis: Ist ¢ posiliv und beliebtg klein, ferner die posilive
Zahl = oberhalb einer von ¢ abhdngigen Schranke, so geht [iir jede
naliirliche Zahl @ mil
S 4ez

x> et

in dem Polynom x*-1 eine Primzahl grisser als = auf.

5) Aus dem 1. und 2. Ergebnis folgen die in der Einleitung
genannten Siilze, wenn man nach z auflost und beachtel, dass ¢
beliebig klein sein darf.

Es scheint nicht leicht zu sein, ein entsprechendes Ergebnis
fiir beliebige Polynome abzuleiten. Jedoch ist es moglich, durch
Variableniinderung beliebig viele andere Polynome herzustellen,
fiir die sich der in ihnen aufgehende grisste Primteiler gleich-
falls nach unten abschiitzen lisst. Hiervon seien als besonders
interessant erwiithnt die Polynome

xlr—+41), vle-}2).

Krefeld, 10. Juli 1933.



