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Bekanntlich kann man jede reelle Irrationalzahl in einen
unendlichen Kettenbruch

o, o], 1
CZ“O—FMJ*}—I% +f73+””

entwickeln; dazu braucht man nur der Reihe nach die Zahlen

I I
ay=1[], &= ——; a=1[G4], &= ;
{—a, Gi—ay

= [La], &3 =

L —

zu bestimmen. Dieses Verfahren ldsst sich sinngeméss auf
P-adische Irrationalzahlen iibertragen. Alsdann ist es nur
notig, jetzt unter [o] diejenige arithmetische Funktion der
P-adischen Zahl « zu verstehen, die durch die Bedingungen

(o] = o fiir | a|p <1;

[«] = —fur[a[P“Pf mit f = o,

g ganz rational, 0 = g < P! — 1, | 0 — ]f-/ <%

definiert ist. Der so bestimmte Kettenbruch fiir £ ist nunmehr
P-adisch konvergent mit dem Grenzwert {. Bildet man seine
Niherungsbriiche p,,/g,, und denkt dieselben mit einer solchen
Potenz von P erweitert, dass ihre Zdhler und Nenner ganz
werden, so zeigt sich, dass die Ungleichungen



cr
Qn | ‘ pn«}-l’ qn+1 !,

bestehen, mit einer positiven Konstanten ¢ > 1, die nur
von P abhingt. Im Gegensatz zum veellen Fall kommi man
also zu eimer um so umschdrferen Abschitzung, je grisser der
Index des Ndherungsbruches ist.

Es liegt deshalb nahe, nach anderen Kettenbriichen fiir
{ zu suchen, deren Niaherungsbriiche p,/q, die Zahl ¢ so
approximieren, so dass

Iib q IP I?n:

C
Qn | l pn%«l: Qn+1 '

mit einer von » unabhingigen Konstanten wird. Dass solche
Kettenbriiche existieren, wird in dieser Arbeit gezeigt. Es
wird dort bewiesen, dass jede P-adische Irrationalzahl C,
fir die der Einfachheit halber | {|p = 1 sei, sich in einen
Kettenbruch der Form

| b — 0l |p = » (C > o konstant)

B e P*otl dOelP“1+2l dleZP“z+2| d263P°‘s+2]
(= + -+ -+ + ...
[ & | « | o | e
entwickeln ldsst. Dabei sind
®g, &y, &g, .- .; Co Cpp Coy -« -5 Bg, By, Aoy o .5 €, €4, €9y ...

ganze rationale Zahlen, von denen die « nichtnegativ, die
d und e aber teilerfremd zu P und absolut héchstens gleich

2V P sind; ferner ist
]cnj§2\/17|3n|P“n+1 (n=o0,1,2,...).

Die zu diesem Kettenbruch gebildeten Néherungen ¢,/q,
geniigen den Ungleichungen

VP
qn ! | pn+1’ In+1 |,

die also wirklich die verlangte Form haben.
Der Beweis verliuft insofern auf einem Umweg, als zuerst

Ip q |P |Pn:



die Niherungsbriiche und erst aus thnen der Kettenbruch ge-
wonnen wird. Das Verfahren geht dabei auf Gedanken zuriick,
die im reellen Fall schon von Dirichlet stammen. Im Text
wird Gebrauch gemacht vom Minkowskischen Linearformen-
Satz; genau so gut hdtte man auch das Schachtelprinzip
verwenden konnen.

§ 1. Die Existenz der Ndherungen.
1.) Im Folgenden bedeute P eine feste Primzahl, ¢ eine
ganze irrationale P-adische Zahl; es ist also

|CIP§I,

und es gibt keine zwei ganzen rationalen Zahlen $ und g¢,
die nicht beide verschwinden, so dass

p—ql=o0
ist.
Sei & irgend eine natiirliche Zahl und alsdann ¢, der A-te
Abschnitt von £, d.h. diejenige ganze rationale Zahl mit

0= =Pr—1, 'Ch—CIng_h-

Auf die drei Linearformen

L. g 7) =10, Lo(p, ¢, 7) =q, Ls(p, ¢, v) = p—qCn +7P",

welche ganze rationale Koeffizienten und die Determinante
P2 besitzen, lidsst sich der Minkowskische Linearformen-Satz
anwenden. Er ergibt die Existenz von drei ganzen rationalen
Zahlen p, g, r, die nicht alle zugleich verschwinden und den
Ungleichungen

h h

| Li(p. .7) | = P2, | Lyp,g.7) | = P2, |Ly(pg.7)| <1

geniigen. Die letzte dieser drei Ungleichungen kann nur
befriedigt sein, wenn sogar

Ly g.7) =p—ql+ 7Pt =0

ist. Daraus folgt erstens, dass auch $ und ¢ nicht beide gleich
Null sind, zweitens dié Ungleichung

|P—QChIP§Phh



und also auch die Ungleichung

|p—qllp=|0—aql) +qCr—0)|p=
<max (| p—ql|p | Cn—2C]p) < PR

so dass damit das folgende Ergebnis bewiesen ist:

Satz 1: Zu jeder matiivlichen Zahl h gibt es zwei ganze
rationale Zahlen p und q, die nicht beide verschwinden und den
drer Ungleichungen

L
2
,

e =P

|p—qC|p =P |p,q|=max(p
" n
2

E(p.q) =|p.q||p—ql|p=P2Ph =P
gentigen.

(1)

2.) Unter den Losungen von (1) muss eine vorhanden

sein, fir die
3

E(p,q) =|p.q||p—ql|p=P ®

moglichst klein ist. Diese Losung , ¢ werde irgendwie aus-
gewdhlt und heisse das zu % gehorige Losungspaar. Es ist
leicht einzusehen, dass seine beiden Zahlen p und ¢ nicht
gleichzeitig durch eine von P verschiedene Primzahl teilbar
sein konnen. Denn ginge etwa die Primzahl P* £ P in ¢
und ¢ auf, so geniigte das Paar

P . 49

P*zig: 7" = px

gleichfalls den Bedingungen (1); es wire aber

Ep. q) = P*E(@*, ¢*) > E(p* ¢%),

entgegen der gemachten Minimalannahme. Dagegen ist natiir-
lich durchaus méglich, dass p und ¢ gleichzeitig durch P
teilbar sind.

Da nach Voraussetzung ( irrational ist, so folgt noch, dass
fiir jedes Losungspaar p, ¢

|p—qZ|p >0 und E(p, ¢*) >o

sein muss.
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§ 2. Beziehungen zwischen zwei auf einander folgenden
Niherungen.

3.) Da nach der letzten Bemerkung E(p, ¢) nicht ver-
schwindet, so gibt es eine natiirliche Zahl %’ > % mit

¥ Nt
P 2<E@pg=P 2 . . . . . (2)

Sei alsdann A* = &’ eine beliebige natiirliche Zahl und
p* und ¢* ein zu A* gehoriges Losungspaar.

Wegen (2) und
Bt %

E(p*,q*) =P * =P ?
muss dann erstens

E@* ¢*) <E@.q9) - - - - . )

sein. Zweitens gilt

L
| p*.¢*| >P2 =|pq|, . - . . . (4)

denn andernfalls wire auch p*, ¢* ein zu 4 gehoriges Losungs-
paar, was der an p, ¢ gestellten Minimalbedingung wider-
spricht. Drittens ist

|p* —g*C|lp<|p—qClp - - - - (5

wie ohne weiteres aus (3) und (4) folgt. Das Losungspaar
p*, g* approximiert also ¢ schérfer als das Paar ¢, g.
Sei zur Abkiirzung

§=pg*—p*q. . . . . . . (0)

Der Wert dieser Determinante ist natiirlich ganz rational.
Dariiber hinaus kann zunichst folgende Aussage gemacht
werden:
Satz 2: Die Determinante & ist ungleich Null.
Denn wire 6 = o und demnach
P _ 7
g g
so gibe es eine rationale Zahl 7 £ o mit

*=yp, q*¥ =rq.



Nun ist aber nach 2.) sowohl der grosste gemeinsame Teiler
von p und ¢, als auch der von $* und ¢* eine reine Potenz
von P, also auch die Zahl 7. Das ergidbe aber

E@* ¢*) = E@. 9),

was im Widerspruch zu (3) steht. Somit folgt die Behauptung.

4.) Fir den gewdhnlichen Absolutbetrag und fiir den
P-adischen Wert von 4 lassen sich weiter folgende Schranken
angeben:

I
PE—— R s ¥ g*l, ...
P, =10l =217 gl 2% q*| (7)
I
<|d < — S e . 8
Al = lr=le—atle ©
1=|d||o|p=z|p*q¢*|E@®.q) . . (9

In der Tat ist
lol=1pllg*| +12*|1q] =2]p q]]p* ¢*]

und
|6]p =g (p—ql) —qp* —q*0) |p =

gmax(lp——qé'[p, ]P*—Q*CIP> =|p—qCl|p,

so dass sich die rechten Hailften der Ungleichungen (7) und
(8) und durch Multiplikation auch die rechte Hélfte von (9)
ergibt. Die linke Hélfte von (g) folgt weiter daraus, dass ¢
ganz rational und ungleich Nullist; hieraus aber ergeben sich
schliesslich die noch fehlenden Aussagen.

Es ist {ibrigens nicht schwer, in den rechten Hilften von
(7) und (9) und in der linken Hilfte von (8) das Zeichen
< durch das Zeichen < zu ersetzen.

5.) Besonders einfach werden die letzten Aussagen, wenn
h* = k' ist und also ein zu 4’ gehoriges Losungspaar p’, ¢’
betrachtet wird. Ein jedes solches Losungspaar heisse ,,Nach-
folger” von p, g. Zum Unterschied werde fiir die Determinante
aus einem Paar $, ¢ und seinem Nachfolger 4, ¢’

A=pg—p'q . . . . . . (10)



geschrieben. Wegen der Definitions-Ungleichungen
_. ¥ ¥
E(p,q) = VPP 2, [§',q'| = P?

wird alsdann

E(,

\/P
s lp—

und demnach nehmen die obigen Ungleichungen die elegantere
Form an:

e LIETIT XTI Xyt
\/P

2|P9||P ql_I (x2)

Ié[A[]A|P§2VP.. .. (13)

Hiervon ist besonders die letzte Ungleichung bemerkenswert;
sie zeigt, dass sich die Determinante A in der Form

A = ePr!
darstellen ldsst, wo f eine geeignete natiirliche Zahl, ¢ dagegen
eine nicht durch P teilbare ganze rationale Zahl mit
I<|e| = 2VP

ist. Hat die Primzahl P speziell den Wert 2, so muss also wegen

2Vz2 < 3

die Determinante A abgesehen vom Vorzeichen eine reine
Potenz von P sein.

Der Beweis der vorigen Ungleichungen ergibt als Neben-
ergebnis die Ungleichung

I < Clp = VP
2l pal]?.q] "Tlpallr g
durch die der Wert von | p—g{|p in sehr genauer Weise
nach unten und nach oben abgeschitzt wird.

(14)



§ 3. DBeziehungen zwischen drei auf eimander folgenden
Ndherungen.

6.) Nunmehr sei p, ¢ ein zu h gehoriges Losungspaar,
#’, ¢’ ein Nachfolger von p, ¢, der etwa zu A’ mit
_k _h=1
P2<E@pqy=P 2,
und p”, ¢’ ein Nachfolger von p’, ¢’, der etwa zu A" mit
W _A-1
P <E@p,q)=P °®
gehort; ferner sei zur Abkirzung
A — pql_plq’ Al’ — pfqll_‘p/lq” 6 — pqllm?/!q. (15)

Da die simtlichen drei Determinanten.

p g9 P ? q q P 9 P —q°¢
?I ql ?I , P, ql ql , Pl qf ?I I ql C
pl( qll pli pf’ ql/ qlf p" qll ﬁ/l I qIIC
verschwinden, so bestehen die drei Gleichungen
rr a b !
ﬁu p + i)r A, 6
q = ag + bg , a:—z, b:Z (16)
P —q"C =ap—ql) +b(p'—q0)
Um den Charakter der Koeffizienten a und b nidher zu be-

stimmen, werde auf die Abschidtzungen in 4.) und 5.) zuriick-
gegangen. Sie fithren zu den folgenden Abschdtzungen:

l

T ey 2]
2\/P Ii),ql :la‘zz lp,q! y . (17)
L |t 5 17.4]
2\/P ! PH’ qr/l é | diP = ZX/P i ?//, //I (18)
und
I— “‘{P”; qul
Zvaglb| <2VP YAak (19)

ZVPIP" ,,I_Ibl <2vVP. . . . . (20



Fiir die in ihnen autretenden Gréssen | p, ¢
| #”,q""| gelten ferner die Ungleichungen

, |2, ¢'| und

B ¥
[ gl =P <[p.q'| =P <|p".¢"| (Wzh+1).

Daraus folgt erstens
|a|p <2 dh |a|p<T,

so dass die rationale Zahl a4 ganz P-adisch ist. Auf Grund
der speziellen Gestalt von 4 und 4’ muss demnach a die Form

a=rPs

haben, mit einer geeigneten natiirlichen Zahl g und einem
rationalen Faktor 7 £ o, dessen Zihler und Nenner teiler-
fremd zu P und absolut héchstens gleich 2V'P sind. Ist ins-
besondere P = 2, so wird also a abgesehen vom Vorzeichen
eine natiirliche Potenz von P.

Was zweitens b anbelangt, so ldsst sich nur die weniger
weitgehende Aussage

|b]p<2VP, dh. [b|p,<P

machen, so dass also die rationale Zahl P.b ganz P-adisch
sein muss. Auf Grund der speziellen Form von A muss &
demnach von der Gestalt

c

| ——
P.d

sein, wobei ¢ == 0 und 4 £ o zwei ganze rationale Zahlen
sind, von denen 4 zu P teilerfremd und absolut héchstens
gleich 2V/P ist. Gilt insbesondere P = 2, so muss b ein ganzes
rationales Vielfaches von 15, sein.

Aus der Gestalt von a und & als Funktion von 4, 4°, é
folgt weiter noch, dass der Hauptnenner von @ und P.bd
zu P teilerfremd und absolut héchstens gleich 2VP ist.
Ferner wird

< 2VP |2, 4]
- |, ¢

a



und erst recht
|o| <2VPla| . . . . . . (e1)

Die Zahl b ist also hochstens von derselben Groéssenordnung
wie a.

§ 4. Der Kettenbruch fitr C.

7.) Die bisherigen Ergebnisse erlauben zu zeigen, dass
sich die P-adische Irrationalzahl { in einen konvergenten
unendlichen Kettenbruch mit ganzen rationalen Zdhlern und
Nennern entwickeln lasst. Der Einfachheit halber werde
jedoch ¢ als eine P-adische Einheit, also

|¢lp=1

angenommen; hierin liegt offenbar keine wesentliche Ein-
schrankung.
Wie iiblich sei zur Abkiirzung

Pa1=1,9,=0; Py=0, ¢ =1

Weiter bedeute p,, ¢, das zu k& = 1 gehorige Ldsungspaar,
ferner $,.1, 4,41 €inen Nachfolger von p,, ¢, firn = 1,2,3,...
Die samtlichen Determinanten

An - pn~IQn — pnqn—l’ 6n = pn—lqn+1 — j’n+19n—1 . (22)
m=o0,1,2,...)

sind von Null verschieden. Fiir #» = 2 ist dies klar auf Grund
von Satz 2. Dagegen ist fir# =ound n =1

Ay =1, 6 =g, und 4y = —p,, & = —p,,

und wenn eine der drei letzten Zahlen Null wire, so wire
entsprechend

E(Pl:?1)=|21’1||1b1|1><1’ Epva) =|allalp<t
Epe @) = | ¢| | 221 < 1,

was unmoéglich ist, da p, und ¢;, bzw. $, und g, nicht gleich-
zeitig verschwinden kénnen.



Die Determinanten-Quotienten
A’n+l 611.
a, =——— b =— (mn=0,1,2,...). . 2
p= g = ) - (@)

haben also Sinn und sind nichtverschwindende rationale
Zahlen. Mit ihnen bestehen offenbar die Rekursionsformeln

?n—%—l = anﬁn—l + bn?m
In+1 = nGn-1 + bnan . . (24)
Pn+l - qn+lc = an(Pn«l - Qn—-lc) + bn(“nm an)

Diese Formeln besagen andrerseits auf Grund der formalen
Theorie der Kettenbriiche, dass

a a,_
_ | b l_lj l__l ) +|.b_.};_| (n=1, 2, 3, ...) (25)

ist. Nach Formel (14) ist jedoch
VP
qn l | ﬁn+1’ Qn—i-l I,

l ? IP I ﬁnr
ferner wegen

E(?n» Qn) = I Ybnr Qn‘ | Pn—QnC lP <7, ?nz + an >0

die Zahl ¢, fiir » = 1 von Null verschieden, also

bn | g, | VP - VP ’
dn P o ’ Pn’ 9n | l ﬁn+1! In+1 I o l pn—#lr 9n+1l
und somit in bezug auf P-adische Konvergenz
lim £n~ =_.
n—>o qn

Damit ist also bewiesen, dass sich ¢ in den konvergenten
unendlichen Kettenbruch

c—~l-“i| a1| Bt @)

entwickeln lasst. Die w1cht1gsten Elgenschaften dieses Ketten-
bruches mégen hier noch einmal zusammengestellt werden:



a. Die Kettenbruch-Zihler und Nenner 4, und b,

(mn=o0, 1, 2,...) sind alle ungleich Null und von der
Form
¢, P%n Cn
W=Ta Ty

wobei die « =0, ¢ #0, d %0, ¢ 5 0 ganz rational
sind, den Bedingungen

|d,| <2VP, |e,| =2VP, |b,| <2VP|a,]

geniigen und P nicht in d,, und ¢, aufgeht. Fiir P = 2
konnen 4, und e, gleich 4+ 1 genommen werden.

b. Die Naherungsbriiche p, /g, des Kettenbruches fiir ¢
approximieren { gemdss den Ungleichungen

I
2 I ?n’ dn I | i)n+1r In+1

- VP
I Pw qnl l pn+1’

¢. Die Determinanten

An = pn-—lqn - ;b'nqn-—l = (—' I)nao ay.. .84y

aus auf einander folgenden Ndherungen geniigen den
Bedingunge

1<|4,]|4,]p=2VP. (|4,]|4,|p=1 fir P=2).

(Die Aussage a ist im bisherigen Text nur unter der Voraus-
setzung # = 1 enthalten; fiir » = o folgt sie aber leicht
direkt, denn es ist a, = p; 7 0 und b, = ¢; # o und ferner

nach Definition von p,, ¢, :| #y, ;| = VP.)

8.) Zum Abschluss dieser Note soll schliesslich noch ge-
zeigt werden, dass sich ¢ auch in einen unendlichen Ketten-
bruch entwickeln ldsst, dessen Zihler und Nenner alle ganz
rational sind.

Es geniigt zu diesem Zweck, in dem Kettenbruch (26) die
Kettenbruch-Zahler und Nenner der Reihe nach mit ihren

3



Hauptnennern
P.d, P.d,, P.d,

zu erweitern. Auf diese Weise wird gerade

e, P%o+1 ' d e, Pra+2 ‘ dlgzpa2+2l dope, P2 I
= + + + +... (2
| @ |« | e | 7)
und dies ist in der Tat ein Kettenbruch mit ganzen rationalen

Zahlern und Nennern. In dem besonders interessanten Fall
P = 2 nimmt diese Entwicklung die noch einfachere Form

) e | n g Pt | g Pant?| g Pugt? |
| o I 51 | Co C3

an, wobel die simtlichen Zahlen

+ ..

&y €1, &, &y
die Werte + 1 oder — 1 haben und ohne Einschrinkung
angenommen werden kann, dass die Nenner
Co» €15 Cop
natiirliche Zahlen sind, die ausserdem den Bedingungen

V2 1 1 +2 I 2
CO< 2Pa0+, CI<EP°‘1 y 02<V—2:_P“2+, PN

geniigen.



