UBER PSEUDOBEWERTUNGEN. II.

(Die Pseundobewertungen eines endlichen algebraischen Zahlkorpers.)
Vox

KURT MAHLER

in GRONINGEN,

In einer bekannten Arvbeit (Acta mathematica 41, (1918), 271—284) zeigte
A. Osrrowski, dass ein endlicher algebraischer Zahlkdrper § an wesentlich ver-
schiedenen Bewertungen allein die tréviale Bewertung, die den einzelnen zu §
konjugierten Korpern entsprechenden Absolutbetray-Bewertungen und die den
Primidealen p von & entsprechenden p-adischen Bewertungen besitzt.

In der vorliegenden Arbeit behandle ich die allgemeinere Frage nach den
simtlichen Pseudobewertungen von & und zeige, dass jede solche Pseudobewertung
dquivalent zu einer Summe von endlichvielen verschiedenen Bewertungen von § st;
dabei tritt die triviale Bewertung nicht als Summand auf, wenn die Pseudo-
bewertung ihr nicht dquivalent ist.

Die Beweisfithrung besteht in einer systematischen Untersuchung der Eigen-
schaften der Pseudobewertungen von & und beruht vor allem auf einer An-
wendung von elementaren Sitzen iiber Diophantische Approximationen. Der
Ostrowskische Satz wird nicht vorausgesetzt, sondern ergibt sich vielmehr als ein

Nebenergebnis.

1. Sei & ein endlicher algebraischer Zahlkorper, etwa vom wn-ten Grad;

von den » zu ihm algebraisch konjugierten Kérpern

seien die 7, ersten
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reell, die iibrigen 27, 7
Qurtn Qb2 Q)

imaginir, und zwar seien jeweils
KREA and - Qe (h=1,2,...,71)

zu einander komplex konjugiert. Es ist

wir setzen ferner wie iiblich
re=1r;+r, — I.

Ist « irgend eine Zahl aus &, so bezeichnen wir mit

der Reihe nach die hierzu gehorigen konjugierten Zahlen aus den Korpern

KOS R j
Deren Absolutbetrige
QW (g) = || (k=1,2,...n)

definieren dann n Bewertungen von §, doch ist natiirlich
QInth) (g) = Qntrthl (q) (h=1,2, ..., 1),
so dass wir nur zu » + 1 verschiedenen Bewertungsfunktionen
QU (), Q2 (), ..., QU(e)

celangen. Aus einem spiiteren Hilfssatz wird sich iibrigens ergeben, dass diese

sogar von einander unabhiingig sind.

2. Sei ¢ ein Ideal aus &, das vom Nullideal (o) verschieden ist, und
Y1) Var - - 7n eine Basis desselben. Diese » Zahlen miissen also insbesondere

linear unabhiingig sein; daher lisst sich jede Zahl ¢ aus & auf die Form
=1y F e

mit rationalen Koeffizienten »,, 1y, ..., 7, bringen. Seien s, s, .. ., Su ganze

rationale Zahlen mit

LR |7”n""8n|£

)

I —sl=] rn—sl= ;
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und werde

O=8 91+ -+ Sa¥n
gesetzt; dann ist
I . [ ;
QW (g —0) = 5('7(1’” +ooot IV‘,{”) (k=1,2,..., %)
und erst recht
QW —0)=c¢ (k=1,2, ... %)

wenn dabei ¢ die positive Konstante

1 X (1
c=c() = max (704 0]
=1,2,..., n

bezeichnet.

3. Die nichtverschwindende Zahl « aus & werde als Quotient
=0 (0 00) = 1,

zweier teilerfremden Ideale a, und a, geschrieben. Wenn ¢, alle Zahlen aus q

" N T e .

durchliuft, so durchliuft -' offenbar alle Zahlen aus a,. Unter ¢ verstehen wir
«

die nach § 2 zum Ideal ¢ == qa, gehdrige positive Konstante, und wir setzen
o = €, (@) = max (1, ¢).
Sei £ eine zweite Zahl aus §; sie geniige den Ungleichungen

QW (5) < ¢, (k==1,2,...,n)

und lasse sich als Quotient

zweier nicht unbedingt teilerfremden Tdeale r; und y, darstellen, so dass

2)'—:1

(017 l:

ist; falls & verschwindet, werde unter r, das uneigentliche Ideal (o) und unter 1,
ein ganz beliebiges Ideal verstanden.

Da der Nenner von & zu q, teilerfremd ist, so gibt es eine ganze Zahl 1,
aus § mit

§=1l0);
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die allgemeinste Losung dieser Kongruenz in ganzen Zahlen lautet
T == Tt T,

wo 7, alle Zahlen aus a, durchliutt. Wir setzen

und bestimmen die ganze Zahl ' derart in a,, so dass die Ungleichungen
- «

Qb (E) < ¢, (h=1,2, ... n

gelten; das ist nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen gewiss moglich.

Aus der Konstruktion von v ergibt sich, dass £ in der Form

Y

Ly

Il
S

geschrieben werden kann, wo 17 ein neues Ideal bezeichnet.

Die Bestimmuneg von 7= & — ¢& zeigt noch, dass
I3 > S =3 )

’ QB (7) < ¢y (1 + QW (a)) (b=1,2,...,n)
ist.

4. Da & wieder die gleichen Bedingungen wie & erfiillt, so kiénnen wir
hierauf den vorigen Prozess wiederholen, und diese Berechnung beliebig oft
durchfithren. Nach etwa N Wiederholungen kommen wir auf diese Weise zu

der Formelkette
E=c+daf, =+t .. ENU=70 4 qEWV)

und durch Elimination der Zahlen

[ “(N—1)
&, 5, , 5Y

zu der endlichen Reihenentwicklung

(1) Ewvtad 4+ NN 4 N EW,

Dabei geniigt jede der Zahlen
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den Ungleichungen ‘
QW (E) = ‘o k=1,2,... nr 7
) l=o0,1,..., N\

und lLisst sich als Quotient eines ganzen Ideals 1/ durch p, darstellen:

1o

gm - %{1 ([ - Oa Ia AR :\Y)

Verstehen wir unter » irgend eine durch 1, teilbare ganze Zahl aus R, die nicht

gleich Null ist, so werden also alle Produkte

- -t =N
S, ;';* ] ;-\ n

ganz in §; sie geniigen den Ungleichungen

S e - k=1,2,...,n
QW(ED p) = ¢, QW () ( l—o 1. .. N) ,
und konnen also nur Werte annehmen, die einer endlichen, wohl von « und §&,
nicht aber von N abhiingigen Menge I * angehoren. Dies folgt daraus, dass
es bekanntlich nur endlichviele ganze Zahlen in & geben kann, die samt allen
Konjugierten von beschrinktem Absolutbetrag sind. Wir erhalten also das Ir-
gebnis, dass die Zahlen

o .

(N
y S 8T

ure

zu einer wohl von « und & mnicht aber von N abhiingigen endlichen Menge I
gehodren.
Was weiter die Zahlen

T, v, ... oM

betrifft, so sind sie alle ganz in { und geniigen den Ungleichungen

V() = 6 (1 4 Q0 () (’j:_ Dreenl)
=0, 1,... IN—

Wir erhalten also das Ergebnis, dass die Zahlen

sogar zu einer allein von «, nicht aber von § und N abhingigen endlichen Menge

N gehoren.
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2. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Untersuchung der Pseudo-
bewertungen des Zahlkiorpers & tiber.

Sei 11 («) eine Pseudobewertung von &, die zur trivialen Bewertung

o tiir a=o,

”ﬁ‘“)""l 1 fiir @ =+ o,

nicht dquivalent ist. Dann kann W (a) nur fir « = o verschwinden, da andern-
falls diese Funktion fiir alle ¢ verschwinde, was wir auch ausschliessen.
Weil W («) nicht zur trivialen Bewertung iiquivalent ist, so gibt es min-

destens eine Zahl ¢ aus { mit

a #F 0, o< Wia)< 1.

Diese Zahl denken wir uns vorliufig beliebig, aber fest ausgewihlt und auf die
Gestalt

U (o, @) = 1,

mit zwei teilerfremden Idealen a; und a, gebracht.

Sei alsdann wie in den letzten Paragraphen & eine Zahl aus &, die den

Ungleichungen
QN(E) = ¢, (k=12 ... 1)

geniigt, und deren Nenner 1, in der Bruchdarstellung

L

£
S
Ly

zu a, teilerfremd ist. Ks gilt also die Reihenentwicklung
(1) E=u+ ot + -+ NN N EW),
Hierin gehoren aber nach Konstruktion die Koeffizienten
N—1)

T, ©,. .. T

der endlichen Menge 9 an, die von & und N nicht abhiingt; es gibt daher eine

allein von « abhiingige positive Zahl ¢, so dass

W (") < o (l=o0,1,2,...)

ist. Weiter liegen die Zahlen
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! -\
) g’ M é\ !

ure

in der endlichen Menge 9, die von N nicht abhiingt; somit existiert eine nur
von «¢ und & abhiingige positive Zahl ¢, so dass

"

W) = e, (l=o,1,2,...)
ist.
Wenden wir jetzt auf die Darstellung von & vermoge (1) die Funktional-

eigenschaften der Pseudobewertung W (a) an, so ergibt sich die Abschiitzung
N—1
W) = ¢ Z W) + ¢, W ()™,
=0
Wegen 1 (¢) < 1 strebt aber die endliche Reihe
N—1
) Z W ()
=0

mit wachsendem N gegen die endliche, allein von « abhiingige positive Konstante
@D
o= c; () = co X, Wie),

=0
withrend das Restglied

ey W{a)™
gleichzeitio gegen Null konvergiert. HEs wird somit

W)= e,

und wir haben das Ergebnis:
Satz 1: Fs gibt eine allein von der Zahl « mit
« = 0, o< W(e) <1, «= (ay, a,) =1

abhdingige positive Konstante ¢,, so dass jede Zahl § aus S, die den Ungleichungen

QP(E) <1 (k=1,2,... %)
geniigt, und die sich als Quotient
£ Ly
L2

8-—36122.  Acta mathematica. 67. Imprimé le 20 mars 1936,
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zweier Ideale ¥, und v, darstellen ldisst, wo der Nenner die DBedingung

(r'.)’ ﬂ]) =1

erfiillt, die FEigenschaft
| W=
besitzt.
(Bei der Formulierung des Satzes wird benutzt, dass ¢, = 1 ist.)

6. Der vorige Satz liisst sich noch verschiirfen, wenn tiefere Eigenschaften
der Pseudobewertung Wia) herangezogen werden. Zu diesem Zweck definieren wir:

Definition 1: Fiir einen Inder k mit 1 <k < n existiere keine Zahl o aus R,

so dass gleichzeitiy
Q¥ (a) > 1, W) <1

ist. Dann sagen wir, dass die Bewertung Q% (a) in der Pseudobewertung W {a)
enthalten ist.
Wegen
Q) () = QUrtreth () (h=1,2,...,71)
ist es hinreichend, allein die Bewertungen

QW (a), Q¥ (a), ..., Qn"¥7(aq)

in bezug auf diese Higenschaft des Enthaltenseins zu betrachten. Wir nehmen

im Folgenden immer an, dass

QW) (@), Q=) (a), ..., Q% (a) (1=, <y << <<t =71y F 79)

die siimtlichen verschiedenen unter ihnen sind, die in W (a) enthalten sind; dabei

kann s natiirlich auch gleich Null sein. Weiter bezeichnen wir mit
Qn(a), Q% (a),. .. Q4 (a) (1 =4 <hg <<=y, +r
diejenigen unter den Bewertungen
QU (a), Q2 (a), .. ., QUird(q),

die nicht in W (a) enthalten sind; ihre Anzahl ¢= 7, + », —s kann ebenfalls

gleich Null sein. Aus Definition 1 folgt, dass zu jedem Index

l:ll, )‘2’  © ey lt
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mindestens eine Zahl «; aus & existiert, fiir die gleichzeitig

Qi) =1, W) <1

ist.
7. Sei w,, ,, ..., w, eine Basis von §; die Linearform
Y= Wy + Ly, + -y oy
ergibt alle Zahlen aus &, wenn x,, x,, . . ., x, einzeln alle rationalen Zahlen
durchlaufen, und speziell alle ganzen Zahlen aus &, wenn xy, @, . . ., 2, ganz

rational sind. Die Linearformen mit in bezug auf §t konjugierten Koeffizienten

yB =z ol +ory ol 4+ ol (h=1,2,...n)
ergeben fiir rationale x, w,, ..., #, die Konjugierten zu y. Bekanntlich ist die
Determinante
(k) '
|wl kyl=—1,2,...,n

dieser letzteren ILinearformen von Null verschieden; man kann also dieses

Gleichungssystem auflosen und kommt zu Formeln

=y VO B OR gyl g =1, 2,...n).
Dabei werden alle Zahlen x, x,, . . ., x, reell, wenn
?/(1)7 ?/(3)’ R ]/("ﬁ

beliebige reelle Zahlen und
(b 1yt b (gl b2l o (g R

beliebige Paare komplex konjugierter Zahlen sind.
Seien speziell

Yy, ye oy

)

r, beliebige reelle und

Y(r1+1)’ I’(r‘+2)7 o Y et

ry beliebige komplexe Zahlen, ferner

Y b rath) (h=1,2,... 1)
die zu
Y (rath) (h=1,2,...,71)
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komplex konjugierte Zahl. Alsdann sind also die Zahlen

4\,[ — 17(1)0}:) + ),vf\-g](jl(/;!} L )‘Hn)[)}u‘ (1 R - N 71)
reell. Demnach lassen sich rationale Zahlen @, «x,, .. ., 2, so bestimmen, dass

die simtlichen Absolutbetriige
| X; — | l=1,2,..., 1

beliebig klein werden; dies st selbst noch mdglich, wenn wir verlangen, dass der
Zdhler jeder dieser Zahlen xy, xs, . . ., xn durch eine vorgegebene natiirliche Zahl
teclbar, thr  gemeinsamer Hauptnenner aber zu einer zwedten vorgegebenen natiir-

lichen Zahl tedlerfremd sei. Setzen wir

M= o4y ol 4, ll (k==1,2, ... n),
so werden yV, 4 .y die Konjugierten einer Zahl
Y=y + Xy, + -+ xyw,

aus &, und zwar wird der Zihler dieser Zahl durch eine beliebig gegebene natiir-
liche Zahl teilbar, der Nenner zu einer beliebig gegebenen natiirlichen Zahl teiler-

fremd; gleichzeitie werden die Absolutbetrige
|y — Y| (k=1,2,...n)
beliebig klein. Da jedes Ideal Teiler einer natiirlichen Zahl ist, so folgt der Satz:

Satz 2: Seien
,w 2 )
Yo o ye oy
beliebige reelle wnd
)y\,rl+1)’ lr("r*"-’)_ o Y‘:"1+":“
belichige komplexe Zahlen, ¢ und ¢, zwed Ideale aus K, die. auch Jiibereinstimmen
diirfen, und & eine positive Zahl.  Dann gibt es cive Zahl y aus & mit den Kon-

(1) (2)

gugierten y'V, y®, ooy so dass

|y" — Y| <e (k=12 ... 1 +r)

ist, wund so dass in ihrer Darstellung als Idealbruch.

der Zdihler vy, durch ¢, teilbar, der Nenner V), aber zu ¢, tetlerfremd ist.
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In diesem Satz st iibrigens der fricher angekiindete Nachweis der Unabhdngig-
kett der Bewertungen
QU (a), Q% (a), . .., Qnirl(a)
enthalten.

&. Sei A einer der Indices

Loy dy )
also Q% (a) nicht in W (a) enthalten; es gibt demnach eine Zahl «; aus §, so dass
O e) > 1, Wie) <1

ist. Sei weiter £ eine Zahl aus &, die sich als Idealbruch

mit zu dem Ideal a, aus Satz 1 teilerfremden Nenner p, schreiben lisst.

Es liisst sich eine natiirliche Zahl f; mit

Q4 (i) > Q9 (E),
_Q“-‘( §_ ) <1
s

Y g Y ) = o . .
) = — =0 (k=Fl; k=1,2,...,1 +1)

N
“,1 ~

also auch mit

finden. In Satz 2 werde

gesetzt und fiir ¢ > o eine geniigend kleine Zahl, fiir ¢, = ¢, eine geniigend hohe
natiirliche Potenz von a, genommen. Dann liefert der Satz die Kxistenz einer

Zahl 7, aus &, die den Ungleichungen

L T T L R e A e A

und
QR () =1 (k=1,2,..., 01 + 1)

geniigt, deren Nenmner zu a, teilerfremd ist, und deren Zihler sich durch eine so
hohe Potenz von qa, teilen lisst, so dass der Nenner von «/i7; zu a; ebenfalls
teilerfremd wird. Diese Konstruktion ergibt nach Satz 1 insbesondere die Un-

gleichung W) <
Ni) = Oy
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wegen
W ((‘c;{i) = Wiew)2 <1
demnach
Walin) = ¢,

Man bestimme solche zwei Zahlen «/z und 7; fiir jeden der Indizes

A=Ay hoy .oy
und setze dann

t
Y
«'7 — §-—— Z 0{/.;"6’[7/‘.{,
=1

so dass somit
t

WE = W)+ W) = W)+ ot

=1

gilt. Wir leiten hieraus eine Abschiitzung fiir W (&) her, indem wir erst eine

solche fiir W (n) bestimmen.

9. Aus den Abschiitzungen fiir die Absolutbetriige der Konjugierten der
Zahlen «fin; und «fin, —§ folgt fir A=14;, 2, .. ., &

t
i, t
Q) = QW (efrg — O + Q0 (i) = =1,

=1
LyFA

und far % = %, %, . . ., %s

Q) = Q¥ +pr mzsmﬁwézmﬁwx

Bedeute zur Abkiirzung Q (&) die Funktion
Q) = max () (8, Q=(8), ..., 2% ()
und fiir s = o0 die Null. Dann ist folglich erst recht
QK () < Q) +1 (k=1,2,... n).

Es gibt eine positive Zahl ¢, die allein von q, abhiingt, so dass die kleinste

natiirliche Zahl ¢, die zu q; teilerfremd und nicht kleiner als

Q@) +1
ist, der Ungleichung

g=c(Q(E)+1)
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geniigt. Die Zahl

besitzt einen zu qa, teilerfremden Nenner, und es gilt fiir sie

QW (n¥) <1 (k=1,2,... n).
Demnach ist nach Satz 1
W) = e,
wegen
Wig) =g W)= ¢ (2(8) +1), (¢ =W (1))
also

”

W)= W) Wig) < e e/ () + 1)
Daraus folgt

WE =W +eat=ce (QE+1)+ct=c(2¢, + t)max (2(§), 1),

und also ergibt sich der Satz:

Satz 3: Seien ,
Q) (q), Q=N (a), ..., Q% (a)

diejenigen unter den Bewertungen
QU (a), QW (a), ..., Qrtrl(q),
die in Wa) enthalten sind, und werde unter Q(&) die Funktion
Q2(8) = max (@) (§), A=), ..., Q= (),

bziw. die Null fiir s = o verstanden. Sei ferner a eine Zahl aus & mit
« 0, o< Wla)<r, = (ay, ay) == 1.

Dann existiert eime nur von « abhdngige positive Konstante c,, so dass jede Zahl §

aus R, deren Nenner zu q, tedlerfremd ist, der Ungleichung

W(E) = ¢, max (2(&), 1)
geniigt.
Besonders bemerkenswert ist nach diesem Satz der Fall s =o0, in dem sich

eine konstante obere Schranke fiir W () ergibt.
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10. Wird von diesem Fall s = o0 abgesehen

so lisst sich fir die Pseudo-
bewertung W («) auch eine untere Schranke herleiten

Sei also ¢ = 1. Dann ist nach Definition 1 stets

—

WE =1 fir Q) >1

b

und wir diirfen daher ohne Einschriinkung annehmen, dass

o< Q(&

A

sei. Offenbar gibt es eine rationale Zahl ¢ = p/g mit

1< 2@)e] =2,

deren Nenner ¢ zu a, teilerfremd ist, so dass also nach Satz 3

W (9) = ¢, max (2 (o), 1)=c,| 0| =" 20y

Q)
ist. Setzt man

0§ = &%

so wird nach Konstruktion von ¢ wegen Q(&%)= Q(&)|o| > 1:

Q) =1

und also nach der vorigen Bemerkung

Da aber

ist, so folgt demnach

und also der Satz:

Satz 4: Seien
Q) (a), Q= (a), ... Q% (a)

diejenigen unter den DBewertungen

QW (a), Q¥ (a), . .., Qrir(a),
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die in Wla) enthalten sind, wund zwar werde s = 1 angenommen. Dann gibt es
cine allein von der Pseudobewertung W (a) abhingige positive Zahl e, so dass
fiir (8 = max (@ (8, Q(9), ..., 2% (F) =1

wnd fiir Q&) =1

W(E) = e, Q)
ist.
Dieser Satz zeigt, dass
Q4 (a) = W (a) (r =y, %y ..., %

ist; die durch Definition 1 gegebene Erklirung des »Kuthaltenseins» von Q% (a)
in W{(a) ist also mit der allgemeinen Definition in BEinklang.
11. Es werde ein weiterer Begriff eingefiihrt:

Definition 2: FEine Zahl § =0 aus K heisse W-Zahl, wenn

lim W (') =o

l=»
ist, falls 1 alle natiivlichen Zahlen durchlduft.

Da nach Voraussetzung 1V (a) nicht zur trivialen Bewertung 1V, (@) iiquivalent

ist, so gibt es gewiss IV-Zahlen, denn es existiert ja sogar eine Zahl ¢ == o0 mit
Wie) < 1.

Jede 1V-Zahl ¢ denken wir als gekiirzten Idealbruch

geschrieben; der Zihler b, kann dann entweder das Einheitsideal 0 = (1) oder ein
beliebiges hiervon verschiedenes Ideal sein. KEs ist klar, dass eine geeignete

natiirliche Potenz ' von J der Ungleichung
() <1
geniigt, also mit der frither mit « bezeichneten Zahl identifiziert werden darf.
Definition 3: Iine 1-Zahl §, ctica mit der gekiirzten Idealbruch-Darstelluny

X
0= 0 =1,
Uy

9—36122.  Acta mathematica. 67. Tmprimé le 9 mai 1936.
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hewsst reduziert, wenn es kerne W-Zahl 0%, etiwa mit der gekiirzten Idealbruch-Dar-

stellung
o
=

d‘:%:

) (07, 03) = 1,
gibt, deren Zihler % ein echter Tedler des Zihlers b, von J ist.

Auch die Existenz einer reduzierten IV-Zahl ist klar, da es eine I-Zahl
schlechthin gibt, und der Zihler derselben nur endlichviele Teiler enthiilt, man
also nach endlich oft wiederholtem Abspalten eines Teilers schliesslich zum Ziihler
einer JV-Zahl gelangen muss, von dem sich kein Faktor mehr abspalten Lisst.
Gibt es speziell eine JV-Zahl mit dem Zihler v, so ist diese IW-Zahl bereits

reduziert.

12. Wir zeigen:
Satz 5: Sel
J=_, (blabz)sla

eine reduzierte W-Zahl; dann st der Zdihler b, entweder gleich o oder ein Pro-
dukt von lauter verschiedenen endlichvielen Primidealen.
Zum Beweis geniigt es anzunehmen, dass D, durch mindestens éin Primideal

teilbar ist; d, wird also eine Primidealzerlegung

—— Iy L
by =yl pl. e

zulassen, wo b, Py, ... P, lauter verschiedene Primideale und d,,d,, ..., d,
natiirliche Zahlen bedeuten. Wir setzen

¢ =Dy Dy . .. Py

es gibt dann nach bekannten Sitzen ein Ideal ¢; in derselben Tdealklasse wie ¢,

das zu ¢, teilerfremd ist, ferner eine Zahl ¢* aus { mit der Bruchdarstellung
=5 (o) = 1

Sei e eine zu ¢, teilerfremde natiirliche Zahl, ferner

¢, =ec

und
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g== = 1 (e, 0) = 1.
Wir werden den Beweis zum Abschluss bringen, indem wir zeigen, dass fiir

geniigend grosses ¢ die neue Zahl ¢ wieder W-Zahl ist; wegen der Eigenschaft

von ¢, reduziert zu sein, muss also

) D == ¢
sein.
Zum Beweis setzen wir
d = max (d,, ceydy)
und c‘v
dc.

Besitzt dann [ die Idealbruchdarstellung

- 3
s = 17 (51732);1)
B2

so ist 3, gewiss zu D, teilerfremd, denn man hat

<l
¢ D,

o, of’

. . L\l/ D
und hier ist ;1 ein ganzes Ideal, wihrend e—— nach Konstruktion einen zu b, teiler-
Dy
fremden Nenner hat. Ohne Einschriinkung diirfen wir e bereits so gross an-

nehmen, dass
) 8-‘}:(!
QEN(L) = QW (—ﬁ =1 (k=1,2,..., r + )

ist.
In Satz 1 werde die Zahl ¢ nunmehr mit einer geniigend hohen natiirlichen
Potenz von d identifiziert, so dass a, eine Potenz von D, und daher teilerfremd

zu 3, wird. Dann ergibt der Satz, dass fiir jede natiirliche Zahl g
lV(Cq) = Clv

und also

' W (el9) < ¢, W(0Y)

wird. Da sich jede natiirliche Zahl f in der Form

S=dg+h
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darstellen lisst, wo ¢ eine nichtnegative ganze rationale Zahl und /. eine der

endlichvielen Zahlen
h=o,1,2,...,d—1

ist, so gilt also in der Tat

W)= W (") W(e'9) = ¢, W(") W (")
und demmnach
lim W (&) = o,

‘/' >
da

lim W (d7) — o

‘/'» *
und W (&") tir alle f beschriinkt ist.

13. Die reduzierte §V-Zahl

=2

J—=, (D,xﬂbz)'; L,

(=2
e

werde nunmehr irgendwie, aber fest, ausgewithlt. Weiter sei
s EY N
6 TTOGE) (D17D2)417

eine zweite JWV-Zahl, die nicht unbedingt reduziert zu sein braucht. Wir zer-

legen ihren Zihler in zwei Faktoren

DT = b, ¢,

wo b, das Produkt derjenigen Primfaktoren von D} ist, die in d, aufgehen, «,
dagegen das Produkt der iibrigen Faktoren. Demnach geht b, in einer genii-

gend hohen Potenz von b, auf, wihrend

("‘.M Dl) =1
ist.
Bedeute ¢, ein Ideal aus derselben Idealklasse wie ¢y, das zu der Norm

von b, teilerfremd ist und ¥ eine Zahl aus & mit der Darstellung

Bs liisst sich eine geniigend grosse natiirliche Zahl ¢ finden, die durch ¢, teilbar,

dagegen zu D, teilerfremd ist, so dass die Zahl
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L 7/.1: . (]
e
den Ungleichungen
~( -
QW () =1 (k=1,2,...,7 + 1)
gentigt. Ist
= CS:
so erhiilt y die Idealbruch-Darstellung
)
V= Gy

9
3

und sein Nenner wird zu 0, teilerfremd, da ¢, und ¢, also auch ¢; es sind.
Wenden wir Satz 1 auf die natiirlichen Potenzen 7' von j; an, indem wir ¢ mit
einer geniigend hohen natiirlichen Potenz von d, demnach a, mit derselben Po-

tenz von D, gleichsetzen, so ergibt sich die Ungleichung

W) =e,
also auch
Wl 0%) = e (870,
und demnach
o =< lim W((y 0%)) = clllim W (0*) = o,

1> o - »
so dass die Zahl
' p=y0d*

wieder eine W-Zahl ist. Ihre Idealbruch-Darstellung lautet

. b1 G 0 by
- 0 NE L
0 ey DIy

B

und zwar ist hier
(b, D3 ¢y) = 1,

da ¥ sogar zu b, ¢, und ¢, sogar zu D, teilerfremd ist und b, nur durch Prim-
ideale teilbar sein kann, die auch in D, aufgehen.

Sei jetzt 0 das Produkt der ersten Potenzen der verschiedenen Primideale
die in b, aufgehen; demmnach ist 07 gewiss ein Teiler von d,. Falls nicht schon
3 reduziert ist, so gibt es doch eine reduzierte W-Zahl, deren Zihler entweder
oleich 0% oder gleich einem echten Teiler hiervon ist. Nach Voraussetzung ist
aber ¢ reduziert und es gibt demmach gewiss keine reduzierte W-Zahl, deren
Ziahler ein echter Teiler von D, ist. Folglich ist 07 kein echter Teiler von 0,

sondern vielmehr
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G
und also
D] | bl
und erst recht
oo,

Wenn auch 0% reduziert ist, so ergibt sich auf gleiche Weise

und demnach

Damit ist bewiesen:

Satz 6: Alle reduzierten W-Zahlen in bezug auf die Psewdobewertung W (a)
besitzen < threr Darstellung als gekiirzten Idealbruch

§=1 (0, 0) = 1,

7 (‘\17(2)’“‘17

est durch by teilbar.
Der Zihler der reduzierten IW-Zahlen spielt also eine ausgezeichnete Rolle;

deshalb definieren wir:

Definition 4: Der allen reduzierten W-Zahlen in bezug auf W a) gemein-
same Zdahler werde mit C bezeichnet und heisse der Charakter der Pseudobewertung
W(a).

Bei den folgenden Uberlegungen denken wir stets eine reduzierte JW-Zahl

Iv:(t;:;_: (G'L\:‘):‘ I,

beliebig, aber fest ausgewiihlt.

14. Nach Satz 3 ist der Charakter € entweder gleich v oder ein Produkt
aus lauter verschiedenen endlich vielen Primidealen. Falls € = p ist, ist Satz 6
fir die allgemeinen W-Zahlen ohne Inhalt, da jedes Ideal durch v teilbar ist.
Aus diesem Grunde werde vorliufig angenommen, dass ¢ von o ver-
schieden ist und sich demnach durch mindestens ein Primideal teilen Lisst. Wir

ordnen alsdann ¢ die sogenannte C-adische Pseudobewertuny
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folgendermassen zu:
Definition 5: Se: ' > 1 cine beliebige Konstante. Dann sei

Qo) o,
dagegen fiir jede Zahl « 0 ans §

Qg ((() = (Y—f,

wobed [ diejenige ganze rationale Zahl bedeutet, fiir die das anf gekiivzte Form ge-

brachte gebrochene Ideal
n,

.
()€ n,

(my,my)=1,
einen nicht dwrch C tedbaren Zdhler m; und einen zu & teilerfremden Nenner m,
hesitzt.

Dass Q¢(a) in der Tat eine Pseudobewertung ist, lisst sich aus dieser
Definition ohne Schwierigkeit ableiten. TIst ¢ insbesondere ein Primideal p, so
wird Qg (a) sogar zu einer Bewertung und zwar gerade gleich der Henselschen
p-adischen Bewertung.

Die durch Satz 6 gegebene notwendige Bedingung dafiir, damit eine Zahl y
IW-Zahl ist, lisst sich mit Hilfe von Qs(a) sehr einfach folgendermassen aus-
driicken:

» Damit eine Zahl y W-Zahl sei, ist notwendeg, dass sie der Ungleichung

0 ~( ;) <1
=2¢ \)
g,enugt »

15. Nach dieser Bemerkung ist demnach eine Zahl ¢ mit
H(QQ (Ol) =1
niemals eine TV-Zahl, und folglich muss fiir sie

Wia) = 1
sein, da ja sonst
lim W ()= o
[—> >
folgte. Wir wollen jetzt eine entsprechende untere Schranke fiir die Zahlen

¢ == 0 aus { mit
n.(z.-)(\: (0{> < I
herleiten.



72 Kurt Mahler.

Nach Definition 5 gibt es zu solchen Zahlen « eine natiirliche Zahl /, so

dass gerade
Ocle)—

ist. Wir setzen
« = IV ¢*

und haben dann

so dass «¥ gewiss keine 1V-Zahl und also

W(e*) =1

ist. Wegen

Vi — )= W) 1
Wie) =1 ([%/’) ST o)

ergibt sich demnach folgende Aussage:

Satz T: Der Charakter © von W(a) sei von o verschieden und es bedeute Qg (a)
die zu C gehorige C-adische Pseudobewertung. Jede Zahl « aus { mit Qs (e) =1

gendigt dann der Ungleichung
W) = 1.

Sei dagegen « =0 eine Zahl aus & mit Q¢(a) < 1, also mit Qg («) = O, wo [

eine natiirliche Zahl bedeutet: dann st

I
() = .
W () = W (=)
wo 1" die friher ausgewdhlte reduzierte W-Zahl bezeichnet.
(Man  beachte, dass fiir s («) > o gleichzeitig / iiber alle Grenzen wiichst,
wegen
W)= wu) wa)
also
L W (I
W(r=) V(1)

gegen Null konvergiert, wie es sein muss.)
Nach diesem Satz 7 kann W (¢) fiir eine Zahl ¢ aus & nur dann klein sein,

wenn gleichzeitie Qg (¢) einen kleinen Wert hat. Demnach besteht die Relation

Qs (a)= Wa).
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16. Das letzte Ergebnis und das Schlussergebnis aus § 10 fassen wir jetat

in eine einzige Formel zusammen. Es seien wieder
Ql(a), Q) a), . .., Q%) (a)
die siimtlichen verschiedenen unter den Bewertungen
Qa), ORa), . . ., Qritrd(q),
die in 1V (@) enthalten sind, und dann

Q () = max (Q%(«), Q%)(c), . .., Q%()),
bzw. fiir ¢=o0
Q(¢) =o.

Weiter sei Qg(e) die durch Definition 5 gegebene Pseudobewertung, falls

C+0o

ist; fiir € =0 dagegen werde

.QQ ((l) =0
gesetzt.  Dann ist also
() Q@)= W),
(I1) Qs ()= Wa),
und demnach
(A) Q(a) + Qs (o) Wa),

wobei fiir s =0 oder ¢ = Null-Summanden fortgelassen werden kiénnen.

Unser Ziel ist jetzt der Nachweis, dass auch umgekehrt

(B) Wla)= Q(a) + Qla)
und folglich

(0) W(a) ~ 2(a) + Q¢ (a)

ist; damit wire also eine zu W (a) iiquivalente Pseudobewertung gefunden.

17. Um diesen Nachweis zu fithren, unterscheiden wir drei Fiille.

niichst bemerken wir jedoch, dass nicht gleichzeitig

s=o0 und C=0vp

10—36122. Acta mathematica. 67. Tmprimé le 9 mai 1936,

Zu-



74 Kurt Mahler.

sein kann, da sonst nach Satz 3, wo a, durch v und Q(£) durch o zu ersetzen

wiire, die Funktion W (&) fiir jede Zahl & aus & beschriinkt, wegen
1 -1
W)= W ( ) fir « =0
(44
also fiir jede Zahl « 4 0 aus & auch grosser als eine positive Konstante wiire;
dies widerspricht jedoch der Annahme, dass W («) nicht zur trivialen Bewertung

W, (a) iiquivalent ist.
- Demnach liegt einer dieser drei Fiille vor:

(a) s=1, C=o.
(b) s=o0, C=o.
(c) s=1, C=+o.

Wir verstehen unter

Uy Gy, Ugy oo

eine unendliche Folge von Zahlen aus §, die in bezug auf die Psendobewertung

gegen Null strebt; d.h. im Fall a sei

lim Q(«) = o,

> w»
im Fall b

lim Q¢ (o)) = 0,

- »

und im Fall ¢
lim Q(e;) = lim Qg (&) = 0.

- > -
Alsdann werden wir zeigen, dass auch

lim W (w) = o0

)

ist, und damit die Richtigkeit der Behauptung (B) erweisen.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir jedoch die Annahme
machen, dass keine der Zahlen

€y @y, gy
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verschwindet, denn es ist ja gleichzeitig
2(0)=o0, (o) =o0, W(o)=o.
Bedeute I' die ausgewihlte reduzierte W-Zahl, fiir die also

lim W(I)=o

[ @
ist; daher ist nach Satz 4 im Fall a

Q) <1,
nach Satz 7 im Fall b

Diese Ungleichungen folgen daraus, dass fiir jedes natiirliche [

) Q1Y) = Q(I')}, Q¢(I')= Qs (I')
ist.

Wir denken uns nunmehr eine moglichst grosse ganze rationale Zahl f;

im Fall a durch die Forderung
Qe TN < 1,
im Fall b durch die Forderung
- Q¢ ) <1,
und im Fall ¢ durch die Forderungen
QI ) =1, Qsle ') =1

bestimmt; demnach ist in allen drei Fillen nach Satz 3, wenn ¢ mit einer ge-
niigend hohen Potenz von I" und a, also mit der gleichen Potenz des Charakters

¢ gleich gesetzt wird:
W (e =) < ¢,

Auf Grund der vorausgesetzten Limeseigenschaften der Folge

Uy, Gy, Gy, o ..
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wird dann offenbar f; mit wachsendem Index [ beliebig gross und strebt gegen
|, so dass also
lim W (I'") = o

[— =

ist und sich somit wegen
Wilew) = Wle 170) WA(IH) < e, W(IT1)

die zu beweisende Beziehung
lim Wia)=o0
[— x

wirklich ergibt.

18. Wir haben damit bewiesen, dass jede Pseudobewertung des Korpers $,

die nicht dquivalent zur trivialen Dewertung ist, ciner Pseudobewertung
Q(a) + Q¢ (a)
dquivalent ist.  Hier gilt nach Definition von Q(«):

Q(a) ~ Q4 (a) + Q%) (a) + -+ Q2% (a).
Sei ferner

C=pp...0

die Darstellung von € als ein Produkt von lauter verschiedenen Primidealen;
eine solche Darstellung ist nach Satz 5 moglich, falls nicht gerade ¢ = ist.

Seien weiter ‘
D a), D (a), ..., 2 ()

die den einzelnen Primfaktoren von € entsprechenden Henselschen p-adischen

Bewertungen. Dann ist leicht einzusehen, dass eine Zahlfolge

@, Uy, Cyy o
aus &, die die Limesgleichung

lim Q¢ () = 0

l— oo
erfillt, auch die Gleichungen
lim 2, (@) = lim Q,, (¢)) = --- = lim Q, (&) =0
> > > ® [~ ®

befriedigt, und dass umgekehrt die erste Gleichung richtig ist, wenn die letzteren

Gleichungen gelten. Also ist
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.(26 (a) 0 ( ) -+ -(-au ( ) + -+ =&, (a),

und wir erhalten die Aequivalenz
Z Q‘A (l 2’ Q‘“‘T ((l))
=1 =1

wo rechts als Summanden nur noch Bewertungen auftreten. Falls s= o ist,
fillt auf der rechten Seite die erste Summe fort, und fiir € = ist die zweite

Summe fortzulassen.
19. Hs ist jetzt moglich zu zeigen, dass die Summanden

Q= (a), . .., QW (a), X (a), ..., D, (a)

in der vorigen Darstellung von W (a) ein unabhiingiges System bilden, so dass
es sich hierbei also um eine direkte Summendarstellung handelt.
Seien dazu

Ay, Ay oo A Ly w, @

irgend s+ v Zahlen aus §; der Beweis wird erbracht sein, wenn wir zeigen

konnen, dass es Zahlen £ aus & gibt, so dass die Werte
-Q(X‘\](g - *’11>7 Q=) (g_ Aﬂ)v ERRES ] L% )(' — 4 )> -“P ( '—ul) ‘QP ( ‘12)7 B -Ql’n<€_al’)

gleichzeitig beliebig klein sind. Offenbar darf noch ohne Hinschrinkung der

Allgemeinheit angenommen werden, dass
s Uy oo oy Uy

der Reihe nach ganz p,-adisch, ganz p,-adisch, . .., ganz p,adisch sind.
Nach Satz 2 gibt es eine Zahl § aus &, fiir die der Reihe nach

Qu(E— L), QU (E— Ay, ..., Q) (E— A,)

beliebig klein sind, deren Nenner zu € =9pp,...p, teilerfremd und deren
Zihler durch eine beliebig hohe Potenz von € teilbar ist, so dass

"(21‘1(5)5 Ql‘z(§)7 L] -Qpl, (g)

also auch beliebig klein sind.
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Wegen der Verschiedenheit der Primideale p;, p,, ..., p. ist es weiter
bekanntlich fiir jedes mnoch so grosse natiirliche [ moglich, eine ganze %ahl »*

aus & zu finden, die den Kongruenzen

Ep— ! ot — ! O p— !

pF =, ), pF = (00), T = ()
ceniigt.  Bedeutet & cine gentigend grosse natiirliche Zahl mit

=1 ),
so erfillt die Zahl
7]:E:

mn =

! h
somit die Relationen
n=c (), n=a (), . .., np=a()

in gleicher Weise wie 5% und es folgt, dass die Werte
Qay), Q=) QR ), 20— a), D p— @), Dy — )

beliebig klein sind. Die Zahl

E=5+y

leistet demnach alles, was verlangt wird.

20. Die direkte Summe von mindestens zwei Bewertungen kann gewiss
nicht wieder eine Bewertung von R sein, da die zugehirige perfekte KErweiterung
von 8 Nullteiler enthiilt. Da aber die Bewertungen von & unter den Pseudo-
bewertungen dieses Korpers enthalten sind, und sich nach den letzten Krgeb-
nissen also auch als direkte Summe '
.

Wia) ~ 2 Q) (a) + Z 2, (a)

0=1 7==1

darstellen lassen miissen, so ergibt sich, dass in dieser Darstellung nur ein ein-
ziger Summand auftreten darf, dass jede nichttriviale Bewertung von & also

entweder einer Absolutbetragbewertung

QW (4)

oder einer Henselschen p-adischen Bewertung

dquivalent sein muss.
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Insgesamt haben unsere Entwicklungen also zu folgendem abschliessenden

KErgebnis gefiihrt:

Hauptsatz: Se: K ein endlicher algebraischer Zahlkirper. Dann ist jede
Bewertung dieses Kirpers entweder dquivalent zwr trivialen Bewertung W, (a), oder
zu einer dev v, + ry verschiedenen Absolutbetragbewertungen QP (a) (k=1 , 2, ),
oder zu einer der unendlichvielen Henselschen p-adischen Bewertungen Q,(a), wo p
durch alle Primideale des Kirpers lauft. Ferner ist jede Pseudobewertung von R
entweder dquivalent zur trivialen Bewertung von S, oder dquivalent zu einer di-

rekten Swmme

s v
Z Q%) (a) + Z 0, (a)
g=1 =1

von endlichvielen verschiedenen Bewertungen des Korpers.

Unser Beweis gibt auch, wenigstens theoretisch, ein Mittel, um diese Zer-
legung in jedem einzelnen Fall wirklich auszufithren; zu diesem Zweck sind die
nach Definition 1 in der Pseudobewertung enthaltenen stimtlichen verschiedenen
Absolutbetraghewertungen

Q) (a), Q= (a), ... Q% (a)
und ferner der Charakter
¢
derselben zu bestimmen.

Krefeld, Januar 1935.

Zusatz bei der Korrektur: Zu Teil T dieser Arbeit (Acta mathematica 66,
S. 79—119) sind noch folgende Bemerkungen nachzutragen:

In seinem Bericht » Algebren» (Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz-
gebiete IV 1; Berlin 1935) behandelt M. Deuring in Kapitel VI, § 10 u. 11
ebenfalls Pseudobewertungen und zwar fir beliebige hyperkomplexe Systeme;
u. a. gibt er den Zerlegungssatz aus Teil I, § 15 fiir den Spezialfall nicht not-
wendigerweise endlich vieler p-adischer Bewertungen. Die Deuringschen Unter-
suchungen sind etwas ilter als die meinigen, mir aber erst zu Gesicht gekom-
men, als Teil T schon gedruckt war.

Weiter sei erwiihnt, dass meine Vermutung aus Teil I, § 23, Seite 118
unten, lber elementare Ringe falsch ist. Z. B. ist der Ring P aller rationalen

Zahlen elementar (d. h. jede seiner Pseudobewertungen einer endlichen Summe
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irreduzibler Pseudobewertungen iiquivalent); der durch Adjunktion einer Unbe-
stimmten z entstehende transzendente Erweiterungskorper R = P(z) ist dagegen
nicht mehr elementar. — Eine andere Vermutung an der gleichen Stelle iiber
die Kindeutigkeit der Darstellung einer Pseudobewertung als direkte Summe
irreduzibler Pseudobewertungen habe ich dagegen zeigen kinnen; der Beweis ist
in den Proceedings der Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam,
XXXIX (1936) 57—65, unter dem Titel: Uber Pseudobewertungen I a (Zerlegungs-

siitze) erschienen.
Groningen, 3. Februar 1936.
K. Mahler.



