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Schluss des Beweises von Satz 2.

§ 7. Die SCHNEIDERsche Identitit.

Das so bestimmte Polynom R (zy, z5,...,2z) ist in den Verdnderlichen
2y, Z3 ..., 2zx der Reihe nach hochstens von den Graden ry, 1y, ..., 1k
Es lasst sich auf die Gestalt

31
5 \
R(zy. 2.0 z) = 3 2Zh N (25, 25, .., 2)
hy =0 !
bringen, wo die N (z3, 23, ....2) (B =01,..., r;) Polynome in
29, 23, ..., 2zx der Reihe nach hochstens von den Graden ry, r3,...,r und

nicht alle identisch Null sind. Sei von ihnen eine gewisse Anzahl, etwa
t, + 1 mit £ =0, linear unabhéngig, und seien

RV (23 25 .., 2) 0 (t;y=0,1,...6)

diese unabhingigen Polynome. Da in diesen Polynomen nur hochstens
k
II (r, + 1) verschiedene Potenzprodukte zl:zl ...z auftreten, so ist
=2

gewiss
k

t+ 1= I (e + 1),

r=2

Die ﬂ\'ﬁ}l) lassen sich durch die R® in der Form
1

~ 4
?)CS}R (22025, ..,2)= X a}})rl RY (25, 23, .., 2,) (hy=0,1,..,r)
7,=0 !

mit konstanten Koeflizienten o)) ausdriicken; die Matrix
1y T

(1) _
(ahm)h, =0.1,....1,
7,=0,1,....4

hat dabei offenbar den genauen Rang # + 1. Setzen wir

1
P () = 3 a2 (n=0.1....4)

=0 7
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so sind demnach diese Polynome in z, linear unabhingig, so dass ihre
WRONSKI-Determinante

nicht identisch verschwinden kann. Es ist aber

fy

) Pg) (z1) R(.l" (22, 23, ., 2z4)
o i

v

R(Zl’22'~~'zk):

"1

und folglich auch

7 > i oo dnpl(z
0 R,(~1'22,f’,f7'2")7 ~ p]( l)'R(Tll)(22123»~~vZk) (0120,1,..,t1).

0, /GZ{‘ -

1=

0 0y ;’ dZ;‘w

Diese Beziehungen lassen sich als ein System von ¢ -~ 1 linearen
Gleichungen fiir die ¢, + 1 Ausdriicke RV (z,, z5, ..., z:) mit der Deter-

minante /\"(z,) auffassen; man kann dasselbe z.B. nach
RW(zy 25, .., 2k) = RV (23, 25, . ., 21)
auflosen und bekommt dann die Gleichung

0% R (z1, 2, .., 2)

oz - @D

AV () RY (23, 25 ., 26) = 3 AU (2y)
7, =0 !

wobei die L\‘T“)(zl) (t; =0,1,....1) gewisse Polynome und zwar bis auf
das Vorzeichen gerade Unterdeterminanten von /A" (z;) sind.

Da R"(z3 z5, ..., z) nicht identisch verschwindet und analoge Grad-
eigenschaften wie R (z), 2z, ..., 2) besitzt, kann man es dem gleichen
Verfahren unterwerfen und somit eine Beziehung

AP (23) R? (23, 24+ . 0 21) = S A (z,) O RV (25 23, 24)

=0 ¢ 1,102y

(22)

herleiten, wo jetzt

RO z5 24 z) o AP(z) . AP (z)

gewisse Polynome sind, von denen die beiden ersten nicht identisch
verschwinden, das erste der Reihe nach hochstens von den Graden
[3, 04 ..., e in 23, 24, ..., z¢ ist und wo die natiirliche Zahl £, - 1 der
Ungleichung

: k
b+ 1= I (e, + 1)

s-=3

geniigt.
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So kann man fortfahren und ein System von Identitdten

t, o (z—1) \
. Q7 2/, 21,0, 2
AN R eorrs 2o m) = 3 A () O e 220

7=0 w10z - (23)

(x:l,Z,..,k#l)\

herleiten; dabei sind dann

RY(z,41, 2i2, ..o zi) und AV (z,)  (x=1,2,.., k—1)

gewisse nicht identisch verschwindende Polynome,

“ v=1,2,.., k—1
AT/ (Z/) ( T, — O, 1'..,r/
gewisse andere Polynome, und ¢, + 1, £, 4+ 1,..., 6 1 + 1 gewisse natiir-
liche Zahlen, die den Ungleichungen

bl I (o4 1) =12, k—1) . . . (24

h=7+1
geniigen. Setzen wir noch der Gleichmassigkeit halber
R () = A (2

und eliminieren wir die Polynome R (z, .1, z, 12, . .., 2zx) (x=1,2,..., k—1)
aus den Identititen (23), so folgt schliesslich die SCHNEIDERsche identische
Gleichung:

(25)

I £, Ck—1

=3 Y. X AV (z). ARz ) Renyny (zl,zz,..,zk).s

T, =0 7,=0 T =0 fe-

(Statt dieser Identitit lidsst sich auch eine &hnliche andere Identitat
benutzen, die C. SIEGEL in seiner Arbeit ') ableitet und verwendet).

§ 8. Schluss des Beweises.

Das in § 6 konstruierte Polynom R lasst sich an der Stelle
2, =z, —...—zx — z in die endliche TAYLORreihe

ry ke )
R(zi,zp .. z0)= 2 ... X Runon(z.2,..,2) (zy—2) (zp—2). . (zx—2)"*
h=0  he—=0
entwicklen; seine partielle Ableitung
Ot Rz 20 2)

Rez = olzy, 200, ze) = ——
TiTee Tt 11 09 « o 9 &k 3 T,
! L I o lozt .. szffl
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besitzt daher die Reihenentwicklung

o Tk hl hk—l
R - jolzizo.z)= 2 ... 2 Runonlzz...2) Y

hy=0 he=0 T Tk—1

X zy—2z) . (ze—2) 11 (20— 2) M

Wird speziell fiir z die Nullstelle { von f(z) eingesetzt, so verschwinden
nach § 6 alle Zahlen

K h,

Rhlhz..hk (gr C; P C) mit h] ; 0, hz ; O, ey h]c 2 O, > 't:" == 1—e¢
=1 Ltz
und man erhilt die Formel:
ry Tk
R‘-"..Tk_lo (Z]’ Zys s Zk) = Z P Z Rh,.,hk (C'C”"C) ><
hy=0 hp=0
Kk h
S T > (26)

X <h1> (hkl> (zy—CY "1 (21— O) k=17 "k -1 (25— &) Pk,
7 Tr—1

Durch direktes Differenzieren der Gleichung (20) erhilt man ausserdem:

R: - jo(z1, 22 .. )= 2 ... 2 Ry, X
hlio hk;()
K
> L=

(27)

z=1 fr

h hi.
N L P R I e R S e A
tl Th-1 1 k—1 k /

Von jetzt ab sei

(1= (1—2eu>(1+¢ e 4,

log +—
k= —7%18— ————— , Ik = max (cl + 1, kg);

%..‘(28)

die erste Ungleichung ldsst sich wegen w > 1 befriedigen, indem man ¢
hinreichend klein nimmt. In die vorigen Polynome setzen wir fiir
Z, 23, - . ., 2z der Reihe nach die Zahlwerte

o plis r) —
w=lrv k=L2R @)

ein; s schliesslich durchlaufe alle geniigend grossen Elemente der
Folge §. Wegen (8) ist dann offenbar jedes einzelne z!¥ fiir hochstens
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endlichviele s aus 3 gleich einer festen Zahl: Folglich muss fiir alle
geniigend grossen s

I AV () #0

sein; aus der SCHNEIDERschen Identitdt (25) folgt somit die Ungleichung
er..Tk,,l()(Z(l)y Z° s stO P (30)

fir ein gewisses Indexsystem 7,7, ..., 7, mit

k
0w <t< I (r; + 1)

=41
Setzen wir nun
ry K
- - |
= X X Ry (&L 0 20 ey,

hy =0 h=0

ko,

O
z=1 ¥z

so dass also /"von s unabhingig wird, beachten wir ferner die Ungleichung

(=i ()r
T =0 T

so folgt offenbar aus (26):
Rey o o2, 2, 2 <A,

wo . die gleiche Bedeutung wie in § 4 hat, und also ist nach (15) fiir
alle geniigend grossen s aus §:

Rep e 0 (29,25, 290 [ S q (s, r) 020290 (A)

Weiter folgt aus (27), dass
Re o o2, 25, .., )

eine rationale Zahl ist, deren Nenner in der natiirlichen Zahl M aufgeht,
wo M die gleiche Bedeutung wie in § 4 hat. Da aber fiir alle hinreichend

grossen s aus ;y diese rationale Zahl nicht Null ist nach (30), so tolgt
die Ungleichung

IRz oo (29, 29,..., 29| — —

und folglich muss wegen (16) fiir alle hinreichend grossen s aus ¥
Re e o (@9, 29,00 2 = q(lasom) O o0 L (B)

sein.
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Offenbar widersprechen (A) und (B) einander wegen der ersten
Ungleichung (28), sobald s und damit g (lk; s, ri) eine gewisse Grenze
ibersteigt: Die in § 1 gemachte Existenzannahme ist also falsch und
Satz 2 muss wahr sein.

KAPITEL 2.
Beweis von Satz 3.

§ 9. Ersetzung von ( durch eine algebraische Zahl hoheren Grades.
Sei { eine von Null verschiedene und sogar ohne Einschrankung der
Allgemeinheit positive algebraische Zahl n-ten Grades; seien ferner

p]'pZ""’P‘ und Q]yQ2y~t»'Qu
t+u ungleiche Primzahlen. Wir betrachten Briiche p/q, deren Zahler
p=PpPHPk:._.Pv . . . . . (3]

ein reines Potenzprodukt der Zahlen P. und deren Nenner
q=Qx Q... Qk . . . . . . . (32

ein reines Potenzprodukt der Zahlen Q, ist, die { moglichst gut approxi-

mieren; nur werde im Ausnahmefall, dass { rational ist, der hochstens

einzelne Bruch dieser Form, der genau gleich { ist, ausgeschlossen.
Bedeute r eine sehr grosse Primzahl. Wegen (31) und (32) lassen sich

p und g in der Form
P=pPy 9=Qq - - - - - - - . (33

schreiben, wo
e e 1 g 1)

und

ist; py und q, konnen hiernach also nur eine endliche, allein von r
abhingige Anzahl von Werten annehmen. Bedeutet

Z:I/f/qgf
Po

den reellen Wert dieser Wurzel, so hat folglich auch 7 nur eine

endliche, allein von r abhdngige Anzahl von Maoglichkeiten und ist

iiberdies algebraisch genau vom Grad nr. Die anderen Werte des

Woaurzelzeichens sind nichtreell. Wegen

. (pl )r o Z,
P _po\B) (px B Z)
q do Pyl I i

Qi
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p

konvergiert “' gegen Z, wenn p
T

gegen ( strebt; gleichzeitig konvergiert

qi

gegen r. Folglich ist fiir alle hinreichend nahe bei  liegenden Briiche Z

P € 2

wo ¢, eine positive Konstante bezeichnet, die nur von r abhéngt. Ausserdem
ist offenbar auch

q=cq . - . . . . . . . . (35

wo ¢, ebenfalls nur von r abhidngt und positiv ist.

§ 10. Abschluss des Beweises: Anwendung des SIEGELschen Satzes.

Da 7 algebraisch vom Grad nr ist, so hat nach dem THUE-SIEGELschen
Satz in der SIEGELschen Verschirfung ?) die Ungleichung

i

o Vi

‘ e C —vZI//nr
L il

fir jede postive Konstante C nur endlichviele Losungen in gekiirzten
P
1
Beschrankung unterworfen sind. Wihlen wir

Briichen -, wobei die Primteiler von p, und q, sogar gar keiner

C=c" cr'_‘2 / . ,
und beachten wir die beiden Ungleichungen (34) und (35), beriicksichtigen
wir ferner, dass / eine allein von r abhidngige Anzahl verschiedener
Werte haben kann, so folgt also, dass die Ungleichung

§ | P T
tp__/"( Vr
Eq 6l ==q

nur endlichviele Losungen p/q mit Zahlern und Nennern der Form (31)

/
und (32) haben kann. Da 2 ’/ : fiir grosses r beliebig klein ist, folgt
damit Satz 3.

4)  Siehe die Arbeit2). Die Beweismethode in § 9—10 ist nicht neu und stammt von
C. SIEGEL, der sie mir vor etwa 10 Jahren mitteilte. Auch Satz 3 selbst ist wohl nicht
neu, doch konnte ich ihn nirgends explizit formuliert finden.
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§ 11. Anwendung von Satz 2 und Satz 3 auf die Kettenbruch-
Néherungsbriiche einer algebraischen Irrationalzahl.
Sei von jetzt ab { eine reelle algebraische Irrationalzahl,

! l L

[32

ao+

ihr regelmédssiger Kettenbruch, und

pP-1 Po P P2
qd-1 9o q1 Qq2

die Folge der zugehérigen Kettenbruch-Niherungsbriiche. Nach dem
LiouviLLEschen Satz oder auch nach dem THUEschen Satz liegen die
Quotienten

109 qr+1

log q

von »==2 ab alle unterhalb einer Konstanten. Man kann also Satz 2
anwenden und erhilt folgendes Resultat:
.Es gibt eine unendliche Teilfolge

pr. Pr. P
qu qr, qr,

von Kettenbruch-Niherungsbriichen an {, so dass mit wachsendem Index
die grosste im Nenner aufgehende Primzahl iiber alle Grenzen wiichst”.
Zum Beweis geniigt es, x —2 zu nehmen und zu beachten, dass

ist.
, 1
Ersetzt man ¢ durch 7 S0 gelangt man im Fall {70 zu einem

analogen Satz fiir die Néherungs-Zahler; ferner kann man ein dhnliches
Resultat auch fiir die Ausdriicke

ap.+ bq.

aussprechen, wenn a und b irgend zwei ganze rationale Zahlen bedeuten.
Wendet man auf die Niherungsbriiche nicht Satz 2, sondern Satz 3
an und zwar ebenfalls mit dem Wert u=—2, so ergibt sich:
»Mit wachsendem Index strebt die grésste in p, q, aufgehende Primzahl
gegen Unendlich".

Nachtrag: Zur Einleitung dieser Arbeit ist nachzutragen, dass die
SCHNEIDERsche Arbeit unter dem Titel: ,,Ueber die Approximation al-
gebraischer Zahlen” in Band 175 des Journals fiir die reine und ange-
wandte Mathematik etwa im Juli dieses Jahres erscheint.

Es werde ferner erwihnt, dass die Sétze 1 und 2 einer Verallgemeine-



737 11

rung auf endliche Systeme algebraischer Zahlen fihig sind (bei Satz 3
ist die entsprechende Verallgemeinerung trivial). Z.B. gilt statt Satz 1
folgender allgemeinere Satz:

.Sei u>2 eine Konstante; seien ferner (,, (,, ..., (n endlichviele
algebraische Zahlen und

%gjg‘j‘ =< <g=..)

unendlichviele gekiirzte oder ungekiirzte Briiche mit wachsendem positiven
Nenner, die der Ungleichung

[ |
min (t LS f) <q;"
v=1,2,...N\_| Q1 |
geniigen. Dann ist
l p
lim sup -2 V71— o
i log qi

Eine analoge Verallgemeinerung gilt fiir Satz 2. Man zeigt diese beiden
Sitze mit denselben Hilfsmitteln wie in dieser Arbeit und zwar fast
ohne Aenderung des Beweises.

Groningen, 7. Mirz 1936.



