UBER DIE ANNAHERUNG ALGEBRAISCHER ZAHLEN
DURCH PERIODISCHE ALGORITHMEN.

Vox

KURT MAHLER

z. Zt. in KREFELD.

Herrn Prot. Dr. K. LANDAU zum 60, Geburtstag gewidmet,

In engem Anschluss an zwel klassische Arbeiten von Minkowski! werden
in der vorliegenden Arbeit gewisse Algorithmen untersucht, durch die sich die
Zahlen eines vorgegebenen algebraischen Zahlkorpers 8 vom Grad » = 2 iiber
dem Korper N der rationalen Zahlen anniithern lassen. Aus Griinden der Ein-
fachheit und Durchsichtigkeit wird dabei das Problem in einer moglichst allge-
meinen und  symmetrischen  Forn gestellt und weder cine Zahl, noch cine Be-
wertung von & vor der andern ausgezeichuet.

Unter p = p;, Dy, by. ... seien die sidmtlichen verschiedenen eundlichen und
unendlichen Primideale von &, unter Q(f p) die zugehiricen Bewertungen ver-

standen; letztere denken wir so normiert, dass fir £+ o

ist, wo ¢(p) den Grad der perfekten Erweiterung von & in bezug aut Q(& p)
iiber der gleichen KErweiterung von M darstellt, Weiter bedeutet eine 2-Funktion
/o), bzw. eine -Funktion 1(p) eine fiir jedes p eindeutig bestimmte positive Zahl,
die nur fir endlichviele p von 1 verschieden ist, an endlichen Primstellen als

Funktionswert der zugehorigen Bewertung auftreten kann und die der Gleichung

“ T = 7 bazw. ]l Ipp v = 1

D i\

" H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen, T, 203—315 und 357—371.



110 Kurt Mahler.

geniigt; dabei ist y > 1 eine gewisse Korperkonstante. Alle Ausdricke
Ai(p) = 2o (p)/ (p)* (l=-0,1,2,..)

sind offenbar chenfalls Z-Funktionen; sie bilden die (4, /)-Folge.
In eciner Reihe von Eiuzelsiitzen wird gezeigt, dass jedem Klement Z:(p)

einer solchen (4, I)-Folge ein System
(G o
Dl == \skl, Sk2y «« oy Skny

von n Koérperzahlen &; =+ o mit den folgenden Eigenschaften zugeordnet werden

kann: a) Die Glieder &, &, ..., 5 von & sind linear unabhiingig in bezug
> r > ) 13 P Rt D

auf M. — b) Fiir jedes Primideal p gelten die Ungleichungen
e k=o0,1,2, ...
7 b)) = (& ) = Aelp) T :
i=1,2,..., 1
¢) Die Quotienten >~ (¢, j= 1,2, ..., ») liegen in einer endlichen, nur vom Kor-
Sk
per abhiingigen Menge. — d) Fiir jedes & gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix

U= ikl 1,2 .00

mit rationalen Elementen und nichtverschwindender Determinante, so dass

n
. N k=o0,1,2, ...
Sri1, == Z wijr Erj v » D
i P - T
ist. — e) Die »Matrixketter (7, U7;, [7,, ... besteht aus nur endlichvielen ver-
schiedenen G(liedern. — f) Ist fiir alle endlichen Primideale {(p) = 1, so liegen

die Hauptnenner aller Elemente der Matrizes U; unterhalb einer nur von §t ab-
hiinoicen Schranke: ist fir alle endlichen Primstellen auch noch 2 =1, 80
55 ’ 0 )
sind die Glieder &, jedes Systems &) ganze Zahlen aus §. — g) Zur (4, /)-Folge
J:(p) oibt es dann und nur dann eine Systemfolge {&;} mit periodischer Matrix-
= J 5 / |
kette U,, U';, U,,.... wenn eine Zahl ¢ 40 aus & und eine natiirliche Zahl A

existieren, so dass an allen Primstellen

I(p)¥ = e p)
ist.
Eine willkiirliche /-Funktion wird natiirlich im allgemeinen keinem Glei-
chungssystem dieser Art geniigen. Jedoch lisst sich durch eine einfache An-

wendung der Dirichletschen Methode zeigen, dass auch im allgemeinen Fall sich
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dieses (fleichungssystem wenigstens noch niherungsweise und zwar beliebig genau
erfilllen lisst. Man kann also die Approximationsschirfe an den einzelnen
Primstellen wenigstens angeniihert vorschreiben, wenn man sich auf periodische
Algorithmen beschriinkt. Kin spezieller Fall des so erhaltenen Satzes lautet
folgendermassen: »Der Korper St sei vom Grad » = 2 und nicht imaginir-quadra-
tisch; je nachdem er reell oder imaginiir ist, werde ¢-=1 oder o= 2 gesetzt.
Fiir jede ganze Zahl & aus & bezeichne die Hohe (%) das Maximum der Ab-
solutbetriige aller Konjugierten von &; ferner sei d > o eine beliebig kleine posi-

tive Zahl. Dann existiert eine (Z,, [)-Folge /:(p) und eine zugehirige Folge von

S_\-stemeu 15/;:; { .S’J]y 51,2: Ce ,Eknl (A’:;O, I, 2, .. ) aus lauter ganzen Kﬁl‘pel‘mhlen mit
n—o
o s . P
[l =THE) © ,  lm H(Sy)— =,
L o

wo 1'>> 0 mnicht von % und / abhiingt, derart, dass die hierzu gehirige Matrix-
kette U,, U,, U,, ... von einer Stelle ab periodisch ist.»

Dieses Krgebnis ist im wesentlichen das bestmiogliche; denn nach einem
Satze der zweiten Minkowskischen Arbeit! kann J = o gewiss nur fiir spezielle
Koérper vom Grad n = 6 sein. —

Die Beweise in dieser Arbeit machen wesentlichen Gebrauch von dem
Minkowskischen Satz iiber die sukzessiven Minima konvexer Korper®, ferner von
den klassischen Eigenschaften der algebraischen Zahlkérper und ihrer Einheiten
und Tdeale. Es sei auf die Analogie der Funktionen /(p) mit den gewéhnlichen
algebraischen Funktionen f(x) einer Veriinderlichen aufmerksam gemacht; ge-
nauer entspricht log /(p) der Ordnung des Verschwindens von f(z) in den simt-
lichen unendlich vielen Punkten der zugehoérigen Riemannschen Fliche. Man
kann demmnach die [-Funktionen als Analoga der Divisoren in der Theorie der

algebraischen Funktionen-Korper auffassen.

Kapitel 1.
§ 1. Die normierten Bewertungen von 5.

Im folgenden sei § ein endlicher algebraischer Zahlkiérper vom Grad n = 2

iiber dem Korper W der rationalen Zahlen.

! Siehe Seite 109, Note 1.
2 H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, § 53.
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Dieser letztere Korper O besitzt bekanntlich' an nichtiquivalenten Be-
wertungen allein  die Absolutbetragbeirertung ||, fiiv die wir der Analogie hal-
ber anch

'ilf‘ll’n
schreiben, indem wir ihr die unendliche Primzahl p_ zuordnen, weiter zu jeder

natiirlichen Primzahl p die Henselsche p-adische Bewertung

= 0 fiir w == 0, und sonst
|.1:|,,| = p" mit dem ganzen rationalen u, fiir das der gekiirzte Bruch p"x zu p

teilerfremden Zihler und Nenner erhiilt,
und schliesslich die #riviale Bewertuny

= o fiir « o,

!
oy

-1 fir o == o.

Zwischen diesen Bewertuneen besteht die Vollstindigkedtsrelation

ot L el
i

wo das Produkt iiber alle Primzahlen einschliesslich der unendlichen erstreckt wird.
Wird von 3N zu K iibergegangen, so setzen sich die Bewertungen von N in
solehe von & fort, und zwar sind dabei im allgemeinen |z|,, und | x|, mehrerer
verschiedenen Fortsetzungen fithig, je nach dem Zerfallen von p, und p in K.
Wir beginnen mit den Fortsetzungen von |a],,. Von den » zu & kon-

.

jugierten Korpern SV, {2, .., & seien die s, ersten

b

SELRE

reell, die 27, letzten (7, - 27, = 2) aber zu Paaren
KON N e R S T T - NN I S

konjugiert komplex. Wie iiblich ordnen wir jedem der reellen Korper Q%
(h=1,2,...,7) und jedem der komplexen Korperpaare SV SV (= + 1,
FyE 200 4 y) je ein unendliches Primideal p/' zu, bezeichnen ferner das zu
einer Zahl & aus { konjugierte Element aus {7 mit &7, Dann definieren die
7y oy Absolutbetrdage

OfE p) =& e R

" AL Ostrowski, Acta mathematica 41 ‘1918, 271—284.
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gerade die sdmtlichen nicht-iquivalenten Fortsetzungen von ||, in . und sie
fallen fiir Zahlen aus N hiermit zusammen. Bedeutet g(p") den Grad der per-
fekten Krweiterung von & in bezug auf Q(§ p) iiber dem Kirper der reellen

Zahlen:

=i =1, 2, ... 0
gl ! § T v
| — 2 fiir o P S I - T D
so dass also
Pyl
S olot)
h==1

ist, so besteht zwischen |#],, und diesen Fortsetzungen die Gileichune!

rytrs

(1)
(2): Y@L = [ 6 w2y yl)
- T PR
Sei zweitens p eine natiirliche Primzahl und p = HDW 29 jhre Primideal-
i 1
zerlegung in §; dabei ist ¢(p'”) gleich der Ordnung des zugehorigen Primideals
. Wir definieren die normierte Henselsche p'-adische Bewertung fiir ¢ =1, 2,

., 7t durch

[ = o fir £=o0, und sonst
0

0 == pulewr

(& p) 7 mit dem ganzen rationalen w, fiir das das gebrochene Ideal

(&) zu p¥ teilerfremden Zihler und Nenner erhiilt.

Die so definierten v Bewertungen bilden die sd@mtlichen nicht-iguivalenten Fort-
setzungen von |x|, in &, und sie fallen fiir Zahlen aus N hiermit zusammen.
Bedeutet ¢(p") den Grad der perfekten Erweiterung von § in bezug anf Q(¢ p'/)

itber dem Korper der p-adischen Zahlen, ist also

g(p?) == e() f(p"),

wo [{p") den Grad von p7, d. h. diejenige natiirliche Zahl mit N(p®) — /v’

bezeiehnet, so wird

Ny) o

=1

Folglich besteht A\VlS(‘hQn |x|,) und seinen Fortsetw1wen dle ()rlelchunn

! Wie iiblich, hedeutet N(&), bzw. V ‘a) die Norm einer Zahl oder cines Tdeals ans N.

15--36808.  Acta mathematica. 68, Fmprimé le 9 avreil 1937
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(3): REIE

£ prpr”

--J 2
(2N
lv

Kndlich besitzt & noch die friviale Bewertuig

[ = o tiir S0,
1 fir &=k o0,

llr.
-*

die die einzig-migliche Fortsetzung von |a|, in & darstellt und hiermit durch die
triviale Beziehung
(4): | N(&], — 2 o)

verkniipft ist.  Nach dem bereits zitierten Satz von Ostrowski' ist jede weitere
Bewertung von N zu einer der hier genannten iiquivalent. Dies findet seinen

Ausdrack in der Vollstandigherstsrelation

(5): 1] 2Epy -0

»

in der das Produkt iiber alle unendlichen und endlichen Primideale zu erstrecken
ist. Diese Relation folet aus der entsprechenden Beziehung (1) fiir N mittels
(2), (3) und (4).

§ 2. Kinige Bezeichnungen und Definitionen.

Im folgenden Dbezeichnen wir die unendlichen Primideale von & in irgend
ciner Reihenfolge mit q=q;, 0, ..., 0, +r, die endlichen mit v =1, 1,, 1y

By oeov oo

withrend p == p,, ps, b4, ..., alle Primideale ohne Riicksicht auf Endlichkeit oder

Unendlichkeit durchlaufe. Operationszeichen wie ][ ” 11 sollen iiber alle p,
bzw. q. bzw. v erstreckt werden, dagegen z. B. Il nur ither alle von p* verschie-

denen p. Der o Kxponent g¢(p) von p sei wie in § 1 definiert; ferner bedeute
wieder p(r) die zu v gehorige natiirliche Primzahl, ¢(t) die Ordnung und f(x) den
Grad von 1.

Unter einer N-Konstanten wird weiterhin jedes Symbol verstanden, das allein

vom Korper Q. nicht aber von anderen Verinderlichen abhiingt. Demnach sind

' Niehe Seite 112, Note 1.
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also », r, und 7, soleche K-Konstanten, ferner die Kérperdiskriminante  und die

y (2)':|,/'*~‘|.
U

Bedeutet weiter fi(r) fiir jedes v die nichtnegative ganze rationale Zahl

hieraus abgeleitete Zahl!

~log plv)

hiv) =

e(r) log 3" l

so dass h(r) wegen ¢(r) = 1 hichstens fiir endlichviele 1 von Null verschieden ist,

so stellen das ganze Ideal

== ” " und seine Norm ¢ == N(¢)

¥

beide offenbar W-Konstanten dar.

Alle weiteren Uberlegungen betreffen die Begriffe der Z-Funktion, der
/-Zahl und der Z-Basis.

Definition 1: LKine fiir jedes Primideal p von S eindeutig definierte positie-
reclle  Zahl 1(p) heisse eine i-Twiktion, wenn thre Werte an den einzelnen Prim-
stellen folgende Iigenschaften besitzen :

a: Die Punktionsicerte 2(q) diivfen wdllkirliche positive Zahlew sein.

b: Iir endliche Primideale ist
/A.(r) - 1)(1‘)—. el 3

wo v(v) edne von v abhdngige willkiivliche ganze rationale Zahl bezeichnet.
e Ap) dst Rhéehstens fiir endlichvicle p von 1, v(x) also héchstens fiir endlich-
vicle v ovon o versehieden.

d: Es bestehtl die Beziehmwng®

I l Moo,

i\

Auf Grund dieser Definition existieren alle drei Produkte

A Ay | A Ay | R
r »

q

! Nach H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, § 41 ist y > 1; dies folgt auch leicht aus den
spiteren Iirgebnissen.

* Diese Linschriinkung ist nichit sehr wesentlich, vercinfacht aber alle weiteren Uberlegungen
bedeutend.  Liisst man sie fallen, so kommt man doch nicht zu allgemeineren Ergebnissen.
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ferner dus gebrochene Ideal

1.

aus M ound seine Norm

AV | IO A
5

Definition 2: [ane Zahl &+ 0 aus S heisst 1-Zahl, wewn sic dew samtlichen
Ungleichungen
_{2(;‘ p) = )“(p) (p - p11 p'_’! p::» .. )
geniigl.
Definition 3: Fin System

~
2y« 0y Snf

Uy

~ e
D 1;17

von w21 bezug auf N linear-unabhdingegen 1-Zahlen heisst eine L-Buasis.
Wir werden spiter beweisen, dass zu jeder Z-Funktion eine /-Basis, also

erst recht eine A-Zahl existiert; die beiden letzten Definitionen sind also sinnvoll.

§ 3. KEigenschaften der i-Zahlen.
Satz 1: Line 2-Zahl 5 geniigt dew samtlichen Ungleichungen
Q& p) =) RURES U LR U
Beweis: Da § nach Definition nicht verschwindet, so ist
g o),

demnach autf Grund der Vollstiindigkeitsrelation (5)

“ QE prvl =

p
und folelich
T | = oaE\ g ¥)—1 TT - L1
I RS O | RECOA
pokp®
wenn p* irgend ein Primideal von & bedeutet. Die einzelnen Faktoren der
rechten Seite dieser Gleichung lassen sich gemiiss Def. 2 nach unten abschiitzen;

wegen Def. 1, Forderung d, folgt dadurch
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_(_)(§ p”ﬁ) = {,{(D’i’)!/ ¥ -1 l[ /'v(p)!/\l“‘}ml - ;/"/I/:(p’f‘)

pepk
und damit die Behauptung.
Satz 2: [st & cine A-Zall, so ist
(&) o,

wo x ein ganzes Ideal bedeutel, das i der S-Konstanten ¢ aufgeht: die Norm von
v ¢st demnach etn Tetler der \-Konstanten c.

Beweis: Das gebrochene Hauptideal (§) besitze die Primideal-Zerlegung
1
:

dabei sind die Exponenten j(r) gewisse, ausser von & noch von v abhiingige ganze
rationale Zahlen, von denen nur endlichviele nicht verschwinden. Nach Def.
bzw. nach Satz 1 ist nun

sA() = Q8 ) = A (U=1, 1y, ¥y, - ),
also nach Definition der p-adischen Bewertungen und der Funktion A(p)
) S ) T = ey )

/

und folglich wegen der Ganzheit von j(r) und r(v)

UO‘-I""J,, . Vo o)
log (1) () 4+ b)) (e, v, oy, )

Demnach ist in der Tat a ein Teiler von (£) und (&) ein Teiler von ac¢, so dass
die beiden Behauptungen folgen.

Sats 3: Iis gibt eine S-konstante endliche Menge M von Zahlen aus S mit
der folgenden Eigenschaft: Lxisticren zur  gleichen A-Tunktion L(p) zwel (gleiche

£
oder verschiedene) A-Zahlen Sp wnd &, so licgt deren Quotient 7 2t M.

U
e

Beweis: Nach Satz 2 ist
(gl) = aky, (5:) = al,,

wo 1, und 1, zwei ganze Ideale sind, die in ¢ aufgehen. Demnach ist auch
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cin vanzes [deal und folelich

eine ganze Korperzahl. Nach Def. 2, hzw. nach Satz 1 ist aber

\ ~

Q& q) = L), QU q) =7y i) (0=0q,, Qo - -, Uy )y
und demnach geniigen die Konjugierten zu 1 den Uneleichungen
[ ] = Q@ pl) = ey (1,2, 0 =)
und gehoren daher einer endlichen, allein von & abhiingigen Menge an. Indem
wir 7 durch die S-Konstante ¢ teilen, folgt die Behauptung.
Bemerkung: Der vorige Beweis gibt ein Mittel, um die Menge 1 zu be-
stimmen; sie bestehe etwa aus den Elementen
== 1, oy ooy [y
Wenn nun § irgend eine zu A{p) gehorige A-Zahl ist, so miissen nach Satz 3 alle
iitberhaupt hierzu existierenden A-Zahlen in der Menge

s, s

Uy

enthalten sein; insbesondere liegt also ihre Anzahl unter der St-Konstanten .

§ 4. EKigenschaften der 7-Basen,

In dem vorigen Satz 3 ist insbesondere enthalten:

bl
Satz 4: Ist © = 5,85, ..., &) cine 2-Basts, so gehoren die Quoticnten

S ©
2 Sy S
S L
stst St

der Menge M an'.
Bemerkung: Aus der Anmerkung zu Satz 3 geht noch hervor, dass es
hochstens " verschiedene A-Basen zu A(p) geben kaun.

ws ooy St zugehorige Ideal

gy

Satz 5: Das ciner 1-Buasis & = &,

250
Ir;

2y ,‘“)

Ut

o (517

¢

besitzt die (restall
3= qar

! Hierin ist der Minkowskische Endlichkeitssatz aus der ersten Arbeit ‘Seite 100, Note 1

enthalten.
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mit einem ganzen, in ¢ awfgehenden Ideal x: erst vecht ist demnach

Nis) = N(a).r,

wobed die ganze rationale Zahl a = N(x) e/n Teder von ¢ st

Beweis: Nach Satz 2 hat man
, (&) == axy

(&) = axy, (&)= ax,,

mit gewissen » ganzen Idealen 1y, 1,, ..., 1y, die in ¢ aufgehen; wegen
1)

e TS

folgt daher die Behauptung.

§ 5. Der Existenzsatz.

Zu jeder A-Funktion Mp) evistiert  zumindest eine i-Basis & -

Satz 6:

. JC c c
ISty 829 -+ oy Snf-

Beweis: Sei «,, «,. ..., ¢, eine Basis von q; die zu ihren Elementen kon-
jugierten Zahlen seien wie in § 1 durch obere Indizes gekennzeichnet. Die
Funktion

N ol e (h)
\ [ e 4 F, el
YA rp) max S
J/25 T /’(Di>
der reellen Verviinderlichen »,, @, ... «, besitzt offenbar die folgenden Kigen-
schaften:
n
o, I'ley, ..., x) > o fir Z y
J1

o, ..., 0=
Itz ... tey) == || Flry, ..., @) fiir veelles ¢,
b o) = ey oo )y ;s

oy + oy, .,

ferner besitzt der Bereich
Fle,, oo ) =0
den Inhalt!
e\
2)[ Al
2 -~ N1
oM ,

J—= 20 =
| "2 N{a)

wie man ohne Miithe durch Ausintegrieren reigt.

" Wegen dieser Integration siche Geometrie der Zahlen, § 39 und jo.
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Wendet man auf /7 den Minkowskischen Satz' iiber die sukzessiven Minima
konvexer Korper an, so folgt die Existenz von »° ganzen rationalen Zahlen

(¢/, 7==1,2, ..., u), deren Determinante.

== '-/’7/,[ 'i,j 1,2, ...,n

nicht verschwindet, wihrend zugleich die hiermit gebildeten Funktionswerte
]'VL‘ == l"(f./l:i], ey .’),”;,,) (IT =120 .., 'l'/)
positiv sind und der Ungleichung

(0): o, =y
geniigen.  Wir setzen
Si=wina o wney (=1,2,...,0)

~
D)

und behaupten, dass © = {5, &, ..., &, eine /-Basis darstellt.
In der Tat ist wegen x4 o klar, dass die n Zahlen &, &, ..., &, linear
unabhingig in bezug auf ' und folglich erst recht von Null verschieden sind.

Hs bleibt folglich nur noch {iibrig, zu zeigen, dass die Ungleichungen

(7): Q5 q) = 7(q) (’ 2 )

0= 0y, Qoy e vy Qryir

und

(8): Q5 1) = 2(v) (’ 1,20 )

[HE N VNS PO

erfiillt werden. Die Ungleichungen (8) folgen sofort daraus, dass die & wegen der
Ganzzahligkeit der Koeffizienten x;; im Tdeal a liegen. An Stelle von (7) erhiilt
man dagegen auf Grund der Definition der Funktion F(z,,.....r,) und der

Zahlen [y und & zuniichst nur die Abschiitzungen
/ .. SR '('::],2,....1/
(0): QE Q) = Fi() ( )

Wegen (8), bzw. (0) ist jedoch nach Definition von .4, und 1,

I [ Q& i = I A, (f- 1,2, ... 0
q
und
“.‘.’(;/ = A, ((=1,2 ),
v

! Riehe Seite 109, Note 1.
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also
” Q&) = I A, Ay = (y 1) (f=1,2, ... 1),

v
und da die linke Seite dieser Ungleichung wegen & -+ o auf Grund der Vollstiin-

digkeitsrelation (5) den Wert 1 hat, so folgt die Schranke

Schiitzen wir jetzt beliebige 1 — 1 Faktoren der linken Seite von (6) vermioge
dieser Abschiitzung nach unten ab, so ergibt sich fiitr den noch ibrig bleibenden
Faktor die obere Schranke

=1 A =N

und also wegen (9) in der Tat das noch zu beweisende Ungleichungssystem (7).

Das Zahlsystem & ist also wirkliech eine /Z-Basis in bezug auf Z(p).

§ 6. Bezichungen zwischen /-Zahlen und /-Basen.

Satz T: Ju jeder i-Zahl v in bezug anf Ap) gibl es eine i-Basis &F

0y Nae oo i bezug anf dieselbe i-Funktion, derart dass deren erstes (ilied

N, =1 ist.

i i

f
l

Iy

t

Uy

Beweis: Nach Satz 6 ¢ibt es wenigstens eine /-Basis © - by ooy Sy In

bezug auf A(p). Die » Elemente &, &, ..., & derselben sind nach Definition 3

linear unabhiingig in bezug aut W. Da nach Definition 2 auch » 4 o ist, so
57D t=1 i

muss es also v — 1 der Zahlen I geben, etwa ohne Einschrinkung der Allge-

meinheit &, %, ..., &, so dass auch

'il‘ 7}’7\__}71:;2’._.‘,“::;,/

linear unabhiingie in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen werden. Die

so definierten » Zahlen 4 ,, ..., 1, sind aber /-Zahlen; folglich stellt 2*

{90 sy o oo nu nach Def. 3 in der Tat eine /-Basis dar.

Bemerkung: Durch den letzten Satz wird ein wesentlicher Teil der Theorie
der 7-Basen auf die der Z-Zahlen zuriickgefithrt. Um zu einer willkiirlich gege-
benen /-Funktion Z{(p) alle iiberhaupt existierenden Z-Basen zu erhalten, geniigt
es, eine einzige beliebige Z-Zahl & hierzu zu kennen: eine solche gibt es natiir-

lich nach dem Existenzsatz. Man bildet mittels £ alle m Zahlen

LS, 1Sy oy Wy S,

F6—36808.  Adeta mathematica. 68, Tmprimé le 9 avril 1937,
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WO iy, iy, ..., 1y die Elemente von M sind; sucht man jetzt unter diesen Zahlen
alle Systeme von je » in bezug auf N linear unabhiingigen A-Zahlen aus, so
kommt man gerade zu allen moglichen 4-Basen. — Es werde schliesslich noch
bemerkt, dass jede Zahl & aus &, die nicht Null ist, eine 7Z-Zahl in bezug auf

eine geeignete 72-Funktion darstellt; in der Tat geniigt es, Z(p) durch

o) =y 0(% q) (=0, Qe o Qi )

L) - Q&) (r=r,, v, v, ..

/ 2 3

zu definieren.  Dagegen ist ein System von » linear unabhiingigen Zahlen aus

S natiivlich im allgemeinen keine 2 Basis, was auch A(p) sei.

Kapitel II.

§ 7. Bezeichnungen und Definitionen.

Die bishericen Uberlegungen gingen von einer einzelnen Z-Funktion aus
und betrafen Kigenschaften der zugehorigen A-Zahlen und Z-Basen. In diesem
Kapitel sollen statt dessen Beziehungen zwischen solchen Zahlen und Basen be-
trachtet werden, die zu verschiedenen Funktionen gehdren. Dabei werden wir
die auftretenden /Z-Funktionen von einander durch geeignete Indizes unterschei-
den und der Klarheit halber z. B. eine zu der A-Funktion Z.(p) gehorige A-Zahl,
bzw. /-Basis als eine Z;-Zahl, bzw. /;-Basis bezeichnen.

Definition 4: /I7ne fiir jedes Primideal p von K eindentiq defivierte positir-
reelle Zahl 1p) heisse eine 1-Funktion, wenn ithre Werte an dei einzelnen Prim-
stellew folgende Iigenschaften besitzen :

a: Die Funltionsicerte 1(q) diirfen willliirliche positive Zalhlen sein.

by IYir endliche Primideale (st

[x) = plr) e,

wo olv) clne von voabhdngige willliivliche ganze rationale Zall bezeichnel.

er p) ist hoehstens  fiir endlichviele v ovon 1, o(v) also hichstons fiir endlich-
riele v von o verschieden,

d: FEx besteht die Beziehuig

(TR

P
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Gemiiss  dieser Definition bilden offenbar die /-Tunktionen bei Multiplika-
tion eine Abelsche Gruppe. Ferner ist das Produkt ciner i-Funktion mit einer
[-Funktion wieder eine Z-Funktion, der Quotient zweier A-Funktionen aber eine
[-Funktion.

Definition 5: Ist 7,(v) cine A-LFunktion wnd 1) eine I-Funktion. so heisse die
Folge der i-Iwidtionen
Lr(p) = Ay (o) (p)k (h==0,1,2,..))
die (L, 1)-Iolye.

Eutsprechend zu bisher sei etwa fiir alle v

7o) — plr) e und 1) = plr)erel

/

und folglich
L) = p ) e mit () = v (v) + kolv) (k—o0,1,2, ...

Zur Abkirzung und analog der fritheren Bezeichnung setzen wir

U ” vEY (k= o0, 1, 2,...), und b= “ [

so dass also

ap == q,bF (b —=o0,1,2,...)

wird.  Ferner denken wir jeder einzelnen Funktion Z:(p) der (4,, /) Folge auf

Grund des Existenzsatzes 6 eine 2.-Basis

D) :gl\‘lifﬁ-:, ~~-3_‘:-/://: (\k'* O, I, 2, )
willkiirlich, aber fest zugeordnet.
Definition 6: Das System S,, S, S,. ... aller dieser Busen heisse cine zur

(Zy, 1)-I0lge geharige Basiskette.

ar

8. Endlichkeit der Ubergangsmatrizes.

Satz 8: Scien

= IS T co = e g & < |
S SN PR oSkt und D T Skt Shtes ey Skand

zwer aufeinander folyende (licder einer zur (A, 1)-Folge gehorigen Basiskette. Dann
liegen die Quotienten
‘ ::,_,’: +17
]

Nijl = (Cj=—1,2,....m)
Skj
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Jeeiner endlichen Menge N, die allein vom KNorper S ound der Wahl der =17k
ton 1(p) abhdngt.
Beweis: Nuach Satz 2 ist fir alle Indexwerte 7, j, &

Jo

(://) == abfy und (8 00)) ab g,

wo 1 und v, ganze, in ¢ aufeehende Ideale sind, folglich

: (DVERP
I“'L»\ : )
(1/./ l//
. . b , . .
und also liegt 1,0 in dem gebrochenen Ideal - Ferner ist nach Def. 2, baw.
nach Satz 1
OE ) = 2 )t and (85 q) = 5 "la)lig)

und daher

Skoi1d | , .
[ ] = L (’( . p;’r) =) (=2, R )

Aus diesen beiden Eigenschaften von i tolgt die Behauptung. —

Nach Def. 3 sind die Elemente der beiden Basen

= B g g pag 1 = B (e < 1
Z: VSEls Sk2y « v oy Sk und Sror o 1Sty Ska2, -y Skind

jedesmal linear unabhiingie in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen. Aut
Grund  bekannter Korpereigenschaften muss es demmach eindeutig festgelegte

Matrizes
U == (ijr)e, j— 1,2, (h=—o0.1,2,...

aus rationalen Elementen u,;; und mit nichtverschwindender Determinante

we =il 1o (k—o0,1,2,..)

geben, so dass

ist.

Definition 7: [ heisse die Ubergangsmatric von S zu Spoq, die Tolge U,
Uy, ...cine zur Ly, l)-Folge gehorige Matrickette.

Satz 9: Die Mutrizes U,, Uy, U,, ... einer zur (ky, 1)-LFolge gehirigen Matyea-
kette liegen alle in ciner endlichen Menge TI(1), dic wur vom Korper S wnd der

Wahl der I-Iunktion 1{p) ablidngt.



Uber die Annidherung algebraischer Zahlen durch periodische Algorithmen. 125

Beweis: Nach Definition von (7 ist

( ',-;/.:% 17 v Sk
(10): = N
‘ < ] S
St - St
J

Da die » Zahlen
St S Sin
S S S

gig in bezug aut N sind, so bestimmt jedes

fiitr jeden Wert von £ linear unabhiin
Gleichungssystem (10) zu gegebenen Quotienten

\.", \-/' 1 .
el ok ¢
4 und

Sk N

die rationale Matrix (7 auf eindeutige Weise.  Weiter liegen nach Satz 4 die
. . - . E}: +17 .
in M und nach Satz 8 die Zahlen 7. in N{/) und es entstehien daher
Skt

Sk

Zahlen

N
nur endlichviele verschiedene Gleichungssysteme (10); deren Anzahl hiingt dabei
allein von {& und der Wahl von /(p) ab. Also folgt die Behauptung.

Bemerkung: Dieser Beweis ergibt noch, dass die Anzahl der Elemente von
(/) nicht grisser als m N(/) ist, wo N(/) die Anzahl der verschiedenen Zahlen
aus N (/) bedeutet.

§ 9. Weitere Kigenschaften der Ubergangsmatrizes.

Die Glieder ;. von U7 sind nach Koustruktion rationale Zahlen. Sie
lassen sich daher als Briiche
Vijk
il = Y
(&3
mit dem gemeinsamen Hauptnenner ¢ = 1 schreiben; dieser Nenuer und die
Zihler v (¢, 7= 1,2, ..., n) sind alsdann zu einander teilerfremde ganze ratio-
nale Zahlen.

Satz 10: Se/ '/»('/) die Lleinste naliivliche Zall, so dass

b
bil)
¢
ein ganzes Ideal ist. Dann geht der Hauptnenner v der Elemente ;. von Uy i
Wl au/.
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Beweis: Offenbar ist

wo b* ein gewisses ganzes ldeal bezeichnet. Aut Grund von Satz 2 wird also

. ch® : !
(l’(/)F/-' ; “) o O Mg gy == 0% g abfe,

wobei rp oy das gleiche ganze Ideal wie beim Beweis des vorigen Satzes bedeutet.

Andrerseits ist nach Satz ;3

Sp = Sy Sene ooy Sen) = alby

mit einem ganzen ldeal 1, das in ¢ aufgeht. Folglich ist s, ein Teiler von
abfc und erst recht ein Teiler des Hauptideals (h(/);f/;‘;,l,»)’ Die Zahl 0{(1)&: 11, lHegt
daher in $; und besitzt somit eine Darstellung

i

AU D ijkskj
=1

mit gewissen ganzen rationalen Koeffizienten w; ;.. Kine solche Formel oilt fiir

o
f=1

alle Indexwerte 7= 1, 2. ..., »; indem wir die Koeffizienten

AU (6, )= 1,2, ..., 1)

durch ihren grossten gemeinsamen Teiler dividieren, folgt wegen der Kindeutig-

keit von [, gerade die Behauptung.

Bemerkung: Machen wir die Aunahme, dass das der Funktion /(p) zuge-

gl
|

ordnete Ideal

ganz ist, so ergibt sich aus Satz 10, dass der Hauptnenner v der Elemente von

{'; in der R-Konstanten ¢ aufgeht.
Satz 11: Die Elemente der Matrie Uy geniigen den Ungleichungen

k=0,1,2,...
[ 1] = € max I(q) L ’ ,
0 6 )= 1,2, ..., 0

wo O econe posctive K-Konstante bezeichnet.
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Bemerkung: Auf den Beweis dieses Satzes kann verzichtet werden, da er
im folgenden nicht verwendet wird. Offenbar folgt Satz ¢ aus ihm und Satz
10 auf triviale Weise.

Satz 12: Die Deteriminante wye der Ubergangsmatrie U besitzt den Wenrt

iy Lk
= N,
£

o wp wnd wppy zieer on der N-RKowstanten ¢ aufgehende natiivliche Zahlew sind.

Beweis: Hs ist nach bekannten Normensiitzen

wo o und entsprechenderweise s, wie beim Beweis von Satz 10 definiert ist;

mittels Satz 5 folgt daraus die Behauptung.

§ 1o. Der Periodizitiitssatz.

Definition 8: Die [-Funktion 1(p) heisse singulir, wenn eine natirliche Zahl
KN wnd cine Zahl & <=0 aus N existiort, so dass fiir alle p
I(p)F = Qe p)
/st
Definition 9: [ine zwr (4. I)-Folge gehorige Matrizkette U, U, U,, ...
heisse perdodisch, awenn es eine natiirliche Zahl a gibt, so dass fiir alle geniigend

grossen Indizes

(,'/; (B ('/:
/st
Satz 13: Zwr (1, 1)-I'olye
Zi(p) == Ay (p) 1 (p)* (k=0 1,2,
qibt cs dann wnd e dann eine periodisehe Matriaketle U Uy Us ool irenn

1) eine singulire I-Funktion ist.
Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die Bedingung der Singularitit von I(p)
hinreicht, und danach, dass sie auch notwendig ist.

a: Sei /(p) singuliir, also nach Def. § fiir alle p

Hp)h == O(e p),
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wo A eine naturliche Zahl und ¢ == o eine Zahl aus & bedeutet. Der Index £
werde auf die Form

ok 4 b K

oebracht, wo £, eine der Zahlen o, 1, ..., K — 1 und /4, eine nichtnegative ganze

rationale Zahl ist; diese Darstellung ist eindeutig. Alsdann sei

c I
Foy ooy Shong
fiir /1, == o0 eine willkiirliche Z,-Basis, dagegen fiir 4 == 1 das durch
£, g, : 5
Sk E Sy le=1,2, ..., I/’)

definierte  Zahlsystem.  Gemiiss dieser Definition sind offenbar fiir jedes £ die
Llemente von & linear unabhiingie in bezug auf N; da aunsserdem an simt-

fichen Primstellen p

B D) L L ) - ()

ko

Q05 p) e Qe p)Fe (S, p) - Hp)l MO

ist. so stellt =, fir jeden Indexwert eine /Z,-Basis und somit £,, ©,, &,. ... eine
B 0 1> 2

Basiskette in bezug auf die (4, /)-Folge dar. Die hierzu gehorige Matrixkette

7, U,. U,, ... hat die Periodizititseigenschatt
[YI."I\':' IV/.W

denn nach Definition von & ist
Sy N, é‘fx;/, §i:; K41, 0 F‘:/ 1.

Also folet die erste Hiilfte von Satz 13.

bh: Die Matrixkette U,, [, [7,, ... sei periodisch; es gebe also eine natii-
liche Zahl «, so dass fiir alle geniigend grossen Indizes £
(I]:]: (v/;lrt' ;['/1
ist.  Unter

”'I: : (/{'/‘jl'}z‘,[ =102 M =20, 1,2, ...

werde die Produktmatrix
We= i Upva—n oo U U

verstanden; demnach ist fiir jedes %

n
= \l - ;.
Skba, i T h WijkSkj le==1,2,..., //)_

1
J
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Wegen (11) muss offenbar fiir alle gentigend grossen Indizes auch
Wia =W,

sein; denn die Faktoren von 17, stimmen mit denen von I der Reihe nach
itberein.  HKs gibt somit eine natiirliche Zahl x,, so dass fiir alle natiirlichen

Zahlen » == z, die Matrix 117, den konstanten Wert
"= (“.i_/\i, J=12 00

/

hat, der von » nicht mehr abhiingt; entsprechenderweise ist auch
I e NY T () — . Loy . \
AR I "Z!l,i_;,u/.,j (2 == 7y, %y + 1. /”"{42’ A N

Bedentet allgemeiner 2" cine willkiivliche natiivliche Zahl und
J) e = (N';.j- Dijote

die #-te Potenz von 117, so ist fiir » = 7, und jedes

Nun liegen aber nach Satz 4 fir jedes /I alle Quotienten

;I. 1 ;l;;’ :‘:I n
- LT s
Skl Skt i

in der endlichen Menge 1. Foleglich gibt es zwei natiirliche Zahlen z = », und
7. so dass fir /— 1,2, ... n gleichzeitig
gu P égu/v, i

ist, und zwar muss dabei ¢ als Quotient von /4-Zahlen eine von Null verschiedene

Zahl aus N sein.  Wir setzen zur Abkiirzung

az =l ar = N, Jpe’- (Ii'/)/', S 1
so dass A = 1 ist, und haben dann
Shot k07 &8 (2o,

ferner

i
Fot g1 K0 } Zi

= /*lx., R

dry

Joo1

V7 36808, Acta mathemalica. 68, Tmprimd e 9 avreil 1937,
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und somit durch Schluss von /£, aut & + 1:

also fir jedes Primideal p

Q& i nw 0 ) — e p)H Q& p).

2

Andrerseits hat man nach Def. 2, Satz 1 und Def. ;3

2 A (DY = (G e n) = A ()L (p)Ee
folelich
;f’"u Iy /"/‘_“m‘)l L-,/(M/\‘ = 0 (‘,; U”—)(E/: ; D)I by << 7—/«.(10‘ ""/m,’r /\"

o

und wenu /£ iiber alle Grenzen wiichst:

\

[ == O p) VI P S \ R

so dass auch die zweite Hilfte von Satz 13 folet.

S 11. Zusiitze zum Periodizitiitssatz.

Satz 13 besagt zwar, dass fiiv singuliives /(b)) zur (4,. /)-Folge mindestens
cine periodische Matrixkette gehdort, nicht aber, dass jede zugehirige Kette peri-
odisch ist.  Dies ist in der Tat falsch. Denn ist ¢, ¢,. 7,. ... eine beliebice
Folge aus lauter Gliedern = 1, so stellt offenbar mit U, 7, U,, ... gleichzeitig
anch ¢, 07 7, U7, 7, U,, ... eine Matrixkette in bezug aunf die gleiche (Z,, I)-Folge
dar; durch geeignete Wahl der Vorzeichen Lisst sich aber immer erreichen, dass
diese zweite Foleoe nicht periodisch ist.

Weniger trivial sind die beiden folgenden Aussagen:

Satz 14: [« S Zmagindr-quadratiseh, so gibt es 2w jeder (L, 1)-Folge edie
periodische Matrirkette.

Beweis: lis veniigt zu zeigen, dass jede /-Funktion /{p) von & singuliiv ist.
Sei /1 die Klassenanzahl von & b das zu /(p) gehorige Tdeal. Hs gibt hierzu
eine Zahl 7+ 0 aus S mit (3) == 07 da 07 der Hauptklasse angehort.  Offenbar

st fiir alle v

Da & nur ein einziges unendliches Primideal p, und zwar mit ¢g(p, ) = 2 besitzt.

so ist ferner nach der Vollstiimdigkeitsrelation (3)
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und entsprechend hierzu nach Def. 4. Forderung d
I, )7 | I'/t\r)-’"" el

Also muss auch noch
(VI 2
[p, )"t 23 p,)

sein, und somit ist /(p) in der Tat singulir und zwar mit A H, &= 3
/ - ?

Satz 15: Ist N wicht dmagindr-quadratisch wied = 2, so gibt es (Lo, D-1olgen,

2w denen kecne ecnzige periodische Matrickette existiort.

Beweis: Der Korper S hat mindestens zwes verschiedene unendliche Prim-
stellen; auf Grund von Def. 4 ist es daher moglich, eine [-Funktion /(p) anzu-
veben, die an ciner unendlichen Primstelle einen willkiirlich vorgeschriebenen
Wert o annimmt.  Nehmen wir fiir ¢ eine beliebige transzendente Zahl, so kann
aber /(p) gewiss nicht singuliiv sein, denn die Absolutbetrige siimtlicher Kon-

jugierten einer jeden Zahl aus N sind algebraisch.  Also folgt die Behauptunge.

Kapitel II.

§ 2. Bezeichnung und Fragestellung.

Nachdem im vorigen Kapitel die Frage entschieden wurde, wann eine
Matrixkette in bezug auf eine (4,, /)}-Folge periodisch sein kann, sollen von jetst
ab nur noch periodische Matrixketten betrachtet und ihr Zusammenhang mit
Diophantischen Approximationen untersucht werden. Der Kiirze halber benutzen
wir dabei folgende Bezeichnung:

Definition 10: Fine zur (4, [)-Folye gehivige Basiskette S,. S, S,. ... heisse
periodesch, e die zugehorige Matreckette periodisch ist.

Sei Zp =[S, Sy o, St das allgemeine Glied einer solehen periodischen

Basiskette.  Ist gemiiss Satz 13 und Def. 8

[(p)h = O p)

und wird wieder / auf die Form

PR ko, ky ganz rational)
{ -y Uy

0=/fy=N-—1
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cebracht. so centigen die Elemente von 2 an allen Primstellen p den Un-
gleichungen
2 ) 20 )i Q& p) = Ay (p) Qe p)h

Demnach hiingt fir & — = das asymptotische Verhalten siimtlicher Bewertungen
der %, ab von der Grisse der verschiedenen Bewertungen von e, Daher wird

es nun unser niichstes Ziel sein, Angaben iiber die Moglichkeiten der Zahlentolge

: -(-)k" p) :l‘ ==y Mgy Dy

zu gewinnen. wenn ¢ -0 in X liegt.
Ein wichtiges Resultat in dieser Richtung stammt bereits von Minkowski;

er bestimmte alle Korper, in denen es eine Kinheit & mit
Qe q) <1, Qe q)— Qegg) == L q, ) >

oibt und tand. dass nur gewisse sechs Klassen von Korpern und zwar vou den

Graden » =2, 3.4 und 6 diese Eigenschatt haben.! Allein in diesen Zahlkor-

pern ¢ibt es demmach periodische Basisketten &,,2,.&,, ..., deren Glieder
= !
1

= S
N <k

ur

oy ooy Seut aus eanzen Zahlen & aus S bestehen, derart, dass fiir

1.

b= %
gl

08, q,) = const. (max 2(5, q) 79 max (5, q) > *

) : :
ist; eine gewisse Konjugierte simtlicher &, strebt also moglichst schnell gegen
Null, wiihrend die iibrigen Konjugierten moglichst langsam und notwendiger-
weise von gleicher Grissenordnung gegen Unendlich wachsen.

Wir werden zeigen, dass ein nur wenig schwiicheres Krgebnis fiir jeden
Zahlkorper S mit » = 2 gilt; dabei werden wir aber im Gegensatz zu Minkowski
keine Bewertung von S vor der anderen auszeichnen, ganz entsprechend wie
schon bisher. Dadurch wird es moglich, zu einem sehr allgemeinen Resultat zu

celangen.
§ 13. Kin Existenzsatz.

Satz 16: Sei [(p) ecne willkiivliche -Funktion von S wund & = o cine belichig
Kleine Zahl.  Dann gibt es cine Zahl &+ 0 aus KX und eine natirliche Zahl K,

derart, dass an allen endlichen Primstellen

! Siche die zweite Arbeit Seite 109, Note 1.
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Qe v) =)~
wid wie allen wiendlichen Promstellen

e o) = Qe g) =

it
Beweis: Sei /{ die Klassenanzahl von &, 0 das der Funktion /(p) zugeord-
nete Ideal, 7<= o0 eine Korperzahl mit (3) == 0/, und ;. 1, ..o, 4, 00 eIn System

unabhiingiger erzeugender Einheiten von . Unter w, @, w,, . .., 11,1 verstehen

L

wir 7, + r, ganze rationale Veriinderliche, und wir setzen fir jedes Primideal p

ry b rye—1
D{p) = (log Q3 p)— Hlog ) + N log 20 p).
h-1

Da offenbar fir alle endlichen Primideale v

Q) = 1), Q0 v) = L) = =20 p1 ¥) 1
ist, so gelten die Gleichungen
(12): D)o R N (T N
Weiter ist wegen der Vollstindigkeitsrelation (3)

” Qp D)!I\L‘) I [ Q(n, jp‘)g W) e ][ _(_)(\“,",/v1 1 DY) e

iy » g

und nach Definition der [-Funktionen

' l Z(D)"/‘{,\‘\ [ N
1
also auch
Dg)dp) —o
und wegen (12)
(13): Nglg)ig) - o.
q

Die » -+ r, — 1 Funktionswerte
‘1)(‘11)~ (1)(%)» vy D(Arr)

stellen offenbar ebensoviele Linearformen mit reellen Koeffizienten in den », + r,

Verinderlichen @, », ... x, 1 dar. Mittels des Dirichletschen Schubfach-

1
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schlusses lisst sich daher auf bekannte Weise' zeigen, dass zu jedem noch so

kleinen & > o immer diese Veriinderlichen als solche ganzen rationalen Zahlen.

die nicht alle Null sind, gewiihlt werden konnen, so dass gleichzeitig

v
| Dian)] = (=2, ..., 0+, 1),
"
wegen (13) also erst recht
(14): | o) = (@==a0, Que oo Qi)

ist.
Ks sind nun zwei Fille moglich. Erstens kann es geschehen, dass die simt-
lichen Zahlen

(15): log Q23 q) — H log l{q) (@ ==0,0 000 ooy Qrin)

(S 21

verschwinden. Dann ist aber fur alle v
Q3 p) = [

i

und die Behauptung in evidenter Weise mit ¢ — 3. K — H erfiillt.  Zweitens
sei wenigstens eine der Zahlen (15) von Null verschieden. Wenn alsdann » =0

wiire, so ergiben sich aus (14) die Ungleichungen
b = / = f=]

ryt -1
Al - /
l ay log Q0 q)| = 9 (@ aps Qs v ooy Qs
1

so dass fiir hinreichend kleines ¢ wegen der Unabhiingigkeit der Kinheiten i,
alle Zahlen .o, verschwinden miissten, was offenbar falsch ist. Da aber ohne
Binschrinkung der Allgemeinheit & durch jede kleinere positive Zahl ersetzt
werden darf, so koénnen wir demnach immer erreichen, dass x 4o und sogar

2 = 0 ist.  Setzen wir dann

e gy ot t N e H
1Ty

so ist A = 1. und anch in diesem Fall ist die Behauptung zutreffend, wie aus

der Definition von @ und aus (12) und (14) folgt.

8 14 Der Approximationssatz.
Aus dem letzten Satz konnen wir jetzt das folgende, schon angekiindigte
Resultat ableiten:

! Niehe z. B. das erste Kapitel von H. Minkowski, Diophantische Approximationen.
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Satz 17: Sec N cin algebraischer Zahlkirper vom Grad n =2, [(p) cine will-
kiivliche  1-Funktion wund 1yp) cine A-Lunktion von R, ferner & > 0 eine beliebiy
Kleine Zahl. Dann  gibt es eine singuldre -Funktion 1*(p), zu der (L, I*)-Folge
cine periodische  Basiskette ©,, ©,, 2,, ... wmet dem allyemeinen  Klement &) =

S Sy o Sen) wnd eine natiivliche Zahl K, derart, dass fiir alle Tidizes k ownd
Siivalle unendlichen wund endlichen Promideale die Unglecchungen

ST TR = Q& q) = Z,la) (e T{q) )

/
;/"’11)\‘()(1‘\’[(‘1-)]\—’.' < _(2(;_:].‘[ ) < lo('rw(r‘\l\'l;
hestehen.
Beweis: Zur Funktion /(p) und zur Zahl & werde eine Korperzahl ¢+ o

cemiiss Satz 16 ausgewiihlt und alsdann die /-Funktion /*(p) durch
I*(p) == 2(e p) =9, Dy, Py, o)

definiert; sie ist nach Def. 8 also singuliir. Folglich existiert nach Satz 13 zur
(Zy, I")-Folge eine periodische Basiskette ©,, ©,, S, ...; wenden wir auf deren
Glieder die durch Def. 2 und Satz 1 gelieferten Ungleichungen an, so folgt
nach den Schranken fiir die verschiedenen Bewertungen von & aus Satz 16 die
Behauptung.
<

§. 15. Zwei Anwendungen des Approximationssatzes.

Definition 11: /iy jede ganze Zahl § aus S iwcerde

H(E) = max Q(E q)
q

gesetzt wnd die Hihe von & genannt.

Satz 18: Sec N cin algebracscher  Zahlkirper midt mindestens zwed verschie

denen wnendlichen  Primidealen wund 0 = o cine beliebiy kleine Zahl.  Dann gibt

ex o eine perdodische  Basiskette S, S,, S,, ..., deren allgemeines  Flement &y =
Vi, Seay ooy Sent aus ganzen Karperzahlen besteht, die fiir k— = und i==1,2. ... »

dei Forderwingen

gl

O q) = UH(E) oo . H{(E) — =

gewniigei, o 1= 0 wicht von Iooder @ ablhidngl.
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Beweis: Der letzte Satz werde angewandt mit

o ala) .
Ha) e o ) == Hay) = == 1ann) = ¢, 1x) =1 fiir alle v
und
Jolay) = Zglan) = = gl on) 7, Aol) = 1 fiie alle v

Beide Spezialisierungen sind offenbar wewen Mglg) = 2 nach Def. 1 und 4 er-
‘ : P -
q
laubt.  Bedeute jetzt F(p) die zu 9, I(p) und Z,(n) gehirige singuliire /- Fanktion.

Sy, Sy, Sy, ... die zur (2, I*)Folge gehorige periodische Basiskette mit allge-

123

meinem  Glied &= {&1, &, .... &) und A die zugehorige natiirliche Zahl.

Dann ist an den endlichen Primstellen

OG0 1) = 2,0 1(0)FF 1,

und also sind alle &, in der Tat ganze Korperzahlen. Weiter hat man an den

unendlichen Primstellen
= {q, i
Ofc V=) 9 VW ke ( ST ")
25 a) = /'U(ql)(() ,(‘]1 ) = r\e o /s
bhzaw.

Ok a) = 7 " dylan) ((f ”"7((}/[)"‘)’: e N (RN (e 230 ),

/ i/
und falls > schon geniigend klein und £ geniigend gross ist, demnach

H (&) = 7= 1o K

Aus dieser und der vorletzten Ungleichung ergibt sich leicht die Behauptung,
indem man J als eine geeignete Funktion von J wiihlt.

Satz 19: Se/ N ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n =2 wund § = 0 eine
beliebiy EKleine Zahl.  Dann gibt es eine periodische  Basiskette Sy, S, S, ...,
deren allgemeines Ilement Sy = { &, Sioy ooy Sen | aus ganzen Kirperzahlen besteht,

die fiir o= > wnd ==1,2, ... 0 denw Forderungen

n

. — U ;
Q& v) = A E) oo H(E) > =

geniigen, wo A =0 nicht von & oder ¢ abhdngt.

Beweis: Diesmal wenden wir Satz 17 an mit

o) = e = ) = e L) = e, 1) == Hy) = == 1

und
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Auch diese Spezialisierungen sind offenbar wieder zuliissiv.  Bedeute nun /#(p)
die zu 9, [{p) und 4y(p) gehirige singulirve /-Funktion, &,, &,, S,, ... die zur
(4, I*)-Folge gehorige periodische Matrixkette mit dem allgemeinen Glied &, -

=&, &k, ooy Sk und A die zugehorige natiirliche Zahl. Dann ist an den
endlichen Primstellen

[ e fir r=ory,

| fiir v=1,, vy, 1, ...

Q& 1) = )-(r(r)/(l)l‘ll

und also sind insbesondere wieder alle &, ganz. Weiter hat man

][(yf/\ ) max _Q(; . C[\ > n/:“(q\(/,—:ﬂ/(q}/\')/: = =1l (it ) /\"),I,A
q

Indem man jetzt 9 wieder als eine geeignete Funktion von o wiihlt, folot aus

dieser und der vorigen Ungleichung die Behauptung. —

Die beiden letzten Siitze bringen die angekiindigte Verallgemeinerung des
Minkowskischen Satzes. Aus dem letzteren geht hervor, dass Satz 18 im allge-
meinen nicht wesentlich verschiirft werden kann. In wieweit sich Satz 19 ver-
bessern Lisst, d.h. fiir welche Korper bei diesem Satz o durch Null ersetzt wer-
den darf und also die schiirferen Formeln

n

Q& 1) = const. H(E,) v, H(E) — =

bei geeigneten periodischen Basisketten noch gelten kénnen, habe ich bisher noch

nicht entschieden. Krefeld, im Herbst 1936.

Anhang.

1) Um die allgemeinen Uberlegungen der vorliegenden Arbeit verstiind-
licher zu machen, sollen fiir einen speziellen kubischen Zahlkorper periodische
Algorithmen mit den durch die beiden letzten Siitze gegebenen Bigenschaften

explizit konstruiert werden.

Unter & = N(2) werde der durch die Gleichung

definierte  Korper verstanden. Offenbar ist & im Korper (= N(9) der siebten
Einheitswurzeln enthalten, der durch die Gleichung

1()'6 -+ 1(}' -+ '93 f :()'2 4+ =0

18 —36808.  Acta mathematice  68. ITmprimé le 14 avreil 1937,



138 Kurt Mahler.

erzeugt wird; zwischen 42 und 9 besteht dabei etwa die Beziehung

/‘« - 'r‘)‘ '{" 1()"; = 1()' ‘f’
Da bekanntlich die Zahlen
L9098 9 90

eine Basis von t darstellen, so besitzt U die Basis

v, A7
und folglich die Diskriminante

d = + 49.

Da ferner §t offenbar total-reell und also », — o ist, so wird

2\" ;
L))

2) Um die Reihenfolge der drei zu § konjugierten Korper ¢, &2 &

und damit die drei zueehorigen Absolutbetrag-Bewertungen

Q& pt (h=1.2,3)
festznlegen, werde ohne Kinschriinkung der Allgemeinheit
I == 2 cos 2/1/5 (h==1, 2, 3)
/

angenominen; vermoge der Basisdarstellung
Souy +oah+oah’ (cty, ay, @y in N

sind dadurch g¢leichzeitio die Konjugierten
E sy a0yl (h=1,2,3)
jeder Korperzahl & festgelegt. Der Kiirze halber sei noch q, = B, = p'2,

. ... die endlichen Primideale von % in irgend

q, — ¥, withrend unter vy, v, v,
einer Reihenfoloe verstanden seien.
Offenbar ist
M= 1A+ 2) =1,

die drei Zahlen 7, 2 — 1 und Z 4 2 aus & sind also Einheiten des Korpers und

gewiss keine Kinheitswurzeln.  Von ihnen sind 2 und . — 1 sogar unabhiingige
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Binheiten. Denn bestimmt man die dekadischen Logarithmen der zugehorigen

Bewertungen', so erhilt man

log (1 q,) = + 0,0050; log 24 q,) — — 0,3510; log Q{4 q,) — + 0,2557,
log Q0. — 1 q,) — — 0,0074; log Q0L — 1 q.) = + 0.1500; log 212 — 1 q,) == + 0.4475

und hier ist jede der drei Determinanten, die man bilden kann, evidenterweise

von Null verschieden.

3.0 Nach dem schon mehrfach erwiithnten Satz von Minkowski gibt es keine

periodische Basiskette &y == &1, S, &) (A0, 1, 2, ... wit

Q& q) = const. HE 2 HE) = max Q& q)) — » fir b— =
N2
ersetzt man dagegen den Exponenten — 2 durch — 2 + d, wo J eine beliebig

kleine positive Zahl bedeutet, so gibt es solche Ketten nach Satz 18, Man ge-

=

langt zu diesen, indem man Kinheiten
&= AL — 1)
mit ganzen rationalen Hxponenten . und y (#* + y* = o) bestimmt, fiir die die
beiden Zahlen
log 2(e q,) = — 0,3516.0 + 0,1500 und log Qe qy) = -+ 0255720 + 0,4475Y

einander moglichst gleich sind, d. h. die Zahl

log Qe q,) — log Qe q,) = 060730 + 028761

moglichst kleinen Absolutbetrag hat. Nimmt man »— — 1,y 2, so wird gerade
log Qe q,) == — 1,3107; log (e q,) = + 0,6714: log (e q,) = + 0,6303,
also

Ofe q) = H(e) ™ 20,
Wegen y - 7 ist es nun erlaubt, die Annahme

( fiir p=4q,, 0., q

. 15 oy Uy -~ " . ~ [

L()(D) i S = 1801, Soa, ;u::} = { 1,0, L%
lI filr p=—v,, v, 1, ...

' Da es bei allen folgenden Rechnungen nur auf die Verhiltnisse der Logarithmen ankommt,

so ist es aus Bequemlichkeitsgriinden angebracht, Logarithmen zur Basis 10 statt natarlicher Loga-
rithmen zu verwenden.
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zu machen; ferner konnen wir

) (e p)

setzen und kommen dann also zu der periodischen Basiskette

2

R T A LV ALV A (h—=o0,1,2,...)

)T

Ui

e

= |
ko 2

mit

Q& q,) = const, H(&,) ~ 20,

Wegen
e LWL — )P =1+ 2L —4

lauten die Ubergangsgleichungen hiertiir:

Ser 282t Srsy Seprs = Skt 35k — 3Sks.

1
|
.
u
—+
S}
T
=
e
I
=
1
Ui

Kin noch bedeutend schiirferer Algorithmus lisst sich iibrigens gewinnen,

indem man ¢ = A2 — )" wiihlt; die Ausfihrung bleibe dem Leser iberlassen.

4.)  Als weiteres Beispiel werde die zam Primideal
r, = (L + 3)
gehirige  Henselsche 1,-adische Bewertung betrachtet. Dass v, in der Tat ein

Primideal und zwar ein Hauptideal ist, ergibt sich aus der Gleichung

Niv) = 0+ 30 + 3)A% + 3) =27 + o(— 1) + 3(—2) + 113,
s 1st offenbar

log Q4 + 3 q,) — + 0,6281; log Q7 + 3 0,) = + 0,4074; log Q4 + 3 q4) = + 0,0785.

o
=
Um zu einem miglichst guten Approximations-Algorithmus in bezug auf dieses
Primideal zu kommen, miissen wir ganze rationale Zahlen x, y, z, die nicht alle

eleich Null sind, finden, fiir die die Absoluthetriige von

PR - \ - -
&= M(A— )4+ 3),
d. h. die drei Ausdricke
log Qe q,) = + 000500 — 0,6074¥ + 0,62812,

log 2(e q,) = — 0,35160 + 0,1599Y - 0,4074 7,

log Q(e ay) = + 0,25572 + 044735y + 0,07852

moglichst wenig von einander verschiedene Zahlwerte haben. Kine einfache
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7 — 6 dies leisten, denn

Rechnung zeigt, dass die kleinen Zahlen » — 2, y — 3,
dann ist fiir die Zahl ¢ — 2*(2 — 1)*(4 + 3)%
log Q(elq,) = + 2,1382; log 2 (e q.) = -+ 3.2200; log Q(e q4) — + 2,3200.

Ausserdem bekcmmt man natiirlich
log Qe v,) = —6log 13 — 6,6836.

Wiihlen wir also Z,(p), / und &, wie im vorigen Paragraphen, also auch
() 0 = = )

S = &1, Guo, Sy} = 1€k, &0, €07
und setzen wir wieder
H(&) = max Q(&; v,
h=1,2, 5
so strebt diese Hohe mit wachsendem £ gegen + o und es wird zugleich
Q& 1,) = const. (&) 117,

Wegen
=220 — 1) (L + 3)" = 4817 + 1410 — 113

lauten die Ubergangsgleichungen zwischen den auf einander folgenden Basen:

51;4,11 == 113§I:1 + 141;Ck2 + 48§/;:=§ §/.-41'.> = 4885 — 175/.--,» + 935/;:;;
S = 9381 + 23482 — 1108,

5.) Hs werde noch ein weiteres Primideal, niimlich

erwithnt, fiir das man zu trivialen Ergebnissen gelangt. Hs ist nimlich

also

und folglich kann man diesmal

setzen. Bei gleicher Wahl von Z,(p), /(p) und &, wie bisher wird

und man hat &4 = 78
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_Q('_SI:X Y;)) = const. [{(;Cr,) l,

wo die Hohe H(&:;) wie iin vorigen Paragraphen definiert ist. Zum Unterschied
von den bisherigen Ergebnissen bekommt man also diesmal ein extrem scharfes
Approximationsgesetz. Dies wird offenbar in jedem Zahlkérper St bel einer
v-adischen Bewertung der Fall sein, wenn die zugehirige natiirliche Primzahl

eine reine Potenz von v ist. —

6.) Ich mochte diesen Anhang mit einer Bemerkung schliessen, die zwar
nicht cerade tief ist, aber vielleicht als Verallgemeinerung der Ergebnisse dieser
Arbeit ein wenig Interesse hat. Dabei beschriinke ich mich wieder auf die Be-
trachtung der Approximation in bezug auf eine einzelne der », + 1, Absolutbe-
tragbewertungen, etwa in bezug auf Q(5 q,), und setze dabel r; + r, = 2 voraus.
Zu jedem noch so kleinen ¢ > o lisst sich dann, wie wir im dritten Kapitel

sahen, eine Zahl & < 0 aus §{ mit

N1, )<

und
n—qiq , .
( - T gl Y
Qeq) =1 max Qeq,)| 0
h=2,3,...,n
angeben. Seli nun o, ..., w, eine willkiirliche Basis von & und & fir die
Indizes £ =0, 1, 2, ... das Zahlsystem
Sr= A8k, Sery -y Sl o, oy, o

Seine 7 Elemente sind linear unabhidngig in bezug auf R und gentigen den
Ungleichungen

_n—gia) 4

Q& q,) = const. H(§,;) 7w mit H (&)= max Q& q)

h=1,2, ..., n

fir alle ¢ und fur £ — »«. Ks gelten von £ unabhiingige Beziehungen

n
¢ \ - [
Sk 1 == ZJ’{['[;/‘A'/. (2=1,2,..., )Z)
J=1
und zwar ist dabel
U == (ighij— 1,2,

eine Matrix aus lauter ganzen rationalen Elementen, deren Determinante den
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Wert + 1 hat, da ¢ eine Kinheit von $ darstellt. FEine soleche Matrix [/ lisst

sich aber bekanntlich als ein endliches Produkt
l;" e '4',1_1 I’J,[—»_» . ﬂ‘l ’JU

von sog. Elementarmatrizes schreiben; hierunter verstehen wir Matrizes von

einer der drei Gestalten

-1 ) o 1 0 41 0
I I O o I
I 1 1
, ; ) ,
¢} 1 0 1 0 1

bzw. hieraus durch Indexwechsel hervorgehende analoge Matrizes. Sei allgemein
zur Abkiirzung
, k=o0,1,2 ...

Eprqyr= (()I.‘r/+/, fj)i. Je=1,2 0 — Ay ’
l=0,1,...,d—1

ferner 7, die Kinheitsmatrix und fir x=1,2,3, ...

, B
Te=dde Ao o I Ey= (e i))i 10

also

]'1;4/ ] == 11'1..] ]'J/.-g e ]’/‘1 ]'j“ [,r‘vk und Tk(l — I’

Wird jetzt eine Kolge von Zahlsystemen

Y - . ] 4o _
T, =Tt Ty ooy T mit 1, -

n

N\
Db ijo;
i

definiert, so dass also T4 = &, ist, so bestehen die sich mit der Periode d wieder-

holenden Ubergangstransformationen
n
. . N
(A) /l'ZJ,I:i*"Z()x, ijTujs
J=1
und es ist ferner leicht einzusehen, dass fiir £ —% Ungleichungen

n—giq)
g

(B): Olr,: q,) = const. Hz,,) o
erfillt sind.
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Damit ist also gezeigt, dass es fiir jeden Zahlkorper mit »r, + 1, = 2 stets
veralleemeinerte Basistolgen I, T, ... gibt, deren Glieder auseinander durch
die sich periodisch wiederholenden Transformationen (A) hervorgehen, wobei
obendrein diese Transformationen durch Klementarmatrizes erzeugt sind, wihrend
andrerseits die Glieder der einzelnen Basen T, in bezug auf % linear unabhiingige
ganze Zahlen aus & sind, die den bis auf den Zuwachs J im Exponenten extrem
guten Ungleichungen (B) geniigen. Fiir einen reell-quadratischen Zahlkorper
kann z B. sogar J =0 genommen werden; alsdann ist in diesem Krgebnis ge-
rade die Aussage enthalten, dass sich eine reell quadratische Irrationalzahl in

einen periodischen regelmiissicen Kettenbruch entwickeln Lisst.

Krefeld, Februar 1937.
Kurt Mahler.



