BEMERKUNGEN UBER DIE DIOPHANTISCHEN
EIGENSCHAFTEN DER REELLEN ZAHLEN.

Von KURT MAHLER in Manchester.

Bei Untersuchungen iiber Diophantische Approximationen
wird bekanntlich hiufig von folgenden zwei Prinzipien Ge-
brauch gemacht:

a. Ist a ganz rational und |a | >0, so ist sogar |a| = 1.

b. Sind # + 1 Dinge auf » Mengen verteilt, so sind in
einer dieser Mengen mindestens zwei Dinge (Schubfach-
Prinzip).

Wihrend a) eine arithmetische Aussage macht, ist o) mengen-
theoretischer Art, und um von diesem Prinzip Anwendungen
zu machen, muss man noch geeignete Dichtigkeitseigen-



12

schaften heranziehen, die merkwiirdigerweise fast niemals
explizit erwdhnt werden '). Aus diesem Grund méchte ich
in der vorliegenden Note eine Zusammenstellung von Eigen-
schaften der reellen Zahlen geben, die fiir Untersuchungen
iber Diophantische Approximationen heranzuziehen sind und
auch anscheinend ausreichen.

A. Allgemeine Eigenschaften:

Die rationalen Zahlen bilden einen Koérper R, der der
Quotientenkorper des Ringes J aller ganzen rationalen Zahlen
ist. R besitzt die Absolutbetrag-Bewertung |a |; seine per-
fekte Erweiterung in bezug auf dieselbe ist der Korper R der
reellen Zahlen. Die DBewertung |al ist Archimedisch; es
gibt also Zahlen aus J mit beliebig grossem Absolutbetrag
(Da der Absolutbetrag jeder ganzen rationalen Zahl £ 0
eine natiirliche Zahl ist, so ldsst sich dies auch ausdriicken :
Es gibt beliebig grosse natiirliche Zahlen).

B. Das Schubfachprinzip.

C. Diophantische Eigenschaften:

1. Ist @ ganz rational und >|a| 0, so ist sogar |a| = 1.

2. Fiir jedes natiirliche % gibt es mindestens 2k 4 1 ver-
schiedene ganze rationale Zahlen a mit %ai < k.

3. Fiir jedes natiirliche £ gibt es hochstens 2% -+ 1 verschie-
dene ganze rationale Zahlen a mit !a| < k.

4. Zu jeder reellen Zahl a gibt es eine ganze rationale
Zahl a, so dass !a—a << } ist.

5. 5ind ay, ay, ...., ay, eine gerade Anzahl von reellen
Zahlen, so gibt es zwei dieser Zahlen @; und a; mit 7 % 7 und

2k — 1
6. Sind a;, ay, ...., ag,,; eine ungerade Anzahl von reellen
Zahlen, so gibt es zwei dieser Zahlen a; und «; mit 7 # j und

| — o] <

max (o], [ag], ..., [ ayl).

1 |
P e O P A P O P

(Man beachte, dass 1)—3) sich auf ganze rationale Zahlen,
4)—6) aber auf beliebige reelle Zahlen beziehen).

1) Siehe jedoch z.B. das erste Kapitel von Minkowski Diophan-
tische Approximationen, und Bachmann, Quadratische Formen II,
p. 28—29.
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Die Eigenschaften C sind nun bemerkenswerterweise nicht
vollkommen unabhingig von einander, wie hier gezeigt werden
soll. Alle Aussagen sind so zu verstehen, dass die Eigen-
schaften A und B vorausgesetzt werden:

Satz 1. C3 folgt aus Cl und CbH.

Beweis: Die Behauptung C3 sei falsch; zu der natiirlichen
Zahl %k gebe es also mindestens 2& - 2 ganze rationale, von
cinander verschiedene Zahlen ay, ay, .. .., ay, mit | ;| < k.
Dann muss es zwei hiervon, etwa a; und 4; mit ¢ % 7, also
a; # a;, und mit

2k
el = g !
wegen Ch geben; da a; — a; aber ganz rational ist, steht dies

im Widerspruch zu CI.

Satz 2: C4 folgt aus Cl, C2 und C6.

Beweis: Die reelle Zahl a sei beliebig, doch werde ohne
Einschrinkung angenommen, dass [a] > & ist, da sonst die
Behauptung mit @ = 0 schon zutrifft. Unter £ werde irgend
eine natiirliche Zahl verstanden, die grésser als | a | ist. Nach
C2 gibt es mindestens 2k + 1 verschiedene ganze rationale
Zahlen, etwa ay, ay, ...., ay, ., deren Absolutbetrag nicht
grosser als k& ist. Wird C6 auf die 2% + 3 Zahlen

Aps Ags vvvvs Aoy 1y Gy = @, gy g = — @
angewandt, so folgt, dass zwei dieser Zahlen a; und a; mit
1 7 7 der Ungleichung

. k

I a; —a;| < P <1
geniigen. Wegen Cl kann nicht gleichzeitig 7 < 2k 4 1 und
j < 2k + 1 sein, und wegen der Voraussetzung |a| > § ist
andrerseits nicht zugleich 7 = 2& + 2 und § = 2% 4 2. Also
folgt, dass zu a eine ganze Zahl a existiert mit } a—a|<l1.
Sei zur Abkiirzung f = a —a, also | f| < 1. Wir wenden
C2 noch einmal an, diesmal mit 2 = 1, so dass die Existenz
von mindestens drei ganzen Zahlen by, b,, b3 hochstens vom
Absolutbetrag 1 folgt. Damit sind fiinf Zahlen

by, by, by, by =B, b5 = —f
abgeleitet, die simtlich hochstens vom Absolutbetrag 1 sind.
Nach C6 muss es also zwei hiervon, b, und b; mit ¢ # 7, geben
so dass
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1bi_bj|§%-1 =}
ist. Es kann evidenterweise nicht i < 3 undj < 3 zur gleichen
Zeit sein. Ist i = 4und j = 5, so folgt sogar | | 2(a — a) | <4,
also erst recht die Behauptung Endlich fir 7 <3 und j = 4
muss eine der beiden Ungleichungen
|b, +a—a| <% oder |b—a+a|<

gelten, so dass auch dann die Behauptung folgt.

Satz 3: CH folgt aus Cl, C3 und C4.

Sei N eine vorldufig noch willkiirliche natiirliche Zahl
und seien By, Ps, -..., Bar eine gerade Anzahl beliebiger
reeller Zahlen mit

O

1
[Blsk—t—g =12 ... 2%

Wegen C4 gibt es zu jedem f; eine ganze rationale Zahl b,
mit | f; — b; | < }. Fiir jeden Index 7 ist also | b; | =< & —1/N
und folglich sogar | b;| <k —1. Nach C3 gibt es hochstens
2k — 1 verschiedene ganze rationale Zahlen, deren Absolut-
betrag & — 1 nicht iibersteigt; unter den 2k ganzen Zahlen
b, muss es daher auf Grund des Schubfachprinzipes zwei,
etwa b; und b; mit i 5 j, geben, so dass b; = b; ist. Dann
wird gerade
B — Bl =1 (B —b) — (B, — b)) | = 1.

Seien nun a;, ¢y, -- .., ay, die 2k Zahlen, fiir die die Behaup-
tung CH nachgewiesen werden soll. Wenn diese Zahlen nicht
alle gleichzeitig verschwinden, in welchem Fall nichts zu
beweisen ist, kann durch eine Aehnlichkeitstransformation
immer erreicht werden, dass
, faz sy oy ) =R — 1%
ist. Wir werden die vorigen Ueberlegungen auf die aus den
a; abgeleiteten Zahlen

max (

1
E—14% — N
Bi= @, (i =1,2,....,2k)
P 1
an; alsdann ist also etwa | g; — B; 1 < 1 mit einem Indexpaar
i, 7, wo ¢ # j ist, und folglich gleichzeitig
~ R—y
(1): |y —a;| < 21,1;«&7.
E—131——
* N
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Hier hingt das Indexpaar 7, § noch von N ab, hat aber nur
eine beschrinkte und von N unabhidngige Anzahl von Moglich-
keiten, ndmlich 2k (2k — 1)/2. Also muss eine iiber alle Gren-
zen wachsende Folge N,, N,, N;,.... von Werten fiir N exis-
tieren, fiir die (1) immer mit dem gleichen Paar 7, erfiillt
ist; wird der Grenziibergang rechts fiir N — o« vollzogen,
so folgt

la;—a;| <1,
und damit die Behauptung.

Satz 4: C6 folgt aus Cl1, C2, C3 und C4.

Beweis: Nach Satz 3 darf beim Beweis auch von Cb Gebrauch
gemacht werden, da diese Eigenschaft aus den Vorausset-
zungen folgt. — Seien ay, ay,...., ay, ., beliebige 2%k -1
reelle Zahlen; dhnlich wie beim Beweis des vorigen Satzes
kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit

Aop 11 | ) =k
angenommen werden. Sei N eine natiirliche Zahl, iiber die
spater verfigt wird und /%y, Ay, .. .., hyy, eine Menge von
2N -+ 1 verschiedenen ganzen rationalen Zahlen, deren Ab-
solutbetrag N nicht tbersteigt; diese Menge existiert wegen
C2. Wir setzen

max ([a1

sl Oy |y e,

I, 7 =1,2,....,2h +1
B =+ 5y <m:1,2,....,2N+1>
und haben also
| BW <k + 3
Es gibt gemiss dieser Definition genau
(k + 1) N + 1) =2((2k + 1)N + k) + 1
Zahlen /™ ; um eine gerade Anzahl solcher Zahlen zu erhalten,
denken wir deshalb irgend eine davon fortgelassen. Wegen
C5 muss es dann zwei Zahlen /™ und $* geben, deren Indizes
(¢, m) und (7, ») nicht {ibereinstimmen, so dass
2

g — B '_9(2k+ )N+ k) —1 2N
ist. Nun kann aber nicht ¢ = j und folglich m £ n sein, denn
dann wire

(B + %) <

m h
N> — g | =| Tt

entgegen Cl. Also ist 7 # 7 und alsdann
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/. / hn> 1
(t+53%) = (0 +38) | < 55

und erst recht

1 1
]ai”‘“a,’|<%’+%’+ﬁ:1+2—ﬁ.

Indem ganz wie beim Beweis von Satz 3 ein geeigneter Grenz-
iibergang fiir N vorgenommen wird, folgt, dass fiir ein geeig-
netes Paar von Indizes 7, § mit ¢ ¢ j die Ungleichung

| a; — q; | <1
erfiillt ist, wie gezeigt werden sollte.

Bei den Eigenschaften C benutzten wir, dass die natiirlichen
Zahlen und positiven reellen Zahlen angeordnet und dass die
Korper der rationalen und der reellen Zahlen bewertet sind;
dagegen wurde nicht herangezogen, dass diese Korper eben-
falls angeordnet sind. Benutzt man die letztere Eigenschaft,
so kann man C 1—6 durch etwas einfachere, aber dhnliche
Eigenschaften ersetzen. — Entsprechende Aussagen hat man
in R in bezug auf die p-adischen Bewertungen, und auch fir
andere Bereiche, z.B. fiir endliche algebraische Zahlkorper.

Manchester, 9. 11. 1938.



