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UBER POLYNOME MIT GANZEN RATIONALEN
KOEFFIZIENTEN.

von
KURT MAHLER.

e c—

1. Im falgenden sei :
fx) = ax" + ax" "+ oo+ oa, (ay # 0)
ein Polynom vom genauen Grad » = 31!) mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten und nichtverschwindenden Discriminante

D; wir setzen )
A=|@+a+ ... +a)]
und nennen dies die Hdhe von f(x). Gleichzeitig mit f(x)
werde die zugehorige Bindrform
%
F(x,y) = ap" + apx" "'y + ... +a"y, = y"f(;)

betrachtet; sind

¢ 1 —_1 6F

Fy(x, ) = nag =14 (0 — D% ey =
—1 —2 —1 oF

Fy(x,y) = ap" + 222"y + oo+ nay” == :S—y_

ihre partiellen Ableitungen, so wird D gleich der Resultante
von F,(x,y) und F,(x,y), also

na, m—1)ay ... Ra, o ap_
e
p_| i T nay (n — Day e A1
al 2612 .............. 'n’——‘l)an—-l 'n'“n '
______________________________ L | — 1 Zeilen
.............. ay 2“2 U (¢

Unter G, (x, ¥) und G,(», y) verstehen wir die beiden Deter-
minanten, die aus D entstehen, wenn die erste Spalte

n—1 n—1
| nag, 0, ....,0, 4,0, ....,0]
ersetzt wird durch die Spalte

1) Fir #=1 und n=7?2 kann men auf trivialene Wege - 4huluhe
Ergebnisse wie in dieser Arbeit herleiten.



X, =] A2 a3y, TR R 0,0, .., 0]
oder durch die Spalte
n—1 ‘ n—1
Xo=10,0, ....,0, "2, a3y gyn—8 yn—2]
Analog seien H,(x,y) und H,(x, y) die Determinanten,
die aus D hervorgehen, wenn die letzte Spalte
’ n—1 n —1

10,0, ....,a,_1, 0,0, ....,%a,|
von D durch die beiden vorigen neuen Spalten X, oder X,
ersetzt werden. Also sind offenbar
Gi(x,v), Gy(x,y), Hy(x,y), Hy(x,y) Bindrformen vom
Grad # — 2 mit ganzen rationalen Koeffizienten, und es
gelten die Identitdten

@): P27 =T ) Gulx, ) + Falw, v) Gu(x, ),
" | Dy % = Fi(x, y) Hi(x, y) + Fa(x, y) Hy(x, v).
Es ist nicht schwer, eine obere Schranke fer den Abschut-

betrag von D oder das Maximum der Koeffizienten von G,,

Gg, H,, H, zuzugeben. Nach dem Hadamardschen Deter-

minantensatz ist zunédchst

D? < {(nap)? + ((n — D)ay)® + ... + a5 "}

{a} + 2a5)2 + .... + (na,)2}" L.
Weiter gilt nach der Cauchyschen Ungleichung

{(nag)? +((n—1)a,)2+....+a2_ P<A2(124 22+ ...+ n?),

{a] + ()2 + .... +(na,)?2)}> < AZ (12 + 22 + .... + #n?).
Ferner ist ,

124224 ... + 502 <n.n®=nd

so dass sich schliesslich die Ungleichung

(2): “DI Sn3(n——l( A2(n—1)|

ergibt. Wendet man dieselben Uberlegungen auf die Unter-

determinanten der ersten oder letzten Spalte von D an, so

ergibt sich, dass die Koeffizienten aller vier Formen ~

Gi(%, %), Go(x,y), Hy(v,y), Hy(x, y)
hochstens vorn Absolutbetrag

(3): p3(2n—3) p2n—3




sind.
2. Wir wollen zuerst annehmen, das x und y irgend welehe
reelle oder komplexe Zahlen sind, die nicht beide zugleich
verschwinden, und setzen alsdann
|2, 9| =max (||, ]y])
Aus den Schranken (3) fiir die Koeffizienten von G;, G,,
H,, H, folgen dann unschwer die Abschdtzungen

e (1Ge(x, 91| Ge(x, ¥) |, | Hy(w, ) |, | Ha(x, 9) |)
4): < ndan—8)+1 AT—3 | 5y in—2

den jedes dieser vier Polynome hat den Grad » — 2 und also
sogar weniger als # Terme c¢;x'y"~! 2%, wo |c¢;| hochstens
gleich der Schranke (3) und }xy"—‘“2| <|x, 9% ist.
Aus den Uhgleichungen (4) und derjenigen Identitit (1),
deren linke seite den grosseren Absolutbetrag hat, folgt ]etzt
sogleich die Abschitzung 4

|ID||x,y "t

Qnan—% A2n—-3

G): | max (| Fylx, ) [, [Falx, 9)])

v

3. Um von der letzten Formel Anwendungen zu machen,

wollen wir annehmen, dass &, &, ...., & die simtlichen
wellen oder komplexen Nullstellen von f(x) sind und dass
hiervoor &, & ...., &, reell, & 41, &n+2, -0 &r,+2, aber

paarweise komplex conjugiert sind; es gilt also 7, + Rry = n,
und eine der beiden Zahlen #, oder 7'2 kann auch gleich Null
sein, Wir setzen

A=max(l§1l,l§2|,....,‘§n|,1),
A= min (l§i“§ji)»

i,j=1,2..yn
i £]
0= min lI §rl+%)]):

i=1,2, s 2ry
wobei d nur fir », > O definiert ist. Natiirlich sind A und 0
nach Definition positiv, den f(x) hat nichtverschwindende
Discriminante.

Die Zahl 4 kann auftirviale Weise nach oben abgeschitzt

werden. Fiir jede Wurzel ¢ von f(x) = 0 ist
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1 1
ao§="‘<d1+“z—§+ +“nF1“1)’

und somit folgt insbesondere fiir 4 > 1:

T I SIS I S
1T F 4 F 4)° Ty

1 1 1
5]/(a?+a%+....+az)<1 + ‘Z2+°Z4+/—1§+ ,-->,

also wege—nlao[gl,a?—}-a%—}- ot al = AT —1:
2

lao]"iS

, 42 < A?

£ < (A — 1) =—

und damit .
6): | 4 <A
schranken fiir A und 6 ergeben sich dagegen folgendermassen:
Es ist
F(x,y) = ay(x — &1y) (¥ — Ey) oo (v — &Y),
also nach Differentiation in bezug auf x, bez. y und fiir x = &
y=1:"

n
Fi(&, 1) = ao .Hl (§— &)
. i=
j#i
n
Fo(&in 1) = —a §i'ﬂl (& — &)
J=
jF1
Somit ist
n D | max (|&], 1) !
lao|max(|§il,1)|.ll (§,~——§j)|%] | thl
=1 pdn—7 A3
iF1
und wegen Ia(',[ < A, max (] §i| ,1) =1:
n D
@): ifl & —&l= 3n_-l7- Al‘.’.n—-2
1£ T
Wegen ‘§i—§j‘—<-|‘§i|+‘§j"§2/1
folgt hieraus weiter die Abschitzung fir A:
D
®): Az =
211—-1 %3n-—2 A?n—-2An——2
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oder wegen (6):

|D]
2n—-l nan--% A3n—4

v

9): A

Speziell ist 26 gleich der Differenx zweier konjugierter Null-
stellen von f(x), und somit:

D D
(10): [ 92 7| | = | 2
n n =3 n —— n-— n (e _n_4
' on pBn—jz AM—2 gn—2  onu3n—; AB

In allen diesen Ungleichnungen ist IDI =1, doch ist es
fiir die Anwendungen besser, die vorige genauere Form zu
benutzen.

6. Die Abschitzung () fiithrt zu einer Ungleichung fiir

| F(x, y) |. Durch logarithmische Ableitung von F(x, y) nach
x oder y erhdlt man zundchst die Identititen

Fi(x,y) n 1 Folx,y) n &
= X und : =3 /2
F (x,9) r=12x—&Y F(x,9) h=1%— &Y

und hieraus folgt leicht:
|F(x,9) | 2| File,y) | o omin - (J2— &y )
n

= 1,2, ¢0ey
und
| Fe(x,3)|  min (| — &y |)
F x,y 2 =1,2, 4N
[P | max (] &l)
= 1,255
Es ist aber

max (Ighl)smax(l§ll:|§2”"I§n’!l)zASA

h=1,2,..,n
und somit folgt wegen A = 1 in beiden Fillen
max (| F,(x,y)], | Fa(x, .
(1Fy( yAI |Fy(x,9)]) min (| # —&y D
h=1,2, 900 :
und schliesslich wegen (5):

|D| min (lx — &v]) % y]

(11): ‘F(x’y)lg h=1,2, .., -
. 2%3"”"5 A2n—2

|F(x,y)|=

n-—1

Fiir y = 1 ist hierin insbesondere enthalten:
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|D| min |x~§h|)

h=1,2,

I 3n————2 A2n-~2

(12): ||f) | =

5. Als Anwendung der ketzten Formel geben wir obere
Schranken fiir das Linienmass M, der Menge m, aller reellen
Punkte mit

5 .
lf ‘ 2%—-3n+2~ A—n—a——l’__t Sx S +1

und fiir das Flachenmass M, der Menge m, aller komplexen
Punkte mit

(x)] <-I/i p—3n+3 A—-g——a—-% le <1
- 47 ’ =’

wo € > 0 und « > 0 gegebene Zahlen sind; dabei wollen
wir aber nachtsiglich voraussetzen, dass
l D I > A?n—-—2—[3
ist, wo B > 0 ebenfalls gegeben ist.
Die Menge m, ist wegen (12) ganz enthalten in den # Inter-
vallen ‘

lx’—§hl—<—5e— An—e—3|D|~l< A——(n+1)—-a+ﬁ(h 1,2,..n)
<N

=~
und also folgt sogleich
(13): f M, < eA*<"+1>*—a+BJ

Entsprechenderweise liegt jeder Punkt von m, in einem
der »n Kreise
— n

T gn__,_"% _ntl_ +
lx—§h|s-|/iA e 2|D|~ls-| s
an an

(h=1,2,...,n)

und also folgt sogleich 7
(14): [M, < cA—(nrl—2a+F]

Die Formeln (13) und (14) sind niitzlich bei der Untersuchung
des Masses aller S-Zahlen; um sie in giinstiger Form anzu-
wenden, muss man versuchen, eine obere Schranke fiir die
Anzahl aller ganzzahligen Polgnome f(x) vom Grad x mit

ID|< A*™—2=B g4 a4+ ... +af <A
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herzuleiten.

6. Die Fundamentalformeln lassen sich auch in beeug
auf die p-adischen Bewertungen anwenden. Sei $ eine Prim-
zahl, R, der Korper aller p-adischen Zahlen, und seien

§1, & -oovs Sg
nunmehr die simtlichen p-adischen Wurzeln von f(x) = 0,
wenn solche existieven. Sei weiter K, die kleinste algebraische
Erweiterung von R, in der f(x) vollstindig zerfdllt; es gibt
in diesem Koper also insgesamt n Nullstellen von f(x), die
wieder mit
§1’ §2’ MR §n

bezeichnet seien. Beide Korper R, und K, sind bewertet
durch die p-adische Bewertung |a|,; wir denken diese so
vormiert, dass insbesondere

Ii)’p:

ist, und auf irgend eine Art in K, fortgesetzt.

Unter x, y verstehen wir zwei p-adische Zahlen, die nicht
beide zugleich verschwinden, und setzen

lx,y[p = max (lx!p»IYID)'

Dann folgt zundchst, das alle Koeffizienten von G;, G,,
H,;, H, ganz rational sind, in Analogie zu (4):
(15):
max (IFl(xyy)']p I F2(x’y)lp’ I Hl(z’y) pr ! H ( ) ‘)S lx,ZV|Z-—2I

Die Identitdten (1) fithren also soglelch zu der Ungleichung

S

(16): [max (IFy(x,9) . |Fa(6, 7)) = Dy 5,5 &
Sei weiter
A=max(|§1'p.| §2’p’ ~°--»I§n|p'1)
A= min (l§,~—§,~lp)-
,,j=.l,2,_...,n
i 7]

Da bekanntlich alle » Zahlen a,&;, ay&s, ..., ay&, ganz
algebraisch also ganz p-adisch sind, so ist gewiss trivialer-
weise

1

<A.
l“o'p

(17): 4 <
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Weiter ist wieder

F1(§z»1)""“o H (§x—§)

=
Fo(éi, 1) = — @ J_{_Il (& — &)
iFt
Somit ist wegen (16) :
.l“o!pmax(lfilp’ H [§L-—*§,p ID]pmax(]§, pr 1)1
2#7
und wegen (17) sogar
(18): E léi_éiipng!pmax (Isi'p’l)n—lng !p.
;&
Wegen
1
léi'—s”psmax(‘w'p»lwlp <A
|“o 'p

folgt hieraus noch weiter

_ 1
(19): A z|ap 2D|p2§r:2—[—]‘)—|

Als letzte Anwendung benutzen wir die schon friher auf-
gestelten Identitdten

F , n , n
1(%,9) _ 1 und Folxr,y) _ 3 En :
F(xy) a=1%—8&y F (x,y) he=1%—EpY

es ergibt sich
IF(xnynglFl(x’y) !p min (lx_shy'p)’
h=1,2,...,0

| Fa(x, ) lpﬁ min (% — &)

=1.2,..,n

| F(x9) |, = max (|&lp, -oovs Snlp)

und damit ~
max(!Fl( p:!F2(x y)1)

IF(x’y) lpg A min (|x—"vhy’p
also wegen (16) und (17): |
20): |IF(x9) |, =laDl, p,_min  (lr—sp BRI

Insbesondere ist demnach fiir py = 1:
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21): [f@) |, =1aD P min (Jx—&],) fir|x], <1
h=l.,2, wesy
Diese Ungleichung kann zu dhnlichen Abschitzungen wie im
§ 5 herangezogen werden. Ist speziell | ,D |, = A, so ist es
erlaubt, . 7
min  (|x— &) durch min  (|x— &)
h=1,2, eer h=1,2, ...,

zu ersetzen.
Die vorangehenden Formeln (11) und (20) ergeben fir

ganzes rationales x,y und willkiirlich viele verschiedene
Primzahlen py, ps, . ..., Py auch eine Abschitzung fiir

[P 9) | 1B ) o

wegen

¢ ! I
I |D =>1, 1I >
‘DIT:.I! lPT'—' TmllaOIPTMA
wird
(2):
t
|Fy) | I 1T ) b, 2
. @
min (lx—“%'hyb I (lx—’éfh YIpT)
2h=l,2,...,n . r=1 ‘x,yln_l (x,y)—("'—”
- oudn—3 AZn—1
Dabei sind jetzt
1) &gy -ovs &y

die reellen oder komplexen Nullstellen von f(x),

ERC

: 1
‘dagegen die Nullstellen von f(x) in K, . Es ist bemerkens-

wett, dass D aus dieser Formel heraus gefallen ist. Der Faktor
(x,y)~"—1Y, wo (x,y) den grossten gemeinsamen Teiler von

x und y darstellt, kann auch durch
o ! n—1 .
> —(n—1
rlillx'ylpr Z ) .

ersetzt werden,




