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Об одной теореме Дайсона 
К. Малер (Манчестер) 

В своей работе [1] Дайсон (F. J. Dyson) обобщает «теорему пере­
носа» Хинчина ([2], предложение VI) на матрицу вещественных чисел 
(см. [1], теорема 2). Его доказательство аналогично доказательству 
Хинчина, и в нем используется принцип Дирихле. 

В настоящей заметке я доказываю теорему, содержащую главный 
результат Дайсона (теорема 2) как частный случай. Мой метод значи­
тельно проще метода Дайсона и основан на теореме Минковского 
о линейных формах. Я уже пользовался этим методом в некоторых 
прежних работах ([3], [4]) для доказательства и обобщения теоремы 
Хинчина. 

Пусть т и п — натуральные числа, подчиненные неравенству 
т<^п, так что т^>1, /г>-2. Обозначим через 

Л (*) = 2 *hk*k > Sh (У) = S ьпкУк (h = h % • • • > п) 

две системы линейных форм, для которых выполняются следующие 
условия: 

1) Определитель 

d = 
'11 >\п 

JnX 

равен ± 1. 
2) т линейных форм 

gh{y) (Л = 1, 2, . . . , т) 

и билинейная форма 

п п 

Ф (х, у) = 2 л (*) gh (у) = 2 ешчуь 
Л=1 h,k=\ 

имеют целые коэффициенты bhk, ehk. 
Обозначим, далее, через 

й1У й2У . . . , С1Г 
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п положительных чисел, удовлетворяющих неравенствам 

> 1 ( А = 1 , 2, . . . , т ) , 
< 1 (А = т + 1, m + 2, . . . , п); 

положим 

P = IJa f t, M= max aht \i= min % 

/420 = 2 ^ m a x ( l , ^ ) П m i n ( l , - f ) . 

Л е м м а * . Существует единственное число z, удовлетворяющее 
соотношениям 

F{z)=l, f x < z < M . 

При этом 

2 < 1 , если Р < 1 , и z > l , если Р > 1 . 

мы Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности рассуждения, 
можем допустить, что ах — М и ап = {л. Для [л <С z <С Ж функция 

* max ( l , f ) „,,„(>,£)=* 

— непрерывная и строго убывающая, а все функции 

m a x ( l , ^ ) , m l n ( l , ^ ) 

— непрерывные и невозрастающие. Произведение ** 

т «—1 

/4z) = z m a x ( l , ^ ) m i n ( l , ^ ) n m a x ( l , f ) Д min(i, a-f) 
h=2 h=m-{-\ 

поэтому непрерывно и строго убывает. Далее, 

чем утверждение леммы и доказано. 

* Ср. [1], стр. 411—412. 
т п—1 

** Если какое-либо из произведений П и П пусто, то его следует заменить 

единицей. 
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Т е о р е м а 1. Если существуют целые числа xv хг, 
рые не все равны нулю и для которых 

к-
1ЛИ1] t I ап 

(А = 1, 2, 

(А = я), 

»и 

, х^ кото-

(1) 

т о существуют также целые числа yv уг ..., yw которые не все 
обращаются в нуль и для которых 

\ёп{у)\ 

( < m a x ( 4 ^ J (Л = 1,2 т), 

| < m i n ( l , ^f) (Л = / л + 1 , т + 2, . . . . п ~ \), 

( < ( r a - l ) m i n ( 4 ^ ) (А = я). 

(2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим сперва, что Р <; 1, и, следовательно, 
£-<1 . Тогда произведение правых частей неравенств (2) 

т п 

( я - 1 ) П ш а х ( 1 , £ * ) П m i n ( l ( f ) = ^ - ^ ( Z ) = ^ l > l . 

Так как определитель системы линейных форм gh(y) равен ± 1 , то 
утверждение теоремы 1 непосредственно следует из теоремы Мин-
ковского о линейный формах. 

Допустим теперь, что Р > 1 , и, следовательво, 2 > 1 ; тогда 

m i n ( l , - ^ ) = -^ (h = m + \, m + 2, . . . , п). 

По определению формы Ф (х, у\ 

Определитель 

дФ_ 
дук 

lifn{x)bhk (k = l, 2, . . . . я). 
л=1 

£> 

*11 Ь1Ъ 

^21 "22 

. . . &1л 

'2п 

Ьп-\, 1 &л—1, 2 Ьп-\ч п 
дФ дФ дФ 
дУг ~дУг '" дУп 

системы линейных форм 
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в переменных уъ у2, . . . , уп равен поэтому 

D = dfn(x) = ±fn(x), 

откуда, в силу условий (1), 
! / ) ! = — . 

Согласно теореме Минковского о линейных формах, отсюда следует, 
что неравенства 

|Ф(*,.У)1<1, (3) 

f < m a x ( l , ^) (А= 1, 2, . . . , т), 
I Sh (J>) I { 

[ < ~ (A = m + 1, /ю + 2, . . . , л - 1 ) 

могут быть решены в целых уъ у2, . . . , j / w которые не все равны 
нулю; в самом лелеу произведение правых частей этих неравенств равно 

т п—\ 

''•П"«(1.?)1П1т.пО.?)=-^Ц-
Л=1 Л=т+1 г min i 1, — 2 

Так как форма Ф (л:, у\ в силу допущения 2), имеет целые коэф­
фициенты, то из неравенства (3) следует: 

Ф(х,у) = 0, 
откуда 

\fn(x)gn(y)\<%\fk(x)gh{y)\+ 2 1Л(*)£»(У) 1 = ^ + 2 , . 
Л=1 Л=/и f 1 

В первой сумме 2^ мы имеем: 

1 Л И й Ы | < 7 ( К А < 1 Л ) , 

так как либо 

m a x ( l , f ) = l , | f t W | < l , 

откуда gh(y), будучи целым числом, должно равняться нулю, либо 

m a x ( l , f ) = f , \fh(x)gh(y)\<-

Это же неравенство 

имеет место и для каждого члена второй суммы Е2. Таким образом, 

и, следовательно, так как. \fn (х) \ = — , 

\g»(y)\<(n-l)^, 

1 an __ i 
аъ z z 
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чем теорема 1 полностью доказана. * 
Положим теперь в теореме 1 

/ п 

f / и - 2 КьЧ-Ч (Л= 1, 2, . . . , т\ J пул) — <k=m+l 

{ xh (h = т + 1, т + 2, . . . , п\ 

( — Уп (h = \, 2, . . . , т\ 
/ \ \ т 

I 2 ЪкЬук —yh [h = т + 1, т + 2, . . . , п\ 

где 
%k (А = 1, 2, . . . , /7i; £ = /ю + 1, m + 2, . . . , л) 

— вещественные числа. Тогда 

я m n 

2 Л (*)̂  (у) = 2 *>л - 2 -кл 
и обе системы линейных форм {fh(x)} и {g*fo(j;)} имеют определители, 
равные ± 1 ; кроме того, первые т форм gh(y) имеют целочисленные 
коэффициенты. Таким образом, предпосылки 1) и 2) выполнены, и мы 
можем применить теорему 1. При этом, очевидно, для целочисленных 
переменных условия 

1 Л ( * ) | < 1 (А = 1> 2> •••> т\ A W = 0 (h = m + \, tn + % . . . , n) 

или условия 

ghiy) = 0 (А = 1, 2, . . . , ж), | ^ Ы | < 1 (А = /л + 1, w + 2, . . . , п) 

означают, что все переменные обращаются в нуль. 
Достаточно поэтому положить 

S*h (A = l, 2, . . . , т\ 
S~*h (h = m + l, m + % . . . , я), 

где а2, а2, . . . , а„ — неотрицательные вещественные числа, a S — боль­
шое положительное число, чтобы получить теорему Дайсона, за 
исключением его множителей А и В. Можно было бы небольшим 
видоизменением метода получить и в точности его результат. 

(Поступило в редакцию 23 / IX 1948 г.) 

* Легко показать, что в случае Р > 1 
1 

z > Р~п~1 

Таким образом, в этом случае теорема 1 сильнее, чем предложение 1 моей работы [4]. 
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