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TRANSZCENDENS SZAMOK II.

KURT MAHLER

KONVERGENS LAURENT-SOROK ES FORMALIS LAURENT-SOROK

19. Azok a szamok, melyekrdl el kivanjuk donteni, hogy algebraiak vagy
transzcendensek, gyakran valamely f(z) egyvaltozos analitikus fliggvény z=u
algebrai pontjaiban {(azaz o algebrai szam) felvett f= f(x) fliggvényérték alakban
adottak. Az analitikus fliggvények viszont megadhatdk az elemeik altal, vagyis
mindazon konvergens hatvanysorok altal, melyek valamely korben eléalliggak a flige-
vényt.

Altalanosabban foglalkozzunk az

fe) = 2 fiz—¢)
h:.'r’
Laurent-sorral, amely konvergal az
U,(c): 0= lz—¢| =
tartomanyban. itt ¢ egy komplex, ¢ egy pozitiv szam, és y egy tetszdleges egész.

Ha <=0, f(z)-nek polusa van a z=c pontban, ha ellenben y=0. akkor f(z)
1egular15 L (() z=c kozéppontjaban is. Az utdbbi esetben a Laurent-sor f{z) !w—
zOnséges Tqyi)r -soraval azonos.

Ha o=+ a Laurent-sor konvergal az egész sikon, kivéve esetleg a z=c¢ pontot,
ha az polus. Ha ellenben ¢ véges, akkor f{z) esetleg folytathat6 az U,(c) tartomanyon
kivil. A p=f(x) figgvényérték vizsgalatdhoz llycn folytatasra altalaban nem lesz
sziikség és elegendd lesz f(z)-t U,(c)-beli z értékekre tekinteniink.

Az f(z) flggvény Laurent soranak néhany alapvetd tulajdonsaga algebrai
jellegii és semmi kapcsolatban nem all a sor konvergenciajaval.

Ezért bevezetjiik az altalanosabb formalis Laurent-sorok osztalyat, ahol ezek
a tulajdonsagok igen egyszer(i alakot oltenek.

20. Legyen K egy tetszOleges zérd karakterisztikajii test. A tovabbiakban
kiemelkedd szerepik lesz a kovetkezd testeknek: O a racionalis szamok, 4 az al-
gebrai szamok, R a valds szamok és C a komplex szamok teste. Legyen tovabba
z egy hatarozatlan. Vezessik be a kovetkezd jeloléseket: K[z] a z hatarozatlanu
K-beli egyiitthatés (a tovabbiakban K-feletti) polinomok gylrlije. K(z} a K[z]
hanyados teste, melynek elemei a z racionalis fliggvényei, K-beli egylitthatdkkal.

K(z—¢), ahol ¢ K-beli, az

L)

f= S0

h=n

formalis Laurent-sorok halmaza, ahol /, K-beli és 5 valamely f~t6l fliggd egész szam.
Bevezetve az
£,=0. ha h=p
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Jelolest, a sor a kovetkezo jobban kezelheto alakba irhato:

R X : W\
j'} L f,,(Z-—C)’.
W
K elemel jatsszak a konstansok szerepét, mig azon elemek, melyek csak K(z], K(2)
vagy K{(z—c)>-behek, fiiggvények.
A K(z—¢) halmaz gylrivé valik, ha az 6sszeadas és szorzis miiveletét a kovet-
kezdképpen definialjuk. Ha

o0

g= 2 glz—o.

ahol g,=0, hacsak /=< egy mésik Laurent-sor K(z—c)-ben, akkor legyen

freg= 2 (fi+g)z—of
h

je= N X fgaz—on

ft=—00 k= —co

Ekkor nyilvanvalo, hogy f+¢ K(z—¢)-ben van. Az fg szorzatot tek

> Se8nk
k= —oco
Gsszeg legfeljebb veges sok nullatdl kiilonbozd tagot tartalmaz. és minden tagja
nulla, ha # negativ és /] elég nagy. lﬂy fgis K(z—c)- ben van. Abban a specialis eset-
ben, amikor K=C és a sor valamely U (c) tartoményban konvergal, a most definialt
miveletek megegyeznek a kf\mewens sorokra vonatkozo megfeleld miiveletekkel.
Konnyen igazolhato, hogy az osszeadas és a szorzas K{(z—c -ben kommutativ,
asszociativ ¢és disztributiv. Azonositsuk K(z—c¢)

oo

fot S0G—¢) ahol feK

h=1

elemét az f, K-beli elemmel. igy K a K(z—c) részteste lesz. Altalinosabban legyen
a egy K[z]-beli polinom. Ez a polinom felirhato

1
a= >a(z—co)
k=0

alakban, ahol az a, egylitthatok K-beliek. Azonositsuk g-t K{(z—¢)

m
Na(z—o)+ 7 0(z—c)
k: k—m+]
elemévek Ezzel a leképezéssel K[z] nyilvanvaldan K(z—c¢) részgylirlije lesz.
Konnyit belatni, hogy K{(z—c) valdjaban test. Legyen ugyanis [ egy tetszé-
leges nul!dtol kiilonb6zd eleme KQZ‘C) -nek. Ekkor létezik egy olyan n index,

melyre
£, =0, de f,=0, ha /h=n.
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y-t az j rendjenek nevezzZuk €s 12y jeloljuk:
ord f=n.

Marmost létezik K(z—¢)-nek egy masik, 0-tol kiilonbozé
= 3 fi—oy
k=—n

eleme, mely rendelkezik az alabbi tulajdonsaggal:

fit=1L

Ugyanis ez a relacié ekvivalens az ! fF egyltthatdira vonatkozd alabbi végte-
fen linearis egyenletrendszerrel

j;;fzkrp = ]’ f;pfjr;—%l +f;]+1ff" = 0’ .frgflftz—%'l +J1;;+ljﬂj1]+l+f;)+ﬁjj(n -

és ezek a linearis egyenletek lépésrél 1épésre megoldhatok, mert £, a feltevés szerint
nem zérus. [ létezése K(z—c¢) minden f30 elemére azt jelenti, hogy K{(z—¢>
test. Mivel mar tudjuk, hogy es a test tartalmazza a K[z] gyiriit, igy annak K(z)
hanvyadostestét 1s tartalmazza résztestként.
22. Az eddigiekben az f rendjét csak 0-tol kiilonbozd f-re definialtuk, legyen
ebben a specialis esetben
ord 0=-co.

Ezzel a konvencidval kdnnyiiszerrel igazolhatok az elemek rendjénck alabbi tulaj-
donsagai:

1)) ord (f-+g) = min (ord £, ord g), ord (fg) = ord f+ord g.

Specialisan legyen a egy nullatdl kilonbozé polinom. Ekkor nyilvan a rendje és
foka kozott fennall az alabbi egyenlStlenség:

(2) ord a=d(a).

23. K{z—c)eclemeire definidlhato a differencidalas formalis miivelete. Legyen ismét

oo

;fh(z” c)’

a fenti testnek egy altalanos eleme. f n-edik derivaltjat a

d{ — W = S hh=1) . (h=n+ D= (1=1,2,3,..)

dz h=n

képlettel adjuk meg, igy /™ is K(z—c)-beli. Nem nehéz belatni, hogy
o if ) dr f(n)

(3 (n+1) — a (n+p) —

(3) Y dz ~ / dzP

es ,

( or N ro ’ 4 ’ f,g-/g,

4 (f+ey=r+g. (Je) =fg+¢f [—g—] =T
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Itt ¢ K(z—c) egy masik eleme, €s az utolso formulaban feltételezziik, hogy g nulla-
tol kulonbozo Nyilvanvald, hogy

(3) ord /= (ord f)—1, ha ord f+ 0.

Ha azonban ord =0, akkor ord /" tetszbleges nem negativ értéket felvehet. Spe-
cialisan /7 akkor és csak akkor tiinik el, ha eleme a konstansok K testének.

24. Abban a specialis esetben, mikor K=C a komplex szamtest, jeldlje C{z —c}
mindazon C(z—c)-beli f sorok halmazat, melyek valamely

Ufc): O=lz—c|l=¢

tartomanyban konvergalnak, ahol ¢ egy pozitiv f~t6l fiiggd szam. A o= eset is
megengedhetd. Mint mar a 20. §-ban emlitettiik, a C{z—c)-ben definialt miiveletek
C{z—c)-ben konvergens Laurent-sorok Osszeadasiva és szorzdsava valnak és
ugyanez all a differencialasra is.

Ha fegy C{z—c}-beli sor, akkor megallapodunk abban, hogy mindig f{(z}-ve!
jeldljiik azt az U,(c)-ben analitikus fuggvenvt amelyhez ez a Laurent-sor knnvergal

Nyxlvamdlo hogy C{z—c¢} gyiri. Valo;aban ez egy test. Legyen ugyanis
7€ Cl{z—c} fnem nulla. Mivel z=c legfeljebb egy polusa f(z)-nek, €és m|ve1 ez a flige-
vény regularis. valamely U,(c) tartomanyban, Iétezik egy esetleg kisebb

Uyc) :0<|z—c]=0,

ahol 0=g <o tartomany, ugy, hogy f(z) nem tiinik el U,(c)-ben. gy a reciprok
fiiggvény f(z)~ ! regularis U (c)-ben, és legfeljebb egy pdlusa van z=c-ben. Kovet-
kezbleg f(z)~! egy U,(c)-ben konvergald Laurent-sorba fejthetd és ez éppen a
C{z—c)-ben definidlt /~* sor lesz.

25. Legyen w,, wy,...w,, ahol n=0 n+1 ujabb hatarozatlan ¢és legyen
A(Z, Wos Wy s W) @ Z, Wo, Wy, ... w, egy nem nulla polinomja, melynek egytitt-
hatéi K-beliek. Gyakran foglalkozunk majd olyan f¢K(z—¢) sorokkal, melyek ki-

elégitenek egy

A fof s f") =0
tipust formalis algebrai differencidlegyenletet és a késébbi fejezetekben részletesen
vizsgalni fogjuk a X=0 és a K=A4 eseteket.

Mar most bebizonyitjuk a kovetkezd tételt, melynek egy specialis esetére ha-
marosan sziikségiink lesz:

(6) Legyen K, a K egy részteste és legven ¢ Ky-beli, valamint f Kz —c)-beli. Tegyiik
fel, hogy létezik egy nem azonosan zérus A(z, wy. wi. ... w,) K- fe/em polinom,

melyre
A ™) =0
Ekkor létezik egy nem azonosan zérus Ay(z, wo, wy, ... w,) Ky-feletti polinom

is, melyie
Az fof . ) =0

Bizonyitds: Az A(z, wy, wy, ... w,) polinom felithatd a kovetkezd Osszeg-
alakban:

t
Az, Woy Wiy s W) = O A 2V Wieowes, L Wyen,
=

ahol ¢ egy pozitiv egész Al,‘... A, a K véges sok nullatdl kiilonbozé eleme és a
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Vi, Vigs Vips --- Vo, KitevOk bizonyos nem negativ egesznek. Legven B;. ... B, ¢ ha-
tarozatlan és legyen

v v Voo,
B(Za Wos Wiy oees W‘n) = _. B M"‘UV“ W’-\l’ e w"ﬂ-
=1

Ekkor

Bz, f', ... f") = 2 B 8-
ahol a o
g, = 2V [ [T, L 00V (r=12,..1)

szorzatok Ky(z—c) elemei, azaz mondhatjuk. hogy

oo

g = 2 gulz—-0 (t=12....0
h=—oco
Kovetkezésképpen
e ’
Bz, fo fo., ) = *Z [ ;1 Brg:;,}(z — o).

Itt a jobb oldal akkor és csak akkor az azonosan zérus sor. ha By, ... B, kielégiti
az 0sszes

1 .
SBgi=0 (h=0FT1,7F2..)

=1

homogén linearis egyenletet. Ezen végtelen sok linearis egyenlet koziil legfeljebb
véges sok lehet linearisan fliggetlen a K| felett. Legyen

t
ZB,g,ha:O (¢ =1,2.....5)
ilyen linearisan filiggetlen egyenletek egy maximalis rendszere. Ezen egyenletek
egylitthatoi Kjy-ban vannak és -
B,=A4,#0,....B,=A4,=0

egy nem trivialis megoldasrendszer. Ebbdl kovetkezik, hogy a fenti egvenleteknek
van egy
B, = Ay, .... B, = Ay

megoldasrendszere is, ahol Ay, ..., 4, nem mind nulla és Kj-beli. Igy

t
ZAOrgr":O (h:O: Il ;2"7‘)
és az 1j !

v v V. Ve,
Az, Wo, Wiy s W) = 2 Ap 2 “wpw ™, Ly,

1A

polinom eleget tesz a tétel allitasanak.
Fogalmazzuk meg tételiinket explicit alakban az n=0 specidlis esetben, ha-
marosan szlkségiink lesz ra.

(7) Legyven K, a K egy részteste, és legyen ¢ Ky, [ pedig Ky(z—c)-beli. Tegyiik fel,
hogv létezik egy A(z, w) nem azonosan zérus K-feletti polinom, melyre

A(z, f)=0.

2 Matematikai Lapok
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LKKor letezik egy Az, w) nem azonosan zerus Ky-feletti polinom is, melyre:

“40(27 f) =0.

26. Az 1. §-ban megkiilonboztettiink algebrai és transzcendens szamokat.
Hasonlé megkiilonboztetés Iétezik analitikus flggvényekre még altalanosabban
K(z—c)-beli formalis Laurent-sorokra is.

K(z—c) valamely f elemét algebrainak nevezziik, ha létezik egy nem azonosan
zérus A(z, w) K-feletti polinom, melyre

(8) Az, /)=0,

és f-et transzcendensnek nevezziik, ha nincs ilyen polinom.

Legyen sepcialisan K=C a komplex szamtest és legyen fa C z—¢) Clz—¢}
résztestének eleme. Ha f algebrai a C(z—c)-re nézve és példaul (§8) egyike azon
algebrai egyenleteknek, melyeket f kielégit, akkor a megfelel6 f(z) analitikus flugg-
vény z-ben azonosan kielégiti az

1(z, f(2))=0

algebrai egyenletet, ilvenkor /‘(z)t algebrai analitikus fliggvénynek nevezzik. Ha
e}lenben ftranszcendens C{z—c)-re nézve, akkor](-) transzcendens analitikus fligg-
vény. A komplex fugg»enytanban szamos olyan egyszerti tulajdonsag ismeretes,
mely lehetdséget ad az algebrai ¢és a transzcendens analitikus fliggvénvek megkulon—
boztetésére. Ezen tulajdonsagok egyikének sincs nyilvanvald kiterjesztése az altala-
nos K(z—c)-testbeli formalis Laurent-sorokra. Azonban mégis lehet K(z—c¢)
elemei transzcendenciajara egy sziikséges és elégséges feltételt nyerni. Ez a feltétel
algebrai természetii és a valos, ill. komplex szdmokra vonatkozé 3. Tétel analogonja,
sét még a bizonyitas is nagyon hasonld.

27. Az aldbbi bizonyitasban a kovetkezd jelolésekre lesz sziikség. Jeldlje
Kz, w] z és w Osszes K feletti polinomjainak gyfiriijét, K(z)[w] a w &sszes K(z)-feletti
polinomjainak gytirijét és K{(z—c) [w] a w Osszes K(z—c)-feletti polinomjainak gy-
rijét. Mindharom esetben a,(a) jeloli a(z, w) fokat w-ben és hasonldképpen 4.
jelolt a(z, w) fokat z-ben, ha az K[z, w]-ben van. Az utébbi esetben legyen

Ha) = d(a)+d,(a).
Ha A(z, w) a zérus polinom 0, akkor a 0,(0), 9,,(0) és A(0) mennyiségek mindegyikét

=e-nek definialjuk. Fennallnak a polinomok 0sszege, illetve szorzata fokszamara
szokasos Osszefiiggések, nevezetesen

Ma+b) = max (A(a), Ab)), Mab) = J{a)+A(b).
Legyen tovabba [ K(z—c) egy tetszéleges algebrai eleme. Jelolje Z(f) mindazon
K(z)[w]-beli
AT (w) = AF+ AFw .+ AGw
polinomok halmazat, melyre

=0 ¢ A(f) =0.



Z(f)-ben létezik legalabb egy legkisebb fokszamu A*(w) polinom 9,(A4%)=M.
Ekkor fret M-edfokuinak nevezziik a K(z) felett és igy jeloljiik:

F(fr1=M.
Legyen A"(w)€Z(f) egy ilyen legkisebb fokszamu polinom, jeldlje az egyiitt-
hatokat képezé Ag, A7, ... 43, raciondlis figgvények nevezdinek legkisebb kozos
t&bbszorosét d és legyen

A(Z., H)) - CIAX(H)) = "'L}“»LA]‘V'*_”-‘f‘AM‘V]‘,’-

Ez az 4j polinom mind Z(f)-nek, mind K[z, w]-nek eleme. Kénnyen belathato,
hogy irreducibilis K[z, w] felett és egy K-beli el nem t{ind faktortdl eltekintve egyértel-
mi. Ekkor ismét azt mondjuk. hogy A(z, w) az f minimdlpolinomja.
Nyilvan
> (f)=0.(A)=M.
Legyen tovabba

L(f)=0.(A)=max (HA,), NA,), ... H(Ay))

és nevezziitk LO(f)-et az [ szélességének.
28. Tegyiik fel, hogy f< K(z—c) algebrai és legyen

Az, w) = A+ Aw+ ..+ A wM

a minimalpolinomja. Mivel A(z, w) eltlinik, ha w=/f, fétezik egy alabbi szorzat-
felbontdsa K(z—c)[w]-ben:

(10) Az, w) = (w—f)B(w),

ahol B(w) € K(z —c¢)[w] w-nek polinomja, de nem sziikségképpen polinomja z-nek is,
és B(w) a kdvetkezo alakba irhaté:

B(w) = By+Byw+ ...+ By _wM 1,
It By. By, ... By, K(z—c¢)-beliek és explicit alakjuk a kovetkezd
By = Ay + Appof+ A R (k=01 .., M—1).
A tovabbiakban tegyiik fel, hogy
(in ord f=0.
Az Ay, Ay, ..., Ay polinomok rendje nem negativ, kovetkezésképpen
(12) ord B, =0 (k=0,1,... M—1).

Legyen most
oz, w) = ay+aw-+...+a,w"

egy tetszdleges polinom K|z, w]-ben, melyre
a,=0, a(z,f)=0
a(z, w) z, ill. w szerinti foka:

o.(a)=max (Nay), Hay), ... Ha,)), o(a)=m.
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Mivel A(z, w) Irreduciotiis €S w=7 ¢seien citunix, mig d(z, w) nem tunix i,
A(z, w) és a(z, w) w-re vonatkozd rezultansa

/.10 Al. ........ IflM 0...0
. ' ' m sor
0 0 Ay Ay Ay
a, ap ........ a, 0 0 )

- M sor
0 0 ........ 'ao .al .. c.z,,,

nem nulla. Ez a rezultans egy K(z)-beli polinom, melynek foka kielégiti az alabbi
egyenlGtlenséget:

NR(A, @) = md.(4)+ M .(a).
A polinomok rendje és foka kozotti (2) osszefiiggés alapjan, ebbdl az is kovetkezik,
hogy
(13) ord R(A, a) = mo_(A)+ Mo (a).

A rezultinsok szorzdsara vonatkozod altalanos formula szerint A(z, w) (10)-es elo-
allitasabol kovetkezik, hogy

(14) wR(A, a) = R(w—f. a) R(B, a).
Tovabba
(15) Rw—f, a) = a(z, f) = 0.

Az R(B, a) rezultans is felirhat6 az R(A, a)-hoz hasonld determinans alakban. még-
hozza ezen determindns minden eleme vagy egy B, sor, vagy egy a, polinom vagy O
azaz nem negativ rendii a (12) szerint. Igy

ord R(B, a)=
is fennall.
Masrészt (14) és (15) szerint

ord R(B, a) = ord R(A4, a)—ord a(z, 1),
kovetkezésképpen a (13) becslésbdl adodik, hogy
ord a(z, /) = mo,(A)+ Mo_(a).
Eredményiink a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg:
(16) Legyen f K(z—c) valamely algebrai eleme, melynek rendje
ord f=0.
Ha a(z, w) egy tetszbleges polinom K|z, wl-ben, akkor vagy

a(z. /) =0,
a(z, /) =0 ¢ orda(z f) = L )0(a)+0"(/)0-(a).

Tételiink az 1. Tételnek a K(z—c) testre vonatkozé analogonja.

vagy
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Az ord f-re vonatkozd megszoritastol konnyli megszabadulni, ezt az olvasora

bizzuk.
29. Egy késébbi alkalmazas érdekében megvizsgalunk egy specidlis esetet

a(z, w)-nek az alabbi linearis polinomot valasztjuk:
a(z, w) = w—a,,
ahol a; egy K[z]-beli polinom. Ebben az esetben
(@) =Kay), D (@)=1.
Ekkor, ha f€ K(z—¢) algebrai és ord =0, tovabba / nem polinom K{z]-ben, akkor
minden K[z]-beli a;-re
(17) ord (f—ay) = Lf)+0°(f)Ha).
Ebbol az egyenldtlenségbdl konnyen adddik a transzcendentalitas alabbi elég-
séges feltétele:
(18) Tegyiik fel, hogy f € K(z—c) nem polinom és hogy létezik polinomok egy
{ar, as, a3, ...}
végtelen sorozara K[z]-ben, melyre

ord(f—a) _ -

= oo

Iimd(a,) = ==, lm @)

Ekkor [ transzcendens.
Ugyanis ha r elég nagy, -
ord f = ord {(f~a,)+a,} = min (ord (f—a,), ord q,) = 0,

mivel ord @, nem lehet negativ. fgy az allitas kozvetleniil kdvetkezik (17)-bél.

Az alkalmazasok szempontjabdl elény6sebb a transzcendencia fenti kritériumat
egy masik ezzel ekvivalens alakban megadni:

Az

Y7 N
j"’ Afh(zv_()'
h=0
K z—c)-beli sort erdsen hézagosnak nevezziik, ha létezik az egész szamoknak egy

{51, 85, 83, ..} Esegy {fg. fh. 1y, 15, ..}
sorozata, melyekre

O=ty=5<=h=Ss<hL=85"I1=.., lims—':oo,
ro O

fo. =0, f, =0, de f,=0 ha s, =h=1, (r=1,2,3,...)
Alkalmazzuk (18)-at oly mddon, hogy legyen

S, <
a4, = j jh(z - C)h* f_ a, = ZJ/!’ (Z - c)h
h=0 =1

Ekkor a kovetkezd eredményre jutunk.

(19) Minden erésen hézagos sor transzcendens.
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SU. Az edaigiekoben feA(z—c) d'(J) toKat csaxk akkor dehnialtuk, ha f algebrai.
Ha f transzcendens, akkor a kdvetkezd konvenciot hasznaljuk:

(==,
ahol == ismét minden egész szamnal nagyobbnak tekintendd.

Legyen most m és ¢ két pozitiv egész és legyen / egy olyan algebrai vagy transz-
cendens eleme K(z—c)-nek, melyre

ord f=0, °(f)=m.
Jeloljon tovabba a(z, w) egy tetszleges K[z, w]-beli polinomot, melyre
=t o(a)=m
fennall.
A legaltalanosabb ilyen tipusti polinom

¥

ﬂ

e

k=

-

a(z,w) =
h

I
B

ahol az ay, egyltthatok K-beliek. w={ helyettesitéssel a(z. f) K(z—c) elemévé valik,
azaz felirhato

a(z.f) = Za(z—cf
=

alakban. Ittaz 4j o, egyiitthatok homogén linearis polinomjai az (im+1) (¢t + 1) a,;, pa-
raméternek K-beli egyiitthatokkal. Ezek az a;,-k megvalaszthatok agy K-ban, hogy
ne tlinjék el mindegyikiik és hogy az egyiitthatok kozil (m+1) (r+1)—1 zérus
legyen. Legyenek ezek azok az egyiitthatok, melyekre
h=0,1,2, ... (m+D(E+1)-2.
Kovetkezésképpen
orda(z, f) = (m+D(+1)—1.
Tovabba
‘ a(z, ) =0,
mivel 9°(f)=m.
Ezért fennall a kovetkez6 tétel:

(20) Legyen m és t két pozitiv egész és legyen f < Kz —c) olyan, hogy ord f=0, 0°(f)=m
Ekkor [étezik egy a polinom K|z, wl-ben, mely rendelkezik az aldbbi tulajdon-
sdgokkal:

o) =t, o @)y=m, a(z,[)=0, orda(z, f)=mt+m+t.

Ez az eredmény a 2. Tétel analogonja.
31. Az eddigiek alapjan konnylszerrel megadhatd a transzcendencia alabbi
sziikséges és elégséges feltétele.

4. Tétel: Egy K(z—c)-beli f sor, melyre ord f=0 akkor és csak akkor transz-
cendens, ha létezik polinomoknak egy

{ay.a,, a5, ...}
végtelen sorozata K|z, wl-ben és pozitiv szdinoknak egy

{w,. 0y, 05, ...}
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végtelenhez konvergalo sorozata, ugy nogy

alz. f)#0, ordal(z f)=wi(a,) (r=1,2,3, ...

Bizonvitds. A feltételekbdl kovetkezik. hogy f transzcendens. Ha ugvanis

£ algebrai, akkor (16)-bol kovetkezik, hogy

ord a,(z, )={LL /) +°(f)} Ha,) (r=1,2,3..).
Ha viszont / transzcendens, akkor alkalmazzuk (20)-at Ggy. hogy legyen

t=m=r (r=1,2,3,...).
Ekkor azt tapasztaljuk, hogy létezik polinomoknak egy a, € K[z, w] sorozata. melyre
a,(z.f)#0, Ma)=2r, ord a(z,f)=r* (r=1,2,3...)

és ez a sorozat rendelkezik a tételben allitott tulajdonsagokkal.

A 4. Tétel a valds vagy komplex szamokra vonatkozo 3. Tétel megfeleldje.
Bar a 4. Tétel sziikséges és elégséges feltételt ad a formalis sorok transzcendenciajara,
mégis sok kérdést hagy nyitva.

Ugy tiinik. hogy a tétel semmiféle valaszt nem ad a kovetkezd kérdésre:

A. Problema: Ha

oo

/ rlth(Z~C)"

=

K{z—c) egv olyan algebrai eleme, amely nem polinom, akkor létezhet-e tetszéleges
hosszusdgil fi. foo1n .. fr csupa zérus elembdl dllo egyiitthatésorozat? Erre a kér-
désre semmilyen valaszt nem ismerek. Abban a specidlis esetben, amikor f €K(z)
egy raciondlis fiiggvény, a vilasz negativ, sét ennél tobb is ismert, de a bizonyitas
bonyolult.

(Mahler 1935, Lech 1954, Mahler 1956)
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TRANSCENDENTAL NUMBERS II.
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