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Uber einen Satz von Mellin.

Von
Kurt Mahler in Géttingen.

In seiner Arbeit'): ,Eine Formel fiir den Logarithmus transzendenter
Funktionen von endlichem Geschlecht* bewies Hj. Mellin, dafl die Reihe

f(s)=$’...é§f{nl...np)_s,

wo f(x,...2,) ein Polynom in p Veriinderlichen mit Koeffizienten von
positivem Realteil ist, sich in die ganze s-Ebene als eine meromorphe
Funktion fortsetzen lasse, die allein Pole auf der reellen Achse besitzt. Er
gab ferner eine Abschitzung von |f(s)|, wenu s parallel der imaginiren
Achse ins Unendliche riickt. Diese Abschidtzung und zwar in besserer Form,
ferner die Fortsetzbarkeit bewies K. Landau auf ganz andere Art?) im
Falle p =1 in der Arbeit: ,Uber einen Mellinschen Satz“. In der vor-
liegenden Arbeit wird der Mellinsche Satz fiir den allgemeinen Fall, daf}
weder f(x, ... xp), noch der hochste homogene Bestandteil hiervon im ersten
., Oktanten*:

2, >0, >0, ..., z,>0
verschwindet, aufs neue und zwar mit ganz elementaren Mitteln, besonders
der Eulerschen Summenformel, bewiesen. Je nach den Realititsannahmen,
die iiber f(a, ...x,) gemacht sind, werden andere Abschiitzungen von f(s)
in Streifen parallel der imaginiren Achsen erhalten, Abschétzungen, die die
Mellinsche und Landausche als Sonderfall enthalten.

Kapitel I.
1.
1. Mit 2, a,, ..., x, selen p nichtnegative reelle Variable bezeichnet:
x>0 ({=1,2,...,p).

1) Acta soc. scient. fennicae 29 (1900), Nr. 4.
?) Archiv der Math. und Physik (3) 24 (1915), 2. Heft.
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Weiter seien
[, @y ...2,)= f(x)
g<x1 Lo oe- xp) = g(ac)

zwei Polynome mit beliebigen komplexen Koeffizienten vom Grade 7 und n.
Sie zerfallen folgendermaffen im homogene Bestandteile:

f(x) =1, (x)+ fro_q (@) 4ot (@)
g(x)=g,(x)+ g, ()4 ...+ g (2).

Der Index gibt dabei die Dimension an.
Sei zur Abkiirzung

|
v— Vald it .. +al-

Das Polynom f(z) gehére zu einer der folgenden drei Klassen, von denen
jede eine Unterklasse der vorherigen ist:

A: |f(x) >0 fir alle x,>0; () =0 fir v 0
B: R (f(x)) >0 fir alle x,>0; R(f, (x))>0 fir » 0
C: f(z) =0 fiir alle a,>0; f(x) >0 fir v=0.

2. f,(x) ist in dem beschrinkten Bereich » = 1 stetig und von Null
verschieden; daher existieren zwel positive Konstante ¢, ¢,, so dal} gleich-
mifBig fiir alle x:

2e, < 1) <%

oder

2e,0m £,y ()| < G om

ist. Folglich ist von einer Grenze v, > 0 an:
c,om < fla)| Zeyom fir v =,

Weiter gibt es eine positive Konstante ¢,, so daf

- g(x) et fir vz,
ist.

In der Zerlegung
fo) = fu(@)(1 +r(@); (o) = Deel e (2 )

befriedigt 7 () die Ungleichung

lor(z)| 72‘ ¢, fir vZ=>uw,,
wenn ¢, eine hinreichend groBe positive Konstante bedeutet. Ist also o
ein beliebiger positiver echter Bruch, so gibt es hierzu eine Zahl
v, =2, (0) = v,, so dal} zugleich
[r(z)] <0 lare(1+r(x) <0 fiir v >, ()

Mathematische Annalen. 100. 25



386 K. Mahler.

ist und erst recht
rr(x) Lo lare(1+rr(x)| <0 fir 0 << 1, v=>0,(0).
3. Da £, (z) in dem endlichen und einfach zusammenhingenden Be-
reich » =1 stetig und von Null verschieden ist, so stellt hier logf, ()
eine eindeutige und stetige Funktion dar, wenn noch der Zweig des Log-
arithmus in einem beliebigen Punkt beliebig ausgewihlt wird, Wir definieren
allgemein:

10gfm(m)-10gfm\ >+mlogv fir v > 0.

Diese Funktion ist eindeutig und stetig; es gibt eine positive Konstante M,

so dal :
J(logf, (x))| =M fir v>0
ist.

Vermége der vorigen Ungleichungen fiir () wird ferner durch die

Forderung
|

J(log(147r(2))) <4 fir v=v,(0)

eine in den x, und v stetige Funktion log (1 -7 (x)) definiert.
SchlieBlich wird durch

log f(z) =logf, () +log (1 4 r(x)) fir v >v, (9)
eine eindeutige und stetige Funktion erhalten. f(z) ist noch in dem end-
lichen einfach zusammenhingenden Bereich 0 < » < v, stetig und von Null
verschieden; log /() 1aBt sich also auch hierher als eindeutige und stetige
Funktion fortsetzen, so daB damit log /() als eindentige und stetige Funk-
tion im ganzen Bereich der Verinderlichen definiert ist. Vermdge dieser
Definition existiert eine posxtlve Konstante N, so daf fiir alle @, >0

wmw »ﬂ/N
186.
Gehort f(a) zur Klasse A, so konnen die Zahlen M und N beliebig
grof werden; dagegen darf man ohne Einschrinkung fordern:

wenn f(x) zur Klasse B gehort:
0< M=, 0<N-= 7,
wenn f(a) zur Klasse C gehort:
M=N=0.
4. Sei s-==0-ti eine komplexe Verinderliche und
f <x>_8 _ e—é‘l(‘gfm(?ﬂ)
m
f(x-)—-s _ e*slngf\’x)
- - slog(l+7r (@)
(14 or(@)) "= ¢ omdrr),
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mit den friiher definierten Zweigen des Logarithmus. Verstehen wir unter
¢, die Konstante
¢, = max (cl, cg,—cl—lr, 3;) ,
so ist nach den vorherigen Abschitzungen:
() Lt ey fir »>0
§ f(x)ﬂ‘ é c:;oj eN;z% U-—mu
() () S o

‘g(x)f(x)—w écgcagl eN‘“Un""w

fir »>v,.

Weiter gibt es einen positiven echten Bruch o,, so dall gleichmaBig

g(a)f(x) <eges e "M i v < w,w >, (0)

186, wenn
0<dL9,.

SchlieBlich besteht die Ungleichung:

(1 drr(e) * < (1—0) """ tir 0<c<1,020,(9).

5. Die Zahlen

w,— =0 (l=1,2,...,p)
befriedigen die Identitit
wp -y L uy — 1.

Deutet man die x, als rechtwinklige Koordinaten in einem p-dimensionalen
Raum, so liegt der Punkt w, aut dem ersten ,Oktanten“ O der Einheits-
kugel. Das Oberflichendifferential dw dieser Einheitskugel befriedigt die

identische Gleichung:
dx,dz,...dx, = v? tdvdo.

II.
6. Das Integral

el

J(s)=[...[g(2)f(z) " du,dz,...dz,

geht vermége der letzten Formel iiber in
J(s)=[[o"  g(uv)f(uv) *dvdo.
00

Dies Integral zerlegen wir in

I)= [ = s e dsw) =00

25%



388 K. Mahler.

7. Das Integral J, (s, w) wird iiber einen endlichen Bereich erstreckt,
der Integrand ist in s regulir, in u,, v stetig. Daher stellt J, (s, w) eine
ganze Funktion von s dar. Nach den Abschitzungen in 4. ist

o (s,w) Zeseges” et e ¢ = [do.
0
Wird ¢ auf das endliche Intervall
0, <0 =0,

beschrinkt, so gilt folglich gleichmiifig in o:
Jy(s,w)=0(eNt]),
Wenn f(z) zur Klasse C gehort, so ist J, (s, w) in diesem Streifen sogar
beschréankt.
8. Im Integral
Ty (s, ) = [ [0 ™" g uo)f, (w) {1 v (w0)} " dodo
0w

gestattet der letzte Faktor folgende abbrechende Taylorentwicklung:
! —s kf,l -8
{1 +r(uv)} :‘61< ] >r(uv)l~

k() (uv)kdfl{l o (uv)y TR — o) g

dabei bedeutet & eine beliebige natiirliche Zahl. J,(s,w) kann daher
zerlegt werden:

=1,
Jy(s,w) = %‘ (7;/\) M, (s,w) -+ N, (s, w),
und hier ist

M, ( ff@p g (u)f, (w) () dodo,
0w
N, (s,w) =
1

f k( WP g (ww) £ () () {1 (uw) Y TR (L — o) N drdvdo.
0 w 0 ’ g ’ (

9. Im Integral M,(s,w) ist
g(u/v) - ?jn {gn (u) T vAl gnr—l (u) 7’7 e Jr /UvngO (u)}’

. /m71(7”\ —1fm o\“) ) (m — 1)f0(u
T(””) v { Im (%) 1[[ v 7?1,17‘71 T "'+v ?mi(ilh}’
folglich:
n+(m—1)1
gluojrun)f =" XA e A = g, ().

Dabei sind die A;ﬁl)(u) rationale Funktionen und auf O stetig.



Satz von Mellin. 389

M,(s,w) nimmt also die Form an:

n+(m—1)1 % ) P _
M (s,w)= 3 Offv”“’_'"s [=h 1A;(f)(u)fm(u) ‘dvdw.

7=0
Wenn

,
oty

m

ist, darf die Integration nach » ohne weiteres ausgefiihrt werden. Man
erhilt dann
n+(m—1)1 C,‘l”(s,w)

M (s,w)= 3 . - ;

= ms+l+h—n—p
C}(ll)(s, ZU) _ wn+pf7nS>h—l (}fA}(gl) (u> fm(u) —de .

Analog wie bei J, (s,w) folgt, daB die C}’(s,w) ganze Funktionen von s
sind, in jedem endlichen Intervall

0 =0= 0,
befriedigen sie gleichmdBig die Abschéitzung
CF (s,w) =0 (M)

sie sind also beschrinks, wenn f(x) zur Klasse C gehort.

M, (s, w) ist somit eine meromorphe Funktion mit einfachen Polen

héchstens bei
n--p—10—nh )
g =2TE 0 (h=0,1,...,n -+ (m —1)1)

mit dem Residuum

Tgp(rir=teh ),

m m
natiirlich hiangt diese Zahl nur scheinbar von w ab. Wenn sie verschwindet,
so ist M,(s,w) an den betreflenden Stellen regulir.

Insbesondere M (s, w) und keine der anderen Funktionen M, (s, w)
besitzt bei
g ntp
m

einen einfachen Pol, mit dem Residuum

_ntp

lz;}zfg”(u)fm(u) " dw.

Die Funktionen M, (s, w) befriedigen gleichmiBig in jedem endlichen

Streifen
0, <0=0,
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fiir groBe |¢| die Abschitzung
M (s,w)==0(e).
Wenn f(x) zar Klasse C gehort, so ist M, (s, w) in diesem Streifen sogar
beschrinkt.
10. Der Integrand von

N, (s,w)=
— [ flee VP g (ww) £, (w) (o)1 v (uw)) (1 — o) Hdrdvdo
O w0 \ ko )

besitzt nach den friiheren Abschitzungen die Majorante:
[(=8\ | p-1- lo| Mt : ~lol-k 8¢l
k‘/\ ke)g'vp 1 ms'CgC;‘) leu“v"-cfzj L(l ——(S) o] Ic_e&‘t,
\ |
oder anders geschrieben:

— | ) N 1t mdtp—1—Ff—
kl( ks)i-{cgcfc;‘)a‘(l——é) lo] k}'e(ﬂl+6)}t‘_?}ni1) 1-k—ms_
\ |

Wird s auf den endlichen Bereich

6> mEp—kds 5| <R,

m

wo ¢ und R™' zwei sehr kleine positive Konstanten sind, beschriinkt, so
konvergiert folglich das Integral fiir N, (s,w) absolut und gleichmiBig;
also ist N, (s, w) in der Halbebene

nt+p—k

m

c >

eine regulire Funktion. In einem endlichen Streifen

ntr=k o<y
m L0505 0,
R

Nk(s,'w) _ O(Et“keﬂl;*J)Jt;).

Sei jetzt ¢ eine beliebig kleine positive Konstante, o =g gewihlt, also

w=w, j) hinreichend gro; wegen

ist gleichmifig in o fiir grofle

9
o 5 e
=0l
ist alsdann ‘
Nk (S, w) =0 (e(lﬂ-é-i?).;t\)’
wie klein auch ¢ sei. Gehort f(z) zur Klasse B, ist also M < ;, 8o kann
¥ so klein gewihlt werden, daB auch

M+9<]
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ist. Wenn dagegen f(x) zur Klasse C gehort, so kann eine viel bessere
Abschitzung im Streifen
o< o,

erhalten werden. Im Integranden von N, (s,w) bleibt jetzt f, () und
1+ 7r(uv) immer positiv; der Integrand besitzt folglich die Majorante

k\( )‘{ 5040‘“‘(1_(§>—|“\“k}vn+p—14kwmu

und daher ist jetzt gleichmifBig fiir groBe |1 |:

Nk(s,w)ZOQ("k )) ot

11. Wir fassen die letzten Ergebnisse zusammen. In der Zerlegung

J(s)=4J, (s, w)—kZ( ) (s,w) -+ N,(s,w)
ist hiernach: '
J, (s,w) eine ganze Funktion;
M, (s, w) eine meromorphe Funktion mit einfachen Polen hichstens bei

s=——ﬂi{c—@jflr—_ﬁ;i (h=10,1,2,...,n -+ (m—1))

m
mit dem Residuum
1 o/ n+p—1—nh .
m Cy, < S — w),

N, (s,w) eine regulire Funktion fir

N At
g~ kj .

Folglich ist auch J(s) in dieser Halbebene analytisch, mit den ein-
fachen Polen hochstens bei

_ntp=h (h=0,1,....k—1);

m

hiervon scheiden jedoch die Stellen
0, -1, —2,...
gewiBl als regulir aus, da in dem Summanden
<7S> M,(s, w)

der erste Faktor bei
s=0,—1,...—(l—1)
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verschwindet, die einfachen Pole des zweiten Faktors aber alle grofer

oder gleich
ntp—1I—[nt(m—1)1]

>—1

sind.
Im Streifen

) =ouh=o0("),
also nach den fritheren Abschitzungen im Fall A und B:

J(s) — O(eNIt]> —}—EIO(e‘M*""””) -+ O(e(M’L”) [t[) — O(es"zf),
0
wobei
S = max (M -+, N).

Liegt der Fall B vor, so ist M= o N<? 5> da ¥ beliebig klein sein

darf, also auch S < 725

Wenn hingegen f(z) zur Klasse C gehort, so gilt die schirfere Ab-
schitzung

T(s) = 0(1)+ Y0(lt/) +0 (1) = 0(1]")

Bei den vorigen Uberlegungen durfte k jede natiirliche Zahl bedeuten.
Wihlt man k=1, so ergibt sich, dafl J(s) in der Halbebene

~ntp

- m
konvergiert. Nimmt man dagegen fiir & eine sehr groBe Zahl, so ergibt
sich die Fortsetzbarkeit von J(s) als meromorphe Funktion in die ganze
Ebene.

12. ZusammengefaBt lautet das Ergebnis dieses Kapitels somit :
Satz I. Das Integral

J(s) = f fg ) Cda, .. .dw,

konvergiert in der Halbebene

o "t

und stellt hier eine regulire Funktion dar. J(s) ldfit sich in die ganze
Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen, mit einfachen Polen hichstens

an den Stellen
n+p4:]i 72:0,1,2,...
m s4+0, — 2 '
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Insbesondere besitzt J(s) im rechiesten Pol:

L
="rE
das Residuum
1 _n+p
= f w)f,(u) ™ do.
o
In jedem endlichen Streifen
ni%:wlg <0, <0< a, (k=0,1,2,...)

besteht die Abschitzung

J(s)=0{(e5'")
tiir grofle ¢! gleichméBig in 6. Wenn f(z) zur Klasse B gehort und fiir
log f(«) der Hauptwert genommen wird, so wird

08 < g,

st endlich f(z) zur Klasse C gehorig, so besteht sogar die schirfere Ab-

schiitzung ' '
J(s)=0(]t]")

fir groBle || gleichmifig in ¢, wenn man fiir log f(z) den reellen Wert

nimmt.

Kapitel II.

13. Die bekannte Eulersche Summenformel

Xsw) f?m dx+2<‘” e 0>+f('17{>.1 3% (@) d,
1

in der k eine natiirliche Zahl, B, die I-te Bernoullische Zahl und o, ()
das k-te Bernoullische Polynom mit dem Argument x — [2] bedeutet,
darf z. B. auf solche komplexe Funktionen I (z) der reellen, nichtnegativen
Verinderlichen & angewandt werden, die k-mal stetig differenzierbar sind
und fiir welche in der obigen Gleichung die Summe links und die beiden
Integrale rechts absolut konvergieren und die Gleichungen

lim §F“(2)=0 (1=1,2,...,k)
>+ ®
erfiillt sind.
Mit den Abkiirzungen
1P () = (—1)' % fiir 1 =0,1,...,k—1
—1 k-1 3
W) = G0
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nimmt die Eulersche Formel die Gestalt an:

@w

k
)j zgfh ) &5 () de.

I=

(=1

Offenbar bleiben in dieser Formel die Funktionen %" (z) unterhalb einer
Konstanten, die von [ nicht abhéingt:

M) <o (1=0,1,2,..., k).

14. Seien jetzt z,, ,, ..., x, wieder p niehtnegative reelle Veriinder-
liche und %, &,, ..., k, p natiirliche Zahlen, ferner

Sl 2y .x)="5(x)
eine Funktion mit stetigen Ableitungen:

9h+l+ +lp l —0,1,...,k
Btytye.y (@) = — F(x) (, V)‘
r=1,2,...,p,

!
0 P
ox owy? (Mp

Eine p-malige Anwendung der Eulerschen Summenformel ergibt die all-
gemeine Gleichung:

e N wy . wy) = ,7...2f fh;l (@) o R () Ty, () day .
wy=1 wp=1 L=0 Ip=0
Diese Formel darf z. B. angewandt werden, wenn die Summe links and die
(b +1) (ky 1) oy + 1)

Integrale rechts absolut konvergieren.

15. Sei
klzk —...=k,=k,

(@) =g () f ()

mit den Polynomen f(z) und g( @) des vorigen Kapitels. In den Integralen

Ty ()= [ o [P (@) () S,y () day .
0

ergibt sich fiir ;. ,, (#) durch Differenzieren
1

B = X ()l @) p@) 1= 3

h=0
wobei rpl{]h),p(x) ein von s unabhingiges Polynom in den Verdnderlichen z
vom Grade

n--hm—1

ist; ist diese Zahl negativ, so verschwindet das Polynom identisch.
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16. Im Falle
0, <k—1 (r=1,2,...,p)

kann J;, ., (8) zerlegt werden in der Form:

Ty (s)=c(lls... 1) >, )j ”*‘f fqo;fi (@) fla) " day .. day,
h=0

wobel

c(Lily. . L) =k (@) ..k (2,)

eine absolute Konstante ist.
Das Teilintegral

_®

J(lh,)“,l, (s)= f ] ‘)°11 gl,(w) f(x)‘s_h dx,...dx,

0

ist gerade von der Gestalt der Funktion J (s) auf die sich Satz I bezieht.
Aus diesem Satz ergibt sich, daB J" ,(s) in der Halbebene

n+p—l

m

absolut konvergiert; J,(‘h,)_,,p(s) besitzt einfache Pole hochstens bei

Speziell ist
Jo,0,....0(8) = 0(,0(}),.‘,.0(3) =J(s);

allein diese Funktion besitzt bei
n+p
m

8 =

einen einfachen Pol, mit dem Residuum 1.
In dem Streifen

besteht gleichmifBig in o fiir groBe || die Abschitzung
Jlelz l,,(S) -0 (es g )

gehért f(z) zur Klasse C, so liBt sich diese Abschitzung verbessern zu

I () =0(]t]") (9 =max(k—1,0)).
Sei nun 7 eine Zahl, die grofler als S ist:
T> 85,
im Falle, dal f(z) zur Klasse B gehort, also § < ; ist, nehmen wir auch
4
T < '5
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an. KEs 1st dann im Streifen

fiir grofle ¢

(\/“hs) _ 0([ ¢ ]h) —0 (e(T—Q')IU>
und daher nach den obigen Abschéitzungen:

Tty () =0 "),

und wenn f(z) zur Klasse C gehort, genauer:
fitr < k: ‘
Tty (8)=0( 1" ) = 0(It]"),
fiir 1 > k:
Tty ()= 0(J1]").

Da nun auf jeden Fall
I<kp

ist, so besteht die Abschitzung unabhingig von I:
Ty, (5)=0([1]"").
17. Sei weiter mindestens eine der Zahlen
l,b,...,1
gleich k. Wegen der Darstellung

=2 (S ()

I, s f f nP () o b () @i () )™ day L da,

b

ergibt sich die absolute und gleichmiBige Konvergenz von j,(f);p(s) und
damit von J, ., (s) in dem Bereich
= m H
(h) .
Ly

p hm~+n—1 _(h) . .
1%,...1,,(”){ = ..., fr o>y

Denn es ist mit einer positiven Konstanten ¢;

hieraus ergibt sich, dhnlich wie im ersten Kapitel, die Behauptung, da
auflerdem /> k& und

< () -l () | < 0F
18T,



Satz von Mellin. 397

Jy,...1,(s) ist somit in den Halbebenen
N
m

reguldr. Man findet wie im ersten Kapitel, dal im Streifen

gleichmiflig in ¢ fiir groBe |¢|

W (s)=0(e""),
und folglich :
Jl ZI,( =0 (eT l¢!

ist. Wenn aber f(z) zur Klasse C gehort, so bleibt /", (s) in jenem
Streifen sogar beschrinkt und folglich ist fiir grofle |7

i1, () =0 ([1]") = 0 (| 2",
18. Das Integral

"—:f f glx)f(z) da, ... dx,

konvergiert nach frither in der Halbebene

6> n+p
m
absolut. Nach einem bekannten Cauchyschen Konvergenzsatz konvergiers
daher auch
Z(s)=X... Yg(w)f(w)®

wy=1  wp=1

in dieser Halbebene absolut.
19. Nach den letzten vier Abschnitten sind daher fiir

die Voraussetzungen der Eulerschen Summenformel erfiillt, so da von ihr
Gebrauch gemacht werden darf. Aus den fritheren Ergebnissen folgt dann,
da k jede natiirliche Zahl sein kann:

Satz II. Die Summe

Z(s):‘}?... S’g(w)f(w)—s

wy=1 wy=1

konvergiert in der Halbebene
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und stellt hier eine reguldre Funktion dar. Z(s) ldfit sich in die ganze
Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen, mit einfachen Polen hochstens ber
ntp—h ‘h=10,1,2,3, ...
Towm (s+0,—1,—2,~3,...)'
Insbesondere besitzt Z(s) im rechtesten Pol

ntp

T oom

das Residuum
_ntp

ljian(”’fm(“) " do.
J :
In jedem-endlichen Streifen

ntrek o <o <, (k=0,1,2,...)

m =
gilt gleichmifig in o fiir groBe || die Abschitzung
Z(s)=0(e"");

gehort f(x) zur Klasse B und nimmt man fiir log f(z) den Hauptwert,
so kann

. m_. T
0T

angenommen werden; gehort f(x) zur Klasse C, so gilt endlich die
schirfere Abschitzung
Z(s)~ 0(11),

wenn man fiir log f(a) den reellen Wert nimmt.

Krefeld, den 29. Mirz 1927.

(Eingegangen am 11. 11. 1927.)



