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Arithmetische Eigenschaften der Lisungen einer Klasse
von Funktionalgleichungen.

Von
Kurt Mahler in Krefeld.

Das Ziel dieser Arbeit ist der Nachweis einer allgemeinen Funktionen-
klasse, bei der aus der funktionentheoretischen Transzendenz folgt, daB die
Funktion an algebraischen Stellen gleich transzendenten Zahlen ist, wenn
von gewissen ,.singuldren“ Punkten abgesehen wird.

Das Hauptergebnis lautet:

Die Matrix

Q — (0,4) (e, f=1,2, ..., n)
mit den Potenzen
Q% — (o) (¢, p=1,2,....m)

habe nichtnegative ganze rationale Elemente. Die charakteristische Gleichung
Do) =12 —0oE| 0 (E — Einheitsmatrix )

sel im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel; sie habe eine positive
Wurzel o, die gréBer als Eins und der absolute Betrag der anderen
Wurzeln ist.  Mit A{‘,} seien die Unterdeterminanten der obersten Horizon-
talreihe der Matrix ©Q — o, K bezeichnet; dieselben haben alle das gleiche
Vorzeichen.

(2) = (2,2, ..., 2,) sei ein System von n komplexen Veriinderlichen:

es bedeute 2z’ = Q%2 die Tra,nsforma,tion
24 = ][z"m (¢ =1,2,...,m).
Die in der Umgebung des Nullpunktes konvergente Potenzreihe

yal ZD A hy hn
(Z) .. 2/ hyo. by ®1 -2
hn=0

O

besitze Koeffizienten A4y, .5, aus einem endlichen algebraischen Zahlkorper; sie
stelle kesne algebraische Funktion dar. F(z) geniige einer Funktionalgleichung
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n

Xa(z) F(z)

F(..)Z) - l:l;:,: (.1§—nb h :91\’)
X b (2) F(z)
=0

wo die @,(z), b,(z) Polynome in den z, mit algebraischen Koeffizienten
sind. Die beiden Polynome in den z, und in %

m
Sa,(z)u’, S
=0 1=0

seien teilerfremd; mindestens eines besitze den genauen Grad m in «. Ihre
Resultante in bezug auf u sei gleich 4 (z).

Sind dann die z, gleich n algebraischen Zahlen und befriedigen sie
die Ungleichungen

S%{ \”Amllogzﬁ}«j 0, 2,252, 0, A(Q%2) 40 fiir k—0,1,2

so stellt F(z) eine transzendente Zahl dar.

Der Sinn dieses Satzes liegt in der Verkniipfung zwischen der funk-
tionentheoretischen und der zahlentheoretischen Transzendenz. Es gibt
ganz einfache Funktionen, die Gleichungen der betrachteten Art geniigen,
und von denen trotz ihrer Ahnlichkeit die eine eine algebraische, die andere
eine transzendente Funktion ist, z. B.

o 1 ; ay

fi(z) = {)[(1 Fe) = 5 A2 =(1+2) i (z)
falz) = /7(1 — 2, . fo(22)=(1—2)"  (2).
0

Ferner kann von zwei Losungen derselben Funktionalgleichung die eine
algebraisch, die andere transzendent sein, z. B.

L) =1 () =1+f)s fha () =2 ()~ 0

In derartigen Féllen gibt es neben dem Unterschied des Funktionen-
charakters also auch einen entsprechenden Unterschied im Charakter der
Funktionswerte.

Die einschrinkenden Voraussetzungen des Satzes sind teilweise natiir-
licher Art:

Die Ungleichung

n
f{ 3 aflogz, b <0
=

’

gibt das grofite Gebiet an, in dem alle Komponenten z{, zJ, ..., 2, von

r .ka
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mit wachsendem k gegen Null streben. Schon in ganz einfachen Fillen

von Funktionen F(z) ist der Rand dieses Gebietes natiirliche Grenze. Viel-

leicht 1aBt sich sogar zeigen, dall keine transzendente Losung einer Glei-

chung der betrachteten Art sich iiber jenes Gebiet hinaus fortsetzen lilt.
Die beiden weiteren Einschrankungen

2,2,...2, 40,  A(QFz)+0 fir k=0,1,2,...
sind dadurch bedingt, dall ohne sie F(z) tatsichlich gar nicht transzendent

sein braucht. Wenn eine der Komponenten z,,z,, ..., z, verschwindet, so
ist in der Tat F(z) fiir algebraische z, algebraisch. Ks lassen sich ferner
allgemeine Fille angeben, wo F(z) fiir algebraische z, algebraisch wird,
sobald eine der Gleichungen
A(Q%2) =0 (b=0,1,2,...)
besteht.
Es bleiben die Annahmen iiber die Matrix £2. Diese sind durch die
Beweismethode bedingt; in einer weiteren Arbeit hoffe ich Fille anderer

Matrizen 2 zu behandeln.

Der Beweis des Satzes verlauft folgendermalien:

Gegen den Satz sei F(z) algebraisch, ferner endlich. Dann existiert
ein endlicher algebraischer Zahlkérper K (s), in dem liegen:

a) die Zahlen z_,

b) die Zahl F(z),

¢) die Koeffizienten der Polynome a,(z), b,(2).

d) die Koeffizienten der Potenzreihe F(z).

Zu jeder festen, geniigend groBen natiirlichen Zahl p gibt es p |1 Polynome

Uy (). U, (2), -, U, (2)

vom Héchstgrad p in den z, mit ganzen Koeffizienten aus K (s), so dal
alle Koeffizienten B, 3, mit

By by b R, op
in
L \ e &
B (z)= N (2) F(z)' = N ... 3 By, 52" 20"
=0 B=0  hy=0
verschwinden, ohne daf £ (z) identisch verschwindet. Vermdge der Funk-
tionalgleichung wird

k
m
NaP () F(z)
F(Q%z)—"=°

o
m
N (z) F(z)
=0
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mit einfachen Majoranten in s und den z, fiir die Polynome a," (2), b" (
vermoge der Annahmen iiber 2. Das glelche gilt also auch fiir die Polynome
B, " (z) in der Gleichung

”lk . v ) . ])ﬂlk W

EP (2) - (gb;’“’<z),F<jz)l> B, (Q%) = ¥ (z) F(z).

=0 (=0
Es wird fiir grolles &, nach Potenzen einer geeigneten erzeugenden Zahl s
von K (s) entwickelt (die ¢ sind positive Konstante, die von p und k
nicht abhéngen): '

L leapofl .
' (z) = N gq.s7; g, < (2%e)Per,
=0

Die ¢, bedeuten dabei ganze rationale Zahlen. Weiter ist aber fiir ge-
niigend groBes k

G (2) 40,
denn einerseits folgt dann

nk
S b (2) Flz) -0

=0
vermoge der Annahme

A(Q%2) 40 fir k=—0,1,2
und andrerseits
E, (£ "2 0
vermoge
212502, F 0.

Die vorige Majorante liefert daher auf elementare Art ecine wuntere
Schranke
6 (2)| 2 e mret.

Schliefilich ergibt sich aus der Potenzreihe fiir E,(z), wenn p und
als Funktion hiervon k geniigend grol} ist, unmittelbar eine obere Schranke

L
~ (% =
G ()| Lot

Diese beiden Abschitzungen widersprechen einander aber, sobald p geniigend
grol ist. Also kann F(z) keine endliche algebraische Zahl sein. Dal
aber F(z) auch nicht unendlich grof ist, 148t sich dann leicht aus der
Funktionalgleichung folgern.

Das letzte Kapitel bringt eine Anwendung. o sei eine positive quadra-
tische Irrationalitit. Dann wird gezeigt, daf} die transzendente Funktion

x  |oh]
\ 7 8‘7 ]1]
1

hy=1h, -1
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einer Funktionalgleichung gerade von der betrachteten Art geniigt, so dal
sich der Satz also auf sie anwenden ldBt. Speziell ergibt sich so die
Transzendenz von

x“
h
NITTIE
h=1
wenn 0 <<z <1 und z algebraisch ist: Dies ist ein Analogon zu einem
Satz von Bohmer?).

1. Die Elemente der Matrix

Q2 =(o,,) (e, p=1,2,...,n)

seien nichtnegative ganze rationale Zahlen. Die charakteristische Gleichung

o) e 7] ’ . —1 , -2 T e —
Do) 2 —0ok 0" st hsenT — L Fs, =0,
WO
) N / ¢

E=(0,,) (e, f=1,2,...,n)
die Einheitsmatrix bedeutet, sei im Kérper der rationalen Zahlen irredu-
zibel. Thre n Wurzeln

01,040 s O

o dn
sind alle verschieden und algebraisch genau vom Grad n.
Die Potenzen von £ lassen sich nach den Grundlagen der Differenzen-
rechnung in der Form
n
OF — Nof I,
=1
darstellen; die Matrizen I”, hingen dabei von k nicht ab. Aus dieser Dar-
stellung folgt die bekannte Hamilton-Cayleysche Identitit?)

w1 —2 —_—
Q" — 5, Q" 5, 0" 7 — A L. Fs E=0,
und da die Potenzen von 2 miteinander vertauschbar sind, so ist
n .
[[(2—0,E)=0.
=1

2. Die Faktoren
Q— oK
der vorigen Gleichung besitzen alle den genauen Rang n — 1.

Dall der Rang nicht grofler ist, ist klar. Er ist auch nicht kleiner,
denn die Hauptunterdeterminanten (n — 1)-ten Grades von 2 — o, £ sind

Y P. E. Bshmer, ,Uber die Transzendenz gewisser dyadischer Briiche®. Math.
Annalen 96.
2) Siehe z. B. hierzu Cayley, Coll. math. papers II, p. 482.
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gewill ungleich Null, weil o, einer Gleichung vom Grad n — 1 nicht ge-
niigen kann.

3. Es besteht keine Identitit
B -+c, Q- e, Q"0

wo die Konstanten ¢ nicht alle verschwinden?).
Nach der vorigen Gleichung ist

CRF e, Qb e, QR =0 (k=0,1,....n—1)
und also auch
7} N
Sleg+c 0+ +c,. Lo Yokl =0 (k=0,1,....n—1).
=1

Da die Determinante
I k!
|0 A

nicht verschwindet, so muB entweder

Py=1, = ...~ I =0
sein; das ist wegen
3
F= N
1=
unmdoglich; oder es ist
Co==C,0, ..o, o =10 =12 ..,n)
und daher
CO: Cl - 7rn~~1 70
Insbesondere ist
n
A= (82—, E) =0

4. Die Matrizen A, lassen sich durch die Gleichungen
(2 o E) A = A (2 —0,E)=0
bestimmen. Sei zur Abkiirzung
Q o k= (aa/, = (0,5 — 0,0,4); A, (ga,,> (e,p, l=1,2,...,n)
und A,ﬁ',’t die zu aff/’, gehorige Unterdeterminante (n — 1)-ten Grades in

£ — 9, E. Nach cben bestehen die linearen Gleichungen

n

() )~ 5
Nal ol — “ayac,;,_— 0 («,p,1=1,2,...,n),
'=1 y=1

?) Dieser Satz folgt bereits daraus, daB die Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung alle verschieden sind. Siehe Frobenius, Journ. f. Math. 84, S. 11.
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die durch
()L - . o m A8 ) L B
Ciprbapt. .t lnp = A2 et Any (pil=1,2,.., n)
. ~0. A0 . 4. .40 .
:alré‘a_ ..... an'T’All-A12---~-A1n (M,l~ 1, 2,..4,%)
befriedigt werden. Also ist
) (0 c
w} = A 1aA (a, p,l=1,2,..,n).

Die Zahl A'” hiingt von den Indizes ¢ und § nicht ab; sie ist gewil von

Null verschieden.
Somit besteht die Darstellung

A, =AY (4] Af) (¢, f,1=1,2,

S ).

5. Wemn %, h,, ..., h, n ganze rationale Zahlen sind, so ist nur dann

n
!
N Aalh, -

a=1
oder
n (l)
N Afh, 0,
p=1
wenn alle A, verschwinden.

Denn sei etwa
n

YA, =0;

o
=1

nach bekannten Regeln gelten die weiteren Gleichungen

\' l(a Ol/)—o (‘ﬂ::’]: 27"

a:l

Der Rang der rechteckigen Matrix -

hy hy ...h,
(U] 0]

ay1 Ag2 ... gy
) 0 )
nl Yna -« Unn

L.

ist folglich hochstens gleich n — 1. Sei jetzt etwa £ = 0. Dann kommt

in der Gleichung

hl h2 “ee hn
) U] @

all A e Qag
0 0 0]

a’u—ll aa 1,2 - a’a—],n :O,
@) @) 03]

au+11 a/(xq—l,_d au+1,n
(l) ) @

| Ap1 Ay 2 e Ay
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die infolge des niederen Ranges gilt, die Potenz ¢~* wirklich vor, so dali o,
einer Gleichung (n — 1)-ten Grades geniigt; das ist aber unméglich.
Es folgt insbesondere, daf} keine der Zahlen
AL, A
verschwinden kann.
6. Die Matrizen 4, sind im wesentlichen gleich den Matrizen I7.
Denn sei zur Abkiirzung gesetzt:

n—1

P(e) N7 I I (71 <

o —or ,ZU (— 1) 0y gn-t-t (I=12,...n).
=

Offenbar ist

"y D (o) A=
37 r l h (D) }n—iuh o ¢/
2 (— 1) o e 0 i=1.

=0

Die linearen Gleichungen fiir I’

n
m:lg@ffz (k=0,1,....n—1)
ergeben also
’ no! O sn-1—h n
Do) =2 (— 1)'o 2 = J[(2 — QhE)
h=0 hz::l
oder
. 1 0 40 c
Il == (1),('&)1) /Al == Al(AlaAﬂ1> (OC, ﬁ, l: 1, Z, ey n).

Die Zahl 4, - —flm> hiingt von den Indizes « und f nicht mehr ab und

)'
ist von Null verschieden®).

7. Sei von jetzt ab von den Wurzeln
Q15 Qa5 L) 2,

eine, etwa o,, positiv, grofer als Eins und als der absolute Wert der

1

anderen. Da keine der Zahlen
1 1
A, At AgY

verschwindet, so sind die Elemente von I', von Null verschieden, so dal}

fiir grofes k
QF ~ of I,

4 Die hiermit explizit dargestellten Matrizen sind gleich den Frobeniusschen
Kovarianten: ,Uber die schiefe Invariante einer bilinearen oder quadratischen Form®,
Journ. f. Math. 86, S. 44. Die Darstellung von Q% durch dieselben entspricht der Dar-
stellung quadratischer Formen durch Eigenwerte und Eigenfunktionen.
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wird. Hieraus folgt weiter, da QF nichtnegative Elemente hat, daB die
Elemente von I, positiv sind; die reellen Zahlen

(1) (1)
‘411 b ‘412 PEKIEEE] Al')l

haben also alle dasselbe Vorzeichen, ebenso die reellen Zahlen

4
4113‘»4215" A?ll
8. 25 295 .., 2, selen n komplexe Verinderliche im Gebiet 11:
R(A) <0, zzp...2,=0; . 2 }A/, logz,
A=
Wenn die k-te Potenz von £ gleich
QF (ol le.p— 1,2, ....n)
ist, so bezeichne
o QL P
die Transformation
4}.)
[[z“/’ le=1,2,....n).
A=1
Man hat
QF ke OB QR
Falls in
’
- er.z
k ins Unendliche strebt, A, £,..... 4, n Exponenten sind, so ist
1 rhy /hz thay R( l) ; A (1) }l
ogla" a .z = N or] 1|2i valh, o0 (of).

Wenn speziell die %, gleich ganzen rationalen Zahlen sind, so kann der

7
Faktor N ]Al(h) 'k, nach 5. nicht verschwinden: folglich
=1

Iy o T
loglz{™z{" ..z, ~N(A) 4 ( A k- of.

11( a <

Man entnimmt hieraus, daf fir £ — co die Komponenten von z’ gegen
Null streben, wenn z irgendwo in 11 liegt.

: 7 3 Y By .

Seien ferner By, ;21" .. 20" Bu,. . 2" 2, z irgend zwei ver-
schiedene nichtverschwindende Potenzausdriicke mit ganzen rationalen Ex-
ponenten. Fiir k-~ oc konvergiert dann der absolute Betrag des Quotienten

by hey—h I =1
Q(z!) PG " zl’ i 2 tn Tl
Iyooihiy

entweder gegen Null oder gegen Unendlich, denn es ist

n
lim 80T g 4,1 A8 (- 0.

P SR
k> w @1 a=1
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9. Die Potenzreihe

() S {‘% 17 1, ' OF
L('Z ) T 2, '_'/BII,JA..]/,,ZL By s 2 = z

=0 Jin=0

sei nicht identisch Null und konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes;
z sel ein beliebiger fester Punkt in 11. Sobald £ hinreichend grof} ist,
liegt z” im Konvergenzgebiet der Reihe, so dall dieselbe einen Sinn hat.
Nach 8. hat sie genau einen Summanden

rh 1h
B/L...A)/,, 21 .. -Rn "
von héchster GroBenordnung fiir £ - oo; mit ihm besteht die Gleichung

E(2) ~ By o,z
Also folgt
Satz 1. z sei ein fester Punkt in \1; die Potenzreshe

’ 5 5 h rh ’ h
nie Al - ’ 3
E@)— Y. N B, g,z oz 2= 08y

=0 fiy=0

konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes z'— 0 und sei nicht iden-
tesch glerch Null. Dann gibt es zwei positive Konstanten ¢ und y. so dafs
fiir k-— o

E(Z)| ~yecel,

1L

1. Fiir das Folgende bezeichnet s eine feste komplexe Zahl, iiber
deren Kigenschaften spiter verfiigt wird. Der Kérper der rationalen
Funktionen von s mit rationalen Koeffizienten werde K (s), der Ring

der Polynome in s mit ganzen rationalen Koeffizienten werde I(s)
genannt,

Satz 2. Die Potenzrerhe mit endlichen Koeffizienten aus K (s)

Flz) — O {%A I Tor
(2)= Y ... 245 1,20 .2,
Jiy=0 D=0

besitze ein Konvergenzgebiet und stelle keine algebraische Funktion dar.
Zu jeder geniigend grofien natirlichen Zahl p gibt es p -1 Polynome

(2 A=) s A, (2]

vom Hochstgrad p mat Koeffizienten aus I1(s), so dafi in der Entwicklung
der Funktion

r @® @

( . ] 4 : I 7

E(2)—= N (2) F(2) = 3 ... N By ., 2l ozl
(=0 Ju=0 hy=0
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alle Koeffizienten By, . ;, mit

1
.

hy +hy— ...+ h, < 1) pon
verschwinden, E (z) selbst aber nicht identisch Null ist”).

Denn die Polynome 9, (z) besitzen zusammen (p -+ 1)""" Koeffizienten.
Nach bekannten Sitzen iiber lineare Gleichungen lassen sich dieselben so
in I(s) wihlen, daB von den Zahlen B, ., irgendwelche bis zur Hochst-
zahl (p - 1)""" —1 verschwinden, ohne dafl alle Polynome 9, (2) und
damit £ (z) selbst identisch verschwinden. Insbesondere lassen sich daher
alle By, .., mit

< hin

=

by hy e, L p

zum Verschwinden bringen, denn ihre Anzahl ist fiir grofles p

1
1 1+ " ) Cnad
g(’z‘p " ‘:"1> =(p 1) 1

2. Fir das Folgende bedeuten c¢,, ¢,, ... konstante positive Zahlen,
die von p und k& nicht abhingen; y,,y,,... und k,, k,,... konstante
positive Zahlen, die von £ unabhingig sind, aber noch Funktionen von p
sein konnen.

Satz 3. F(z) und K, (z) seien die Funktionen des worigen Satzes.
z bedeute einen festen Punkt tn 1. Dann g¢ilt die Abschitzung

1
L 144
) fo

1 . v ook - _ "k
9 Yot Y 'lgl—g‘!Ep(.Z’)!‘gyoe vy

2= 0%, g e fir p=e,, k>k,.
Denn. da E (z) =~ 0, so besteht nach Satz 1 eine asymptotische
Gleichung

B~ e ek,

Nach Satz 2 ist offenbar y, > ¢, fiir p = ¢,; somit folgt die verlangte
Ungleichung.

3. Die Funktion F(z) geniige von nun ab einer Funktionalgleichung
der Form

?) Th. Skolem in der Arbeit: ,Einige Sdtze liber ganzzahlige Losungen gewisser
Gleichungen und Ungleichungen“, Math, Annalen 95, S. 1 benutzt dhnliche Hilfssitze
bei der Untersuchung diophantischer Gleichungen. — Es sei bemerkt, daB Satz 2 fiir
algebraische Funktionen seine Giiltigkeit einbiif3t.



m
Sa(z)F(z)
/ =0
('Qz) T m '
Sb(z)F(z)
=0

wo die Funktionen
a(z), b(z)

Polynome in den z mit endlichen Koeffizienten aus /(s) sind und
1<m <

angenommen wird. Ohne Einschrinkung werden ferner die beiden Poly-
nome in den z und in F(z):

m o o mo .
Na,(z) F(z)',  Xb(z)F(z)
(=0 1=0
als teilerfremd hierin angenommen. Beide seien nicht identisch Null und

mindestens eines vom genauen Grad m in der Funktion F(z).

Aus der Funktionalgleichung ergibt sich die Fortsetzbarkeit von F(z
m das Innere von 1. Aus ihr lassen sich ferner die folgenden Approx1-
mationen herleiten.

4. Um diese Entwicklungen moglichst einfach zu gestalten, benutzen
wir an Stelle der einen Funktion F(z) zwel hypothetische Funktionen
flz). glz).

die den Funktionalgleichungen

m
F(22)— Naz) () g ()",
=0

m
g(Q2) = 2b,(2)f(z)'g(z)"""
in homogener Gestalt geniigen. Ob es zwei solche Funktionen analytischen
Charakters gibt, sei dahingestellt und ist auch fiir die folgenden algebraischen
Betrachtungen unwesentlich. Ks sei F(z) - ff(j} angenommen.

Nach den vorigen Funktlonalglewhungen lassen sich f(Q%z) und
g(92%z) durch f(z) und ¢(z) ausdriicken. Offenbar erhilt man

r
./(215 - m’ (k) SN prnd , \rmk,w[
s z) = XMa'(z)f(z) g(z) ,
=0
k
"
( - ) \ k / 3 e i N A]"—
g5~ o (2 fiz) g
=0

Mathematische Annalen. 101.

o
(U5
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wobei @, (z) und b, (z) wieder Polynome mit Koeffizienten aus I(s)

sind. Um fiir diese Polynome Majoranten anzugeben, sei zur Abkiirzung
&lz) =11+ z,)
a=1

gesetzt. Wenn die eckige Klammer das grofite Ganze bedeutet, ist

12l

F(Q%2) < F(2) = g k0.
Es existieren drei natiirliche Zahlen M,, M,, M,, so daB
a,(2). bz < 5 (1 F " E "
und daher in leichtverstindlicher Bezeichnung
£(22), g2z < 2 (1 -8 F (0" {f(z) +g ()}
ist. Allgemeiner gelten die Formeln
f(Q%2), g(Q%z)
< M1 )R QR ) H(RE T LT (2) "’kil}M“{f(\'z) »a}—g(’z)}'”k,
wie man durch Schluff von k& auf k& -+ 1 zeigt. Dabei bedeutet

—1
m, =14 m—+. Lol

Jetzt 1st

N QLR e e
Ferner besteht wegen der Annahme m < o, die Ungleichung
M, (e, (0Pt +mor=2 ... - mE1)] <[e,0F].
Man gelangt also zu folgenden Majoranten:
f&"ka\\“ g(‘ka) < ; x’”lm'l'(l i 8)11127714.'3(2)[5 ]ff( Jv-g(Z)lm .
Wegen

m
S a®(z) F(z
F(Q%2) = ?0

3 P (z) F(z)
=0

_ f(QF2)
Qk

sind damit auch fiir Zihler und Nenner von F (2 kz) Majoranten bestimmt.

5. Auch fir £, (Q%z) als Funktion von F(z) lassen sich Majoranten
angeben. Sei zur Abkiirzung

mk ) mk N Lo
6 (2) = (D52 (2) P(2)) B, (@%) = 3 BP () F 2.
=0 =0
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Die Funktionen %,*(z) sind Polynome in den z mit Koeffizienten aus
I(s). Mit zwei allein von p abhingigen natiirlichen Zahlen M,, M, is

A0, (2) <M, (14+8)"F(2), AL (02%2) <M, (1 -+ )™ %(z)mc‘zglk].
Folglich wird
G (2) <€ My (14 s)™M F ()P0l
> Mpmk (1 p’l[ y, fsg (Z) leg nk]{] <z\)}pmk

oder endlich

(k)(z) < Mp’”“ ,,,,, SBM +p M,y my, }(Z)P[Qef]{] o F(z)}pmk

6. Da nach frither die beiden Formen mm % und »

m
1 [ 3 1 —1
Pluviz)= Y a(z)u v"
0

2
m

Quviz)— 3 b () utv" !
0

keinen gemeinsamen Teiler besitzen, der w oder » enthilt, so ist ihre Re-
sultante in bezug auf diese Veranderliche gewil nicht identisch Null und
also gleich eimem Polynom in den z:

A(z).
In jedem Punkt, wo 4 (z) verschwindet, haben die beiden Formen
Pluv z), Q(uviz)

einen Linearfaktor Uw -- Vo mit zwei von z abhingigen Konstanten U
und V' gemein.
Die Punkte, in denen eine der Gleichungen
A(Q%2)=0 (k=—0,1,2,..)
erfiilllt ist, seien singuldr, alle anderen reguliar genannt; u bedeute die
Menge der reguliren Punkte in 1.

7. Die zweir Transformationen

und
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mégen, nacheinander angewandt, die Transformation

ergeben.
Bei der ersten Transformation gehoren zu den Werten

w =0 =0
in jedem Fall die trivialen Losungen
w=10v=>~0,

andere nur dann, wenn die Resultante der Formen

7 r
ZAlulvr-—l’ ZBI’MZ/UT_Z
0 0
gleich Null ist.
Ebenso gehoren bei der zweiten Transformation zu
w = p"” —0
in jedem Fall die Losungen
w =v =0,

andere nur dann, wenn die Resultante der Formen

s 8
Z%Z’U,'l?}’s—l; Z%lu/lvwwl
0 0

verschwindet.
Somit besitzen in der zusammengesetzten Transformation die Werte

w" = 0" =0

auller der trivialen Losung
u=v =20
eine weitere Losung dann und nur dann, wenn entweder die Resultante
der ersten oder die der zweiten Transformation oder beide verschwinden.
Dies Ergebnis werde auf die Resultante der beiden Formen

[’

m .
P®(uv|z) = Ya®(z)u' ot
0

Z bl(k) (Z) ul ,U'mk-l

mk

QY (uv|z) =

0

angewandt. Nach 4. entsteht die Transformation
uw” = P®(uv|z),

0" = QP (uv|z)
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durch Zusammensetzung der beiden Transformationen
w’— PV (uv' | Qz),
"= Q* V(| Q2z)

und
w = PP (uvl|z),

v = QM (uv|z).

Also folgt durch Schlufl von k£ auf £ -~1, daB die Resultante der beiden
Formen

P®u,viz), Q¥ (u,v|z)
allein die Faktoren

A(z), 4(22), ..., 4(QF 'z)
zuldft, und daraus weiter:

Satz 4. In mindest esnem (tatsdchlich in unendlich vielen) der Briiche

mk
. %7 al(k)(z) F(z)l
P ="

mk
ol (z) F(2)
0

verschwinden nur dann gleichzeitig Zdhler und Nenner fir einen geeig-
neten Wert von F(z) oder tritt nur dann gleichzeitig Graderniedrigung
in F(z) ein, wenn z ein singuldrer Punkt ist. Ist z ein reguldrer Punkt,
so ust fir jedes nmatiirliche k mindestens eines der Polynome

7}7,

mk
SaP () U, >’b '(2) U
0

immer von Null wverschieden wund auch mindestens eines genauw vom
Grad m in U.

8. Der Punkt z liege von jetzt ab in u. Ferner sei der Funktions-
wert F (z) endlich. Da die Komponenten von 2" = 2%z gegen Null streben,
so ist von einem k ab gewiB F(2%z) beschrinkt. In der Gleichung

ﬂlk
\’ (k)(z) F(z)l
F(Q*2)="

st aber Zihler und Nemner der rechten Seite nicht gleichzeitig Null, folg-

lich der Nenner
mk
Pz~ MoP(z) F(2)
(Y]
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endlich und von Null verschieden. Da z , F(z), s endliche Konstante sind,
so ist nach den Majoranten in 4.:

k

0<1a"(z) Lemel fiir k>k,

und nach der Ungleichung in 3.:
1
» ).

e )k B )
0 <GP () Sppe @? 0P I i k> k,

=/

—

oder fiir p > (zc \/
e

<i@;ﬁ’(z)@§e_zﬁ fiir k> k,.

Damit ist bewiesen:
Satz 5. Die Funktion
(k) / ) » k Ay ) /s N
C(z) = (GY(2)E,(2%2)= 3%, () F(z)
1=0
mat der Majorante

(z\<91f lumn,, (1 + s)M 2 +p M, m1~(/ )ﬂwﬁé’u{] )}ﬁm’, m, jzmk

befriedigt in dem festen Punkt z in u die Ungleichung

1

1+
EP(2) Le? T Ve fur p>c., k= k,.

b

II1.

1. Folgende Annahmen seien gemacht:

a) Die Koeffizienten 4, 5, liegen im gleichen endlichen algebraischen
Zahlkorper.

b) Die Koeffizienten der Polynome «,(z), b,(z) sind algebraisch.

¢) Die Komponenten des Punktes z in u sind algebraisch.

d) Der Funktionswert F(z) ist algebraisch und endlich.

Indem man zu einem geeigneten Oberkorper iibergeht, laBt sich
eine gebrochene algebraische Zahl s vom Grad » bestimmen, so da} die
Ap, ..p, in K(s), die Koeffizienten der Polynome a,(z), b,(2) in I(s)
liegen, ferner

,
7 . (N 1

z, == zdws’, Ft\z)-%d,s’
T= 7=

wird, wo die d,__, d ganze rationale Zahlen absolut hochstens gleich der
natiirlichen Zahl d sind.
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Infolgedessen ist
2, Ld(1+s), Fz)<d(l+s),
§lz) < (2d)" (149",
L4 F(z) < (2d)-(14s)7,

<7»)(z3 = 1Mpm/ (ﬂ) d)ﬂp{%gﬂﬁﬂ]mk (1 -+ S)M2+ pMamy+pvnfey of | +pym®
‘)l’ .

Dabei bedeutet
P
Q< q,s,
0

dal} sich @ in der Form
P

Q:Sqrst’ :q,qu,
0
darstellen 1at, wo die , ganze rationale Zahlen sind.
Es ist folglich
(S;?lc)(z‘)<e"3p(" 1 Jr é)[ 9 qk fiir k g ks
und erst recht
() copof €, T ; k .
OH (z)<e : fos ) Pz[c1lp91} fir k = k,.
2. In dem Ausdruck
I)
&= XCs 0, C= max (C, ),
=0 7=0,..., P
seien die C, ganze rationale Zahlen und es seien
Sp == 8,812 8, 1

die zu s Konjugierten. Die Zahl
. 1'7—1I P Yl
E = &H ll’OTS,;l
o=1 =0

ist offenbar rational und von Null verschieden. Bedeutet S§ den Nenner
von s, so besteht die Ungleichung

1, P
Sz e Bz oo

o=1 ‘7=0

mit einer Konstanten ¢,,, die allein von s abhingt®).

%) Diese Abschitzung ist eine triviale Verallgemeinerung der bekannten Un-
gleichung von Liouville fiir algebraische Zahlen: ,Sur les classes tres-étendues de
quantités dont la valeur n’est ni algébrique, ni méme réductible a des irrationnelles
algébriques.“ Journ. de math. (1) 16, 133.
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Die letzte Ungleichung auf
R '? T

0+ G (2) €™ Vs's P={[e,yp0f]

angewandt, ergibt die Ungleichung
(G (2) = &P fiir k> k.

Andererseits ist aber

1@(17) (2) | < e'”t}l’H

e AT =

so dall man fur
p=c p>K k= ky, b=k

fir p>c,, k>k,,

zu einem Widerspruch gelangt.

Man gelangt also zu der Alternative, dal entweder F(z) gleich einer
transzendenten Zahl oder unendlich grofl ist. Der zweite Teil dieser Alter-
native ist aber ausgeschlossen.

Denn offenbar geniigt Q*z den gleichen Bedingungen wie z selbst.
Fiir geniigend groBes k ist aber F(2°z) endlich und folglich gleich einer
transzendenten Zahl. Bedeutet 3 einen verinderlichen Punkt, so besteht

die Identitat
2

S{a (3) — b (5) F(0F3)) P (3) = 0.
0

Nach frither verschwinden die beiden Zahlen
a®(z), bh(2)

nicht gleichzeitig; sie haben einen algebraischen Wert. Daher ist

al(z) b (2) F(Q%2) 40
und die Funktion
ami(3) — b (3) F (Q%3)

m"

auch noch in einer geniigend kleinen Umgebung von z von Null ver-
schieden. Nach bekannten Sitzen iiber die Losungen algebraischer (lei-
chungen ist daher die Funktion F (3) in dieser Umgebung beschrinkt und
speziell ist F(z) endlich. Die besondere Annahme der Endlichkeit von
F(z) ist somit iiberfliissig.

Damit hat man folgenden Satz bewiesen:

Satz 6. Wenn die Koeffizienten 4y, .. 1, in einem endlichen algebraischen
Zahlkorper liegen, wenn die Koeffizienten der Polynome a,(z), b,(z) alge-
braisch sind und wenn z ein Punkt in u mit algebraischen Komponenten
ist, so stellt F(z) eine endliche und transzendente Zahl dar.
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Im Falle m =1 gelingt es leicht, genauere Eigenschaften dieser
Zahl zu beweisen, z. B. daf sie nicht gleich einer Liouvilleschen Tran-
szendenten ist.

3. Der vorige Transzendenzsatz betrifft nur die Punkte im Innern
von u. AuBlerhalb dieser Punktmenge besteht auch kein allgemeiner Satz.

Wenn erstens z aullerhalb von

R(A) <0

liegt, so braucht die Funktion F(z) nicht zu existieren, denn es gibt ein-
fache Beispiele, die den Rand dieser Punktmenge zur natiirlichen Grenze
haben. ’

Wenn zweitens zwar

Rd) <0

ist, aber mindestens eine der Komponenten von z verschwindet, so hat
F(z) einen algebraischen Wert. Denn es existiert eine natiirliche Zahl k,
so daB alle Komponenten von Q%2 gleich Null sind. Also ist

F(Q"2) = 4. 0

und folglich F'(z) als Wurzel einer algebraischen Gleichung mit algebraischen
Koeffizienten selbst algebraisch.

Wenn endlich drittens z ein singulirer Punkt im Innern von 1l ist,
so scheint es schwierig, eine allgemeine Aussage zu machen. In folgendem
Fall gelingt dies aber:

Im Punkte z, der also in U und nicht in u liegt, sei mindestens
emes der Polynome a,(z), b,(z) von Null verschieden. Ferner gelte die
Identitiat

ay(z)ray(z): .. ia,(2)=by(2): b, (z):...: b, (2),
so da3 die Polynome in

n L m )

Nay(zju',  Xb(z)u

=0 =0

alle Wurzeln und nicht nur eine gemein haben. In diesem Fall ist F(z)
gleich einer algebraischen Zahl. Denn da 4 (z) nicht identisch verschwindet,
so gibt es emne natiirliche Zahl %, so daB

A4(Q%2) +0 (K~ Kk 1,..)
ist: nach Satz 6 ist daher F(Q"z) transzendent. Wenn jetzt aber F (2)
nicht den Gleichungen
m m

Ya(z) F(z) — Xb(z) F(z)' =0
=0 0
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geniigte, so wiire der Quotient

S (z) Fz)!
F(Q2)= — ——

S b(z) F (=)
0

und damit auch F(02%z) algebraisch, was falsch ist.
Der letzte Spezialfall tritt stets ein, wenn m =1 ist und mindestens
eines der Polynome
ay(2), a,(z), by(2), b, (z)
im singuldren Punkt z nicht verschwindet. Wenn endlich auch noch n =
ist, so wird auch die letzte Einschrankung iiberfliissig und also, falls 2z 4= 0
eine algebraische Zahl im Einheitskreis bedeutet,

F(z) transzendent, wenn z regulir,

F(z) algebraisch, wenn z singulir
1st.

IV.

1. Aus Satz 6 lait sich fiir beliebig viele Funktionen die Transzen-
denz unmittelbar folgern. Sei z. B. jeder Koeffizient in der im Korper der
rationalen Zahlen irreduziblen Gleichung

o" e 0t b e, =0
auller dem der Potenz o" nichtpositiv und ganz rational. Die positive
Wurzel o, der Gleichung sei groller als der absolute Betrag der anderen
Wurzeln. Wenn dann durch

A= Q== ... = A = 1‘ T L A R e A 0

eine rekurrierende Reihe definiert wird, so geniigt die Funktion
F(Z\) _— ZZI‘M zg/l+1 . Z'C:Iz Fn-1
C k=t
den Anforderungen des Satzes 6. Denn mit
10...00:
—¢, 01...00
—c¢, ,00...01

¢, 00...00
besteht die Funktionalgleichung
F(Qz2)=F(z) —22,...2

n°
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Ferner ist F(z) gewil transzendent, ja sogar nicht iiber den Rand des

Gebietes
R (logz, 4 o logz, ...+ o0r tlogz, ) <0

fortsetzbar. Wenn also der Punkt z im Innern dieses Gebietes nicht ver-
schwindende algebraische Komponenten besitzt, so stellt F(z) eine tran-
szendente Zahl dar.

Als ein weiteres und noch einfacheres Beispiel sei das Produkt

F, (z)= ﬁ(l —_ z“’",‘)
0

erwihnt. Wihrend diese Funktion transzendent ist, stellt die ganz ihn-
liche Formel
- 1

Fy(z) — [T (1 +22") =1~
0
eine algebraische Funktion dar. Wenn z <=0 eine algebraische Zahl im
Innern des Einheitskreises ist, so stellt also die erste Reihe eine transzen-
dente, die zweite eine algebraische Zahl dar.

2. Es soll zum Schlufl gezeigt werden, dall sich auch die Reihe

)j'[ha)]z'

h=1

wo die eckige Klammer das groite (lanze bedeutet und o eine quadra-
tische Irrationalitit ist, dem Satz 6 unterwirft.
Sei w eine positive Irrationalzahl und

w |k o] "on
F (z,2,) =Y .3 2" z".
h).‘lh-.l

Sind A,, k, zwel natiirliche Zahlen, so ist entweder

1

1< h, << wh, oder L<h <  h,.

Daher besteht die Identitit

o 21 %
F(ll (21 z'-: ) 77]7 F] (Z{“) Zl) - (1 - 217;(i ; 72.) ) .

1)

Wenn ferner a eine natiirliche Zahl bedeutet, so hat man

ah, [h, ] ]
In iy
F, . . (z2) “2/ { Z 22"+ (2,2) 2"
=1 ot =1
“f’ P ZglzliPl

P B (neh )
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und also
a+1
21 2o Zl Z‘) @
F 2R ) = o7 SR _——— +F (z 2oy %o ).
a+m< 1 ..) (l,‘z1>(1,,,_22) (1—23)(1—212{?) ! w( 172 2)

Beide Formeln zusammen ergeben die Funktionalgleichung

F 1 (zlz':):
atw

Jetzt besitze @ den Kettenbruch

12
”S - F(:) (zl z‘)’ zl) ®

(1—2z)

(1) === — o — SnlL S SO S el == W, == ), =
a, ] La, I a. ][ ’ a, | > 1 B 2

® sei also ein echter Bruch. Mit den Niherungsnennern und -zidhlern
p,=0, p—1, p=a, py+1=a#+1p#+pﬂ_1>
q_»1:17 Q()'”O: Q1::]’ 9,,“;%“4#‘%‘ /Y
besteht die Funktionalgleichung

Zf,uﬂ-i—p,u zg,u+1+q[u

r—1
F 2) = ST - ] !
o (Zl Z_,) /:) ( ) (1— zfﬂ+l zg}u»x) (1 — zf’# zg#)

:, (,__ 1)’ Fw" (zfvzélv, Z:%uxzéivﬂ) .

Fiir » — oo folgt hieraus

(2:2,) 2 (—1)" 2Pu P et O
ﬁ’ 2. 2,) = — ] . e
w \¥1 72 = - zf’,uﬂ zg,u +1) (1 * zf’lu zg,u)

und fiir 2z, == 1 ergibt sich die ,,Lambertsche* Rethe )

* ~ SPu+1tPu
F o) N{hwole— N (e 2
) <Z ) h_:_,ll [ (U] ‘l% (\ ) (1 — zp,“—%l) (1 ——pru)

Den letzten Formeln entnimmt man die Existenz von F, (z,2,) im
Innern der Punktmenge

N (log z, + wlogz,) < 0.

Offenbar ist F (z,z,) keine algebraische Funktion in den beiden Verinder-
lichen, denn bekanntlich ist sogar F_(z, 1) nicht iiber den Einheitskreis
fortsetzbar. — Zur Abkiirzung bedeute 1 die Punktmenge

Rilogz, + wlogz,) < 0; z2,+0; 21 fir u—0,1,2,....

") Wegen dieser Entwicklungen vergleiche: Hardy-Littlewood, The analytic cha-
racter of the sum of a Dirichlet’s series considered by Hecke, Hamb. Abh. 3 57, so-
wie die spéiter genannte Arbeit von Bohmer.
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3. Der Kettenbruch von o werde nunmehr rein periodisch ange-
nommen:
o ==

Pl

so dall o eine quadratische Irrationalzahl ist. Es besteht die Gleichung

o — (Iv"ylf%f 1@
Py Py — 10)

Zu der Matrix

o_ (pv q, )
pv~—1 qw -1/

gehort die charakteristische Gleichung

O (0) = (1, —0) (g, ,—0)— D, 1q,— 0

mit den Wurzeln
| J— . | |
170, TP, W 0 =q, P, D] 0, >0y -

Die Gleichung ist im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel und
ihre Wurzeln geniigen den fritheren Forderungen. Wegen der Funktional-
gleichung

v—1
p}uﬂ Pu zq,un‘FQ,u
(2,2,) = - 1" = -
“’ V1 4%/) ( ( zli,uﬂ zq[u“) zfu zél,u)

_l_(___1> (Zlh lb ?71 lelv 1)

folgt also nach Satz 6: ,Wenn der Punkt (zl, z,) mit algebraischen Kom-
ponenten in u liegt, so ist die Zahl F (z,z,) transzendent.«

Bekanntlich = besitzt aber jede reelle quadratische Irrationalzahl
einen periodischen Kettenbruch: durch eine einfache Uberlegung folgt
daher:

»Bedeutet o eine positive quadratische Irrationalitit, so stellt die
Funkiton

® [ k] ]) h
F, (2,2,) =3 3 2"z
R e
i allen Punkten (z,,z,) mit algebraischen Komponenten in u eine tran-
szendente Zahl dar. Die Reihe
F (z,1)—~ Nhw]z"
=1
vst somit fir algebravsches z mit 0 < |z, < 1 gleich einer transzendenten
Zahl.* (Es handet sich sogar um nicht-Liouvillesche Zahlen.)
Mit einem abgeiinderten Verfahren liBt sich die Transzendenz auch
noch beweisen, wenn  eine beliebige Irrationalzahl ist.
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Man vergleiche zu diesem Abschnitt die Arbeit von P. E. Bohmer,
.Uber die Transzendenz gewisser dyadischer Briiche. Math. Annalen 96.
Dort wird gezeigt, dafl die Zahlen

/1 / s I
F,(,.1) (g=2,3,4,..)

Liouvillesch sind, wenn die Kettenbruchnenner a, nicht beschrinkt sind.

Krefeld, 5. Mai 1928.

(Eingegangen am 25. 7.1928.)



