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Uber das Verschwinden von Potenzreihen mehrerer
Veriinderlichen in speziellen Punktfolgen.

Von
Kurt Mahler in Krefeld.

Die Elemente der gegebenen Matrix

Q2 =1(0,y) (e, p=1,2,..,n)
seien nichtnegative ganze rationale Zahlen; es bedeute
Q"’:(\og;;) (e, f=1.2,...,n)
die k-te Potenz von . Wenn
2=(2y,2, .. 2,)
n komplexe Veranderliche sind, so werde mit
2 = 0%z
die Transformation
nok) o )
w= M7 (p=1.2...n)
=1

bezeichnet.

Von arithmetischen Untersuchungen her gelangt man zu folgendem
Problem:

.Die Koordinaten des Punktes z seien geniigend klein, so dafl die Werte

k
E(Q%z)
der Potenzreihe
o & h )
\7 \ 1 ,
E(z)=2X... 3By n2 - 2"
hy=0  hp=0

fiir geniigend grofes & konvergieren. Man bestimme die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir das Verschwinden dieser Werte:

E(QFz).«
Fiir gewisse Klassen von Matrizen Q lafit sich diese Frage vollstindig

beantworten. In meiner Arbeit: , Arithmetische Eigenschaften der Losungen
einer Klasse von Funktionsgleichungen“, Math. Annalen 101, zeigte ich:
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»Die charakteristische Gleichung
D(o)= 2ok, E — Einheitsmatrix,

sei im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel; sie besitze eine Wurzel o
grofer als Eins und als der absolute Betrag der anderen Wurzeln. Wenn
dann keine der Koordinaten von z verschwindet, wenn ferner

N < é’lZa log zd> <0

ist, wo die positiven Konstanten Z,, Z,, ..., Z allein von der Matrix Q
abhéingen, so folgt aus dem Verschwinden aller Werte:
E(0%z)

mit groffem k das identische Verschwinden von E(z).“
Der Beweis dieses Satzes ist rein algebraisch und nicht schwer. Be-
deutend weniger einfach ist eine Untersuchung im Fall

/00 ... 0
0p...0
. .| =0k,
00...0

wenn ¢ > 2 eine natiirliche Zahl bedeutet. Dieser Fall soll in der vor-
liegenden Arbeit behandelt werden; es wird gezeigt:

+Die Zahlen z,, z,, ..., 2, seien algebraisch, absolut kleiner als Eins
und von Null verschieden. Es bestehe keine Gleichung

e [2 (4
2020 .2, =1

mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden.
Dann folgt aus dem Verschwinden der Werte

E(Q%)
mit grolem £ das identische Verschwinden von H(z).“

Der Beweis benutzt als Hauptmittel den Thue-Siegelschen Satz; aus
thm wird folgender Hilfssatz hergeleitet:

»Die n algebraischen Zahlen z,, 2,, ,.., 2, seien vom Absolutbetrag Eins.
Es bedeute 9 > 2 eine natiirliche Zahl. Existiert ein Polynom

Flz, z,,...,2,)==0

mit beliebigen komplexen Koeffizienten und eine positive Konstante « > 0,
so daB fiir grofes natiirliches £ die Ungleichung

F(z2t 28 . 22" — 0(eeb)



verschwinden von rotenzreinen menrerer yerandaerichen. (O

besteht, so gibt es n ganze rationale Zahlen e, e,,..., ¢ , die nicht alle
gleichzeitig verschwinden, so dal

I |

18t
Mittels dieses Hilfssatzes ist das angegebene Ergebnis sofort zu be-
weisen. Aus ihm wird im letzten Abschnitt dann noch eine arithmetische

Folgerung gezogen.

L
1. Bs sei o >2 eine natiirliche Zahl, & eine algebraische Zahl vom
Absolutbetrag Eins und Grad k. Zwischen den Basiselementen

Wy Wy, oeny Wy

des durch & erzeugten Zahlkdrpers K (&) bestehen Gleichungen

Wy wp = > >‘A P, (¢, p=1,2,..., k)

y=1

(xp)

mit ganzen rationalen Zahlen 4,°”'; ihr absoluter Betrag habe das Maximum

A= max (400

a,f,y=1,2,..., %
Die Zahl & gestattet die Darstellung
Ao+ ... +ao
E=—— 4y e (@ 4 0)
mit ganzen rationalen Zahlen a,. Ebenso ist fiir jedes natiirliche k

& L) w, + 4 a (k) ok

£ = (@ =ai" +0)

(
a‘)k)

mit ganzen rationalen Zahlen a,".

2. Es gibt eine natiirliche Zahl C, so daf

E
max [a”“ L o®
) a=0,1,...,
1st.
Denn sind

7 :::bla)l*{r—...‘{“bhwh; b;ia_lr%ax h(}baw’
-
g:Cla)l*{*..-'”!“ chwln c:a=1rrlz?'x Jl(scai)

zwei Zahlen in K (&), so ist offenbar

7]&' == dlwl "i—... "‘}" dha)h;
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Durch wiederholte Anwendung der letzten Ungleichung ergibt sich somit
die Behauptung, wenn

gesetzt wird.
3. Die Zahl » aus K (&) sei endlich; sie besitzt eine Darstellung
et s (b _max (8]

bo oa=0,1, ...,

mit ganzen rationalen Zahlen b,. Dann gibt es eine positive Konstante ¢,
so dal entweder
8 — =0

oder .

gm0
ist, wenn k£ ins Unendliche wichst.

Denn sei die Zahl
et b a b oy (= ol 1) o,

7 ao(k) bO

von Null verschieden; dann sind auch ihre in bezug auf K (&) Konjugierten

é._ C, C(h—l)
ungleich Null. Das Produkt

(a(()k) b0>hl:4:,. . C(h—~1)
ist also eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl, daher mindestens
vom Absolutbetrag Eins. Da nach 2. fiir jedes £

aPb,c” <20 N w, 0 (y=0,1,....h 1)

o |

ist, folgt

gleichgesetzt wird.

4. Die Zahl 7 sei in bezug auf K (&) vom genauen Grad d > 2.
Dann gibt es eine positive Konstante ¢,, so dall fiir grofles &

T ey
ist.
Diese Behauptung ist die unmittelbare Folge eines Satzes von C. Siegel.
Man vergleiche: Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschrift 10,

S. 192,
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5. Die Zahl » geniige der Gleichung

elﬁ

no=41
wo x eine natiirliche Zahl bedeutet. Dann existiert eine positive Konstante c,,
so dall entweder
gt =10
oder

7

opet Ty
&y =z, 0
ist, wenn k& s Unendliche wichst.
Es sind zwei Fille zu unterscheiden. Liegt erstens # in K (&), so
besteht nach 3. eine der Relationen

i 3

S —hok —2ngtt
—n =26, 07" =2, 077
Liegt dagegen n nicht in K (&), so ist nach 4.

ok

£ =0 oder |[£&°

| Fok | —-‘_’hgk*ﬁ{’!’
&5 = =c,C :
In jedem Fall stimmt also die Behauptung.

6. Satz 1. Die algebraische Zahl & sei wom Absolutbetrag FKins.
Es bedeute o = 2 eine natiirliche Zahl. Wenn die natiirliche Zahl k ins

Unendliche wdchst, so ¢ibt es zu jeder noch so kleinen positiven Kon-
stanten ¢ eine natirliche Zahl ky(¢), so daf3 fir k = k, entweder

=1
oder .
g7 —1]| > es2"
2st.
Es besteht die Zerlegung
‘ o1/ 2qdy
)
q=0

wo x» eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Da & vom Absolutbetrag Kins
ist, so sind alle Faktoren in dieser Zerlegung beschrénkt. Es gibt eine allein
von x abhéingige positive Konstante ¢,, so daB fiir jedes & von den Faktoren

“QkA% *******

£ —e”

héochstens einer absolut kleiner als ¢, sein kann. Nach dem vorigen Ab-
schnitt besteht fiir ithn eine der Relationen

. 2qm1 i . 2¢qmi | k-2
- TR — |k — —2h 2
E T —e " =0 oder & —eo" ¢, 0777

Somit ist mit einer positiven Konstanten ¢, die allein von &, o, » abhingt:

>

| cok | ~2het T
(&7~ 1|=0 oder >¢ O :
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Sei jetzt ¢ eine beliebig kleine positive Konstante. Ks werde die
natiirliche Zahl » so grof gewihlt, dafl

2hg *logC<

ist. Fiir geniigend grofles £ gilt dann entweder

k
N 1=0
oder .
ok L L
&1 > e 2 > e e,

| S

was zu beweisen war.

1L

7. Es sei r > 2 eine natiirliche Zahl und z,, z,, ..., x, n komplexe
Verinderliche.
Die allgemeinste rationale Losung der Funktionalgleichung
F(ayz,...x,)=F(ajz, ... ;)
1st eine Konstante.
Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daB F(x, a,...x,) nicht von z,
abhiangt. Sei

wo
A (z,...2x), a=0,1,...,u; Bﬂ(x{_,...xn), p=0,1....»

Polynome in z,, z,,..., z, sind. Ohne Einschrinkung sei
Ay(x,...x,)=E0, Bj(xy...2,)==0

angenommen. Wegen der Funktionalgleichung ist alsdann

< s y , :
ZOAa (... x,) @ % Ay (g ox))
i *= o vh Y9
ay o, L= -
Y Bg(x,...w,) %y /,ZOBﬂ(x;'“w”v)xia
= =

Das ist aber nur dann moglich, wenn
A=rl, A=0
1st und alle Polynome
A (2y...x,), «=1; By(z,...x,), =1
identisch verschwinden. Somit nimmt F(z,z,...x,) die Form an:

\ Ay (... 2,
F(%xz"'xn):m

und ist in der Tat von x, unabhingig.
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8. Die allgemeinste algebraische Losung der Funktionalgleichung

F(a,2,...0,)= F(a) s ...2,)
1st eine Konstante.
Die Funktion F(a,x,...x,) geniigt einer Gleichung

Fla,ay.. ) + A (v,0,...0,) Fay2,... o) " o+ A (22, .2,) = 0;

die Koeffizienten
4, (2 2y...2,), ..., 4, (z,2,...2,)

seien dabei rationale Funktionen von =z, x,,..., 2, und die vorige Glei-
chung werde im Korper der rationalen Funktionen dieser Verdnderlichen
als 1rreduzibel angenommen. Aus der Funktionalgleichung ergibt sich die
weitere algebraische Gleichung

Faya,...x) + A, (vjay...o)) Flaye,...x) " - A (aws...2)) =0

und diese mull wegen der Irreduzibilitit mit der ersten identisch sein.
Also geniigen ihre Koeffizienten der Gleichung

A (xay .. .xy) =A,(x,2,...x,) (A=1,2,...,1)
und sind daher Konstante, ebenso auch die Funktion F (x,z,...z,).

9. Die allgemeinste von Null verschiedene algebraische Losung der
Funktionalgleichung
F(a,a,...a,) = F(ajz)...x,)
ist von der Form

Flayz,...x,)=naixy . x,".

Ly,

Dabei bedeutet # eine (7 —1)-te Einheitswurzel und

€1, €y...6,

n rationale Zahlen.
Zur Abkiirzung sei gesetzt

a: F(z,2,...3,)

F e, x,..  2)=ua, ,_jj',@:};: S (I=1,2,...n).
Durch Differentiation der Funktionalgleichung ergeben sich die Beziehungen
F(2y2,y...2,) = F(aral...x").

Aus ihnen folgt nach 8., dafi die algebraischen Funktionen

F(xx,.. . x,) (I=12,..,mn)
konstant sind, etwa
Fy(x2,...¢,)= ¢ (I=1,2,....n).
Dieses System von n Differentialgleichungen fiir F (2, ,...2,) besitzt als
allgemeinste Losung

n

F(x@y...2,) =naixy. .. a,
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mit einer weiteren Konstanten #, die ungleich Null sei. Aus der Funk-
tionalgleichung ergibt sich, dal

7]1/—-1 — 1
ist, und weil ferner F(z,,...x, ) algebraisch ist, so miissen die Exponenten

€15 €ay ovny @

n

rationale Zahlen sein.

10. Satz 2: Die n algebraischen Zahlen z,2,,...,2, seien vom
Absolutbetrag Eins. Es bedeute 0 = 2 eine natiirliche Zahl und « eine
positive Konstante. Wenn dann ein Polynom

F(a,a,...2,)==0
mit beliebigen komplexen Koeffizienten existiert, so daf} fiir grofies natiir-
liches k die Ungleichung

Faf 2t 285 =0(e ")

besteht, so gibt es m ganze rationale Zahlen, e, e,, ..., e,, die nicht alle
zugleich verschwinden, so daf
' Zizst .z =1
18t

Das Polynom F(z,z,...x,) ist offenbar nicht von allen Verinder-
lichen frei, denn eine nichtverschwindende Konstante kann den Voraus-
setzungen nicht geniigen.

Aus der Menge aller Polynome F(z,,...x,)=E0, die einer Beziehung

F(szz.fk...z,fk) =0 (e—ocpe’ﬂ>

mit einer positiven Konstanten «p, die von dem betrefienden Polynom
noch abhiingen kann, geniigen, werde die Polynom-Teilmenge heraus-
gegriffen, fiir die der grofite Index, fiir den die Verinderliche x, noch
wirklich, also mindestens zur ersten Potenz in F(z, x,...z,) vorkommt,
gleich einer moglichst kleinen Zahl, etwa gleich g, ist. Diese Teilmenge
ist gewiB nicht leer, wenn es iiberhaupt Polynome gibt, die den Voraus-
setzungen geniigen. ‘

Aus der vorigen Teilmenge werde alsdann ein Polynom F*(z,,...x,)
herausgegriffen, das die Verinderliche x, zur niedrigsten, etwa f-ten Potenz
enthilt: £>>1. Auch ein solches Polynom gibt es.

Das Polynom F*(x,x,...x,) befriedigt fiir groBles & die Ungleichung

* —a* ok
F¥(z,2,...2,) = 0(e"%¢")
mit einer positiven Konstanten «*. Es lassen sich zu F~ (z, x,...x,) zwel

Polynome Fy (z, ,...x,) und F, (2, %,...2,) mit endlichen Koeffizienten
konstruieren, die folgende Eigenschaften haben:
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a) Beide Polynome verschwinden nicht identisch.

b) Das Polynom Fy (x,,...x,) enthilt keine der Verinderlichen
By Ty gy o T3 das Polynom F, (x, ,...x,) dagegen ist von den Ver-
dnderlichen @, ,,..., 2, frei und enthiilt 2, zur (o — 1) f-ten Potenz.

¢) Das Polynom
F*(x,2y...0,) = Fi(aay...x,) P (efal . .al)+ F (v, 2y .0, F* (2, 2,...2,)
x, frei und enthilt z, hochstens zur (f—1)-ten Potenz.
Die Zahl k wachse jetzt iiber alle Grenzen. Alsdann ist
F*(z8.. .20 =0, F*(zfe 22 = 0(e )
FE(E . 2y=01), FreE.2h)=0(1)

und also auch

18t von Xyyqreees

F**(ka2§k . zf:k) — 0<e~a*gk).

Diese Beziehung kann aber nur dann gelten, wenn F** (2, 2,...2,) iden-
tisch verschwindet. Daher besteht die identische Gleichung:

F¥(a,wy...2,) F (afa§.. . af) -+ FS

n 2

(x,2,...2,) F*(xlxz...xn) =

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das Polynom
F*(x,2,...x,) in die Faktoren

f
F*<x1x2"'xn):q)o(xl"‘xg—J)lg (xg——‘(pl(x1"'xg~1)):

wo @, (@,...x, ;) ein Polynom, die Ausdriicke
P, (@, X, 1) SR (pf(xl"'xg——l)

algebraische Funktionen der Verinderlichen z,, z,, ..., 2,
besteht die Zerlegung

ef
F*(afal.. . ax}) :qao(xf...xf_l)lj_lo(xg——wl(xl...xg_l)),

wo die Ausdriicke

_, sind.  Analog

P (®y @y 1)y e W (B, )
algebraische Funktionen in denselben Veriinderlichen sind. Bei geeigneter
Wahl der Indizes sind die beiden Reihen algebraischer Funktionen durch
folgende Relationen verbunden:

2uwi 1 < :1,2,...,;">
Yoh—1)+u <x1"'x9*1> —e e [_Cpe( Ty 1)}8 w=12,...,0/"
Die obige Identitit besagt aber, daB F* (f f ... xf) durch F* (x,2,...2,)

teilbar ist, wenn beide nur als Polynome in z, aufgefalit werden; das ist
nur dann moglich, wenn jede der Funktionen

Py (g, )y s pp(y e, )
Mathematische Annalen, 103. 39
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mit einer der Funktionen

P l@ g )y (g, )

identisch ist. Also ist auch jede der Funktionen

mit einer der Funktionen

Py (TF ) <pf(xf...xy“w1)

identisch. Das besagt, dall jede der Funktionen

Py -2, ) » (l=12,....0)
einer Funktionalgleichung

Py, ) = @iy ,) (I=1,2,...,f)
geniigt, wo » eine natiirliche Potenz von o ist. Die Losung einer solchen
Gleichung ist aber entweder Null, was im vorliegenden Fall durch die
obigen Minimum-Annahmen ausscheidet; oder jede der algebraischen Funk-

tionen ¢, (a,...2, ) ist von der Gestalt

ol ) = et (1=1,2,...,1)
mit rationalen Exponenten

el el e, (1=—1,2,...,f),
wihrend die Konstanten

M Mas -5 My
gleich Einheitswurzeln sind. Ohne Einschrinkung seien letztere etwa als
d-te Einheitswurzeln vorausgesetzt.

Die Funktion F*(x,,...2,) nimmt somit die Form an:

F* A oaeiD elh)
(2, 2y...2,) = @y (2,... xg_l)li{ <xg — )t x_,,if)
und hieraus ergibt sich die Ungleichung:

oD < .
esh, 21 (1=1,2...1).

g—1

o Qlc fA - of ) 0 ot ok . o ()/11)
P, (21 "'29‘1)[!{(77”"! —1)=0 (e~*<"); §=z/1...2

Sei & eine positive Zahl, die der Ungleichung
o*
genligt. Ferner werde gegen Satz 2 vorausgesetzt, dall keine der Zahlen
S A s T Ly

fiir gentigend groBes k verschwindet. Nach Satz 1 besitzt jede der Un-
gleichungen
0< g 1] <eeet (I=1,2,....1)
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nur endlich viele Losungen; fiir geniigend groBles k& ist folglich erst recht:

lnlé‘?k—légcﬁe_sek (l: 1,2,...,f)
und also auch

Gk

r . * !
1 It =1) | Zefe 2,
=1

!

wenn ¢, eine gewisse positive Konstante bedeutet. Infolgedessen ist auch:

LA
po (€. 28 ) =0 <e Z ¢ >
Diese Ungleichung widerspricht aber den Minimum-Annahmen iiber

das Polynom F*(x, x,...x,), so daB man zu einem Widerspruch -gelangt.
Also mull mindestens eine der Zahlen

7715Fk*1 (Z: >27"’>f)

fiir gentigend grofles & gleich Null werden, wie Satz 2 aussagt.

IIL
11. Satz 3. Die Potenzreihe
03, O3 h h
Rl “n
E(x,e,...x,)=2>... YBy 4,2 ...,
=0  hy=0

konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes. Die n algebraischen Zahlen

Zis Zas s 2,

sezen von Null verschieden und im Innern des Einheitskreises gelegen. Es
gebe m < n algebraische Zahlen

51 62 tt 5})1’
zwischen denen keine Glerchung

flég‘z._‘ 5{1[:1

besteht, wo die Exponenten ganze rationale Zahlen sind, die nicht gleich-
zerttg verschwinden; es ses

zl:: (%]{1”"'57,;1{’” (l:::], 2;"'5”’)
und die Matrix
A=12,...,m
(9:,) =1,2,...,n

habe nur ganze rationale HKlemente und den genauen Rang m. Weiter
bedeute o > 2 eine feste natiirliche Zahl.
Wenn dann

E*(y,...x,)=E(z,...2,), xy=pnopgm o (1=1,2,...,n)

als Funktion der Verdnderlichen

1:1 x‘.’ te ;:I)l
39%
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nicht identisch verschwindet, so gibt es eine positive Konstante y und eine
Folge ins Unendliche wachsender natiirlichen Zahlen k, so daf

B 28 =

ust. —
Als Funktion der Verinderlichen
Lo oo L
wird
E(x1x2"'xn): ; Y% .hmgﬁl"'g;)){"
)on
oder

B (2@, 2,) = S B (5 x,)
ER(gl b gm) h’-f YEB[), o zhx e g;;bm :

h) Do

by ...;,I)”'J R
Offenbar entspricht nur den Gliedern
Ry, R, R,, ... 1>Ry>R >R,>...20)
einer gewissen abzihlbaren Folge wirklich ein Summand Eg(x,...1,,)==0.

Jetzt werde angenommen, daB bei geeigneter Wahl der Indizes die
Zahlen
log 3,1, log [3y]s -+ 108 (3, s]
in bezug auf den Kérper der rationalen Zahlen linear unabhingig sind, dal
dagegen die Zahlen

10g | 3, nsals - 108 5]
von ihnen linear abhingen. Dann gibt es % komplexe Zahlen
Y
vom Absolutbetrag Eins, die keiner Gleichung
sl =1
mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht gleichzeitig verschwinden,

geniigen, so daB
Bmenpr = B Bl (I=1,2,...,h)

mit rationalen Exponenten
(I=1,2,..,h)
ist. Mit ihrer Benutzung geht K, (5@" ... 32") iiber in
k ok y‘ P o
B3 38) = (33 gl ) (& ) B, ().

Dabei ist
Bl R
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die Zahlen x,, x,, ..., #, sind nichtnegativ und ganz rational, und der Aus-
druck ER(ka... Z,?k) ist ein von k unabhingiges Polynom Ep(Z,...Z,)
in den Werten
z,=t%...z,=¢%
Offenbar verschwindet dieses Polynom dann und nur dann identisch, wenn
Er(x,...r,) selbst identisch verschwindet.
Von jetzt ab sei angenommen, dafl die Reihe

Blayay oo 2,) — B* (1. 1,,)
als Funktion der Veranderlichen

gl e gm
nicht identisch verschwindet. Offenbar gibt es dann auch eine Funktion

Epy(ty-- L)
vom kleinsten Index, also gréftem R, die nicht identisch verschwindet
so da auch

Er, (Z,...2Z,)

von Null verschieden ist. Nun ist
V4

By, (353 ) = O(RY)
und daher fiir grolles £ die Summe
BB
von der Gréfenordnung

0 (RL).
Andrerseits ist nach Satz 2 fiir eine Folge ins Unendliche wachsender
natiirlicher Zahlen £ bei beliebig kleinem festen positiven e:

Ep (&)= e
und somit auch

| k ok koo ok
B (383 2 R

Folglich ergibt sich, wenn noch 2 ¢ = log- 7 B, gewahlt wird, fiir die Folge &:
Y41

lE(zl&k"'z": ):ﬁE*(al 57;¢>:>(R Rv+1> ’:‘0(1{0 )>RQ

v+1?

w. z. b. w.
1V.

12. Der letzte Satz entspricht genau dem Satz 1 meiner Arbeit:
Arithmetische Kigenschaften der Losungen einer Klasse von Funktional-
gleichungen (Math. Annalen 101, 8. 351). Auf analoge Art wie dort kann
auch aus i1hm ein Transzendenzsatz erschlossen werden, weshalb ich auf die
Durchfithrung des Beweises verzichte. Das Ergebnis lautet:
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Satz 4. Ks ser 0 > 2 eine feste natiirliche Zahl,

©0 00
N/ 14 k
Flaeya,...x,)=... YA, 2. 2
=0 hy=0

etne in der Umgebung des Nullpunktes konvergente Potenzreihe in den
n Verdnderlichen x,, x,, ..., x, mit algebraischen Koeffizienten aus einem
endlichen Zahlkorper. Die Funktion F(x,x, ...x,) geniige einer Funktio-
nalgleichung

m

l);a,(xl Ty ooy Bz, ...x,)!
Flajaes .. a))=" ~ '

m )
b (w,wy...x,) F(2,2,...2,)
0

1<m<

"

wo die a,(x,...x,), b(x,...2,) Polynome mit endlichen algebraischen
Koeffizienten sind. Die beiden Polynome

& 1 & .
Va, (v x, oz )u, b (xx, . x,)u
=0

~

<

seten in allen Verdnderlichen teilerfremd; mindestens eins besitze den ge-
nauen Grad m in w; thre Resultante in bezug auf u sei gleich A (x,x, ... x,).
Die m algebraischen Zahlen

Bs 2y oo s B 0<lz]<1 (I=1,2,...,n)

sezen von der (estalt
= gt gimt (l=1,2,...,n),
daber seien
» dis 2o o5 Bm
m algebraische Zahlen, zwischen denen keine Beziehung
e gem=1
mit ganzen rationalen E’xponenten, die nicht gleichzeitig werschwinden,

besteht; die Matrix

A=1,2,...,m
(0, ( )

d=1,2,..,n,
besitze ganze rationale Elemente und den genauen Rang m. Ferner se:
angenommen, daf3 keine der Zahlen
A28 2 (k=0,1,2,...)

verschwindet. Wenn dann

F*(r,...1,) = Flz,2, .. x,), a=rn. . . pm (I—=1,2,...,n)
als Funktion der Verdnderlichen

Lo Los oo Lo

nicht algebraisch ist, so stellt F(z,z,...z,) eine transzendente Zahl dar.
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Im Falle m —1 lalt sich sogar zeigen, dall es sich um Nicht-
Liouvillesche Zahlen handelt.

13. Aus dem vorigen Satz lassen sich z. B. diese Folgerungen ziehen:

a) Die von Null verschiedenen algebraischen Zahlen =z, z,, ...,z

seien im Innern des Einheitskreises gelegen; keiner der Quotienten . e

sei gleich einer ganzen rationalen Potenz von o. Ferner seien Z,, Z,. ..., Z
n von Null verschiedene algebraische Zahlen. Dann stellt der Ausdruck

n @0
y ( . ) e NT g 0f
NZ,Dd(z); ¢ (x)= Nav
=1 =0
eine transzendente Zahl dar.
b) q(h) sei die Quersumme von A im o-adischen System; es sei
O hi
. S
Vie)= NMg(h)a"
h=0
Dann ist unter den gleichen Voraussetzungen wie in a) die Zahl

(

n
N ZW(z)
=1
transzendent.

Diese Beispiele lassen sich beliebig vermehren.

Krefeld, im Herbst 1928.

(Eingegangen am 8. 5. 1929,



