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Ein Beweis des Thue-Siegelschen Satzes iiber
die Approximation algebraischer Zahlen
fiir binomische Gleichungen.

Von

Kurt Mahler in Géottingen.

Im Jahre 1908 zeigte Thue (1), dal algebraische Zahlen der speziellen
n
. [ . . o, . . . -
Form & = l , fir jedes positive & sich nur durch endlichviele rationale

. ) . . ;

Zahlen f] so scharf anniahern lassen, daf3
. [ \
| = P P i
&E— =q
| q ="

ist. Der Bewels benutzte, wenn auch in etwas versteckter Art, die bekannte
K(‘%t‘umbruchoutwick]ung der Binomialreihe (1 —2)”. In weiteren Arbeiten
iiber die Approximation algebraischer Zahlen (2, 3) hat dann bekanntlich
Thue statt dessen die ganz anders geartete Schubfachmethode von Dirichlet
angewandt und gezeigt, dall der vorige Satz fiir beliebige algebraische
Zahlen bestehen bleibt. Sein Verfahren hat spiter Siegel verallgemeinert
(4,5,6,7) und unter anderm gezeigt, dafl fiir jede algebraische Zahl in

. . . . "o, ;
der obigen Ungleichung der Exponent - -+1--¢ ersetzt werden darf

w . . . - e .
durch Lo — 1 -+ &, wenn m irgendeine natiirliche Zahl bedeutet.

m -

Diese Note stellt eine Verallgemeinerung des Thueschen Ansatzes in

der Arbeit (1) dar; gleich ihm beschrinke ich mich auf die Wurzeln

2

a . . SO . e s L.
= |, der binomischen (leichungen. Es wird die Kettenbruchentwicklung
7

der Binomialreihe verallgemeinert, und statt rationaler Niherungsfunktionen

e

werden algebraische Niherungsfunktionen angegeben. Dabei verfahre ich
genau wie in meiner Arbeit (8) bei der Exponentialfunktion. Fir die

Niherungsfunktionen werden Integrale aufgestellt; dadurch werden die Ab-
schiitzungen sehr erleichtert, und man kann ohne Schwierigkeit den Thueschen
Natz mit dem Siegelschen Exponenten fiir die binomischen algebraischen
Gleichungen beweisen, ohne von der Schubfachmethode Gebrauch zu machen.
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L

1. Seien 0,, 0y, - .-, 0,, m natiirliche, w,, @,, ..., @, m komplexe Zahlen,

fiir die keine der Differenzen
w, — W, (h,k=1,2,...,m;h=+k)
ganz rational ist. Nach bekannten Sitzen iiber homogene lineare Gleichungen

gibt es m Polynome

W, ...m
A(z‘ . ”‘) k=1,2,....m),
\"lo, .. 0, ( )

die nicht gleichzeitig identisch verschwinden und bzw. hichstens vom Grad
9, — 1, 92—1""’ Qmﬂl
sind, so daB in der Potenzreihe des Ausdruckes

Z < & e ;Om) — )" = 2“1

m

alle Koeffizienten a, mit
0<l<o +ot .. +te,—1
gleich Null sind. Irgendeiner dieser Ausdriicke werde mit
Ly > < Lo, . ) wop
R<Z§g..gm ZA a0 (1—2)

bezeichnet. Dann kann leicht gezeigt werden, daB

d% oy wm

gleich einem Ausdruck
R<z"ia)2~a)1—gl...a)m—w1~gl>
‘= Qs B Qm
ist, und daB infolgedessen der Koeffizient der (o, ... 1-g, —1)-ten

’") nicht gleich Null ist.

Wy ... W

Potenz von z in der Potenzreihe von R <z

Wird dieser Koeffizient so gewihlt: 1- Om
I'(ey) .- I'(en) _
S (;) - (0’ _~k=21 e k) >
so wird alsdann R (z } R w”’) eindeutig bestimmt. Unter B (z w"‘)
L0y e 0, 0y - 0

ist im folgenden stets diese Funktion verstanden?).

1) Siche den Beweis in meiner Arbeit (8). Dort sind die analogen Betrachtungen
fiir die Exponentialfunktion vollstindig durchgefiihrt.
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Infolge der letzten Festsetzung ist identisch

!Milflll~1 (1 o z)®m—z+9m-—z‘“’m—1} { dem,,—j, (1 [ z)wm~3+9m—3—fl-’m—-2} <

(e dztn-
o R(z wl"'wm> R<Z}wm_wm_1~gm_1\
B s N il
dz® o). I'ey) I'(om)
und da
R <z | [CE ) QAm Qm—1> z’-’"'"l(l ) Om a1 s
I'(e,) - Tten)
ist, wird umgekehrt
R<z§w1... wm>
Lo O

(1= )T {(1— )T

1 — Oy Om—
> {(1 . z)wmmx“wm~2“9m—2 J@m—l} 2 (l 71'2')(::‘) P ,1’

F(él ‘ F(Qm)

wobei J die Operation

J=|...dz

0
bedeutet. Dies vielfache Integral kann leicht auf folgende Form gebracht werden:

tin—n

oo ) fdtfd'f (Sfdtm_lR(Zitlt2...tm_1),

Ii (Z i tl t‘J cer tmwl) - (Z o tl)gl_l (tl o t‘l)g?wl‘ t (t'm—Q - tm—l)‘)”‘hl_1 t:;)fzmIl ><

S (1 o z)“’l (1 . tl)wz"'(’-’x"gl o (1 ot l)wm—wm_x—em_;'

wlelo

)Wmax“wnpz—‘gm—z (1 —t

m -2 n—

o w"‘) a8t sich auch ein einfaches Cauchysches Integral

Ql oo QW!
angeben. Ks ist

R<ziw1...wm)___ <m1>“—‘r<el>...r(em>f (1-2)dy

Fir R (z

O, ...0 e L
ikl o & H(%“”k—h)
k=1 h=

wobel iiber einen geniigend grofien Kreis um den Nullpunkt in positiver Rich-
tung integriert wird. Denn es gibt eine Entwicklung nach fallenden Potenzen

m pip—1

T IT (1 -2 lszbla‘l (b,=1),

k=1 h=0

und daher wird nach dem Residuensatz

R<z!w1...w> (—1)° 1F(91 F(Qm)zb'(l&;%}i,l

1010,

_ e - Tlen) o1
~ (o) z + ...
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Summiert man andererseits iiber die Residuen der Pole des Integranden,

so wird
Rl o= Sl

>(l — )"

m

| . or—1 (1 ’z)h
4,z °§i...Z’,;">:<"1> ) T(e) 2 oy
m ep—1
@ (5) = 1T 15— o= ).

wobel das Polynom 4 (

’ w"’) genau den Grad o, — 1 besitzt. Es

O
sind also die Forderungen der Deﬁmtion von R (z (zl Z”") erfiillt.
4o Om

2. Setzt man zur Abkiirzung
o—1

0] 'y ~o+1)
F<5l9>: I =0 =0 =120 iy

h=0

Cg:), D (w, | h)y=F (a)k

w")]]ﬁ’(wk+h
x=1

PE S

x

fir k=1,2,...,m; h=—0,1,...,0,— L.
Ferner ist

T g (%),

wiithrend aus der bekannten Gammaformel

o Sln xr f(ﬁ‘:’ﬂy;y) fur S(f (y) = 0,
wo G den Einheitskreis in positiver Richtung und der Integrand den
Hauptwert bedeutet, folgt, dall

T'(ex) _ (= 1o hy ot h—er 1
N 2s1n(wk——w”)n ft ' ‘ (1+t)9 di
r ka +h ) p

Jrasy

S |

=<

%

fir h==0,1,...,0,— 1, x+k

ist. Bedeuten also #,,%,....,%, ,,t, 4...t, m—1 Verianderliche, die der

Reihe nach die Kinheitskreise G, G,, ..., G, Gy py ... G, ihrer Ebenen
in positivem Sinne durchlaufen, @, die endliche und von Null ver-

schiedene Konstante

]]2 i sin (oo,c o,

od:L
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und wird zur Abkiirzung
[di, ..
Gy

geschrieben, so folgt mittels einer einfachen Rechnung die Integralformel

A, (z

fat, , [di,, ... [dt, — [dt
Gk+1 & (5]

Gry m

ok—1
)T <

(Z’] wm) - Qk (~1)m-—1f(1 + (“‘1)mt1 [REY FRNPR RS (1—2)

10 O @)

=< ﬁt,‘j’k‘“’”‘e“ (141,)% tdt.
s
3. Bedeutet ¢,, das Symbol
\ 1 fiir o=£Fk
‘)’”‘:{o fiir %=k
und wird gesetzt

lw, ... o w, ... o
R 2 1 m)_____R(z 1 m ),
h( lgl...gm O e
A <z wl...wm>:A (zi o, ... o, ),
e Q-+ 0, § lgl%rnahl“'gmv'_ahm

(hyk=1,2,...,m),
s0 besteht zwischen der Determinante
A(z 1...wm>z|Ahk<ziw1...wm)
0y 0, - 0, .-
und den Unterdeterminanten

i |
4 (z a)l...(om):IA"<zlw1...wm>
ME\" oy -0, PEN o, o0, }

w

die Identitit

A(z w, ...wm>(1_Z)U,k:2(_1>h+kdhk<zl(zl ...a)m>Rh <z|a)1...wm>

Q- 0 -1 0y <o O TR O,

(k=1,2,...,m).

6;)1 wm) im Nullpunkt eine Nullstelle der Ordnung o;
L O
da es andererseits offenbar ein Polynom vom gleichen Grad o ist, muf

A(giwl"'(}”)V")::(}(wl"'wm)z“’

191"‘an Ql"'gm

Also besitzt 4 (z

sein, wo die Konstante o <w1 w"‘) von z nicht abhingt; da ferner

040,
A, <z “1 "'Z)”‘) ein Polynom von z genau vom Grade ¢, +9,, — 1 ist,

Ql"'\m
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. W, ... w
so wird 6( ! "

1Y

von Null verschieden; die Determinante

A(z wy a)m)
0y ... 0,

verschwindet also dann und nur dann, wenn z =0 1st?).

1L
4. Sei n >3 eine natiirliche Zahl, n > m > 2 und

o1 m oL et
Rh(z>:Rh<zi L ): Ahk(z):Ahk<z n’om )
00 .. 0 :

fir A, k=1,2,...,m,

m k-1
Rh(z):kglAhk(z)(lmz)" (h=1,2....,m)
ist und R, (z) im Nullpunkte z =0 eine m g¢-fache Nullstelle hat. Mit
der neuen Verénderlichen
x:x(z):(l-wz)%, x(0)=1
gehen die vorigen Funktionen iiber in
Ry (@) = B, (1—2"), Ay (2") =4, (1 —2").

Die Umgebung von z = 0 wird abgebildet auf die Umgebung von « = 1;
9N, (@) hat daher in 2 =1 eine Nullstelle der Ordnung m o. Setzt man also

€ (z)=(z—=1)"" 9, (2),

so ist &, (x) bel x =1 regulir; es ist sogar leicht einzusehen, dal} es ein
Polynom ist.
Fiihrt man noch eine weitere unabhiingige Veriinderliche  ein und setzt

"
yk41_xk—-1
(Ih (x y) - Zg[hk (x" /Jiyr:;’nmﬂﬂ
k=1

W, (zy) = U, ")y,
k=1

?) Fithrt man die Berechnung wirklich durch, so erhilt man den Wert:

ne
LW, I'(w, —w,) I' (o)
3(‘01 @ ): S\ T Ok EARR)
0 0, :thf(ezﬁwh*wk) -
bk
Vel meine Arbeit (2.
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so besteht alsdann die Identitat
W, (ey)=(z —1)"&,(x) +(y —2) T, (xy) (h—1,2,...,m)

Die Determinante

(U (2" ]
ist nach 3. von Null verschieden, wenn z keine n-te Kinheitswurzel ist.
Also muB unter dieser Voraussetzung fiir jeden Wert von y mindestens

eine der m Zahlen
W, (x,y) (h=1,2,...m)

von Null verschieden sein.

5. Seien a, b zwei natiirliche Zahlen, so daf}

e=|

eine algebraische Zahl genau n-ten Grades ist. Zwei beliebigen rationalen

Zahlen mit positivem Nenner % und , die der Ungleichung
Bresnslre <§>lss < (3]s

geniigen, mogen die Werte von a und y

(%3 Gy P2
e YT
zugeordnet werden. Da x keine n-te Einheitswurzel ist, so bleibt mindestens

eine der m Zahlen U, (a, y) von Null verschieden; es sei etwa
<

uho(x7 y) +O'

Offenbar ist 1, (zy) eine rationale Zahl; ihr Nenner lifit sich auf die
folgende Weise nach oben abschitzen.

Man hat nach frither
o+Spr—1 i

2 = m 1 '0”” B
olo—1) lAhk() —1)"e Z e Q""

ot )

mit
K
(o+1)lol™ " (o4 0pp)! (0 0p,)"
k—1 k—1 -1’
G st S e
AN + F<k1+l n >,¢119F’<k l—+l n )
K
0+, 040,
wobel
(o 0u)!
— 1
F’(ﬁml-kl n)
"
o+ Oy,
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eine ganze rationale Zahl, dagegen fiir » 4 &
(9+5hx) :(“1)9+5hx n (21’&) e ((9+6h7)n)

B_1 | 2=l (n+K)(2n+K) ... ((o+0d,,)n+K)
r ( 1 | n )
" '
0+ Ony
mit K=-—nl-tx»x—Fk - n
ist. Nach ecinem Satz von Maier mul} also der Hauptnenner der Koeffi-

zienten der simtlichen Polynome A,,(z) kleiner als die o-te Potenz einer
Konstanten bleiben, die nur von n und m abhingt®). Wegen

" .
o 3 1 80 ()

ergibt sich der Nenner der rationalen Zahl 11, () hieraus durch Multi-
plikation mit 5% p;¢™" " gy" ", und da 1 (zy) ungleich Null ist, besteht

die Ungleichung
W, (y) =l ptT g

mit einer positiven Konstanten ¢,, die allein von n, m und b abhingt.
Nach 1. ist ferner

tn o

z ty
R,L(z):éfdtlfdt? ...Ofdtm_lx

+d0p1—1 +Opa2—1 011 40+0
(z ¢ )Q A1 (tlm tQ)Q B2 . )Q e -1 tﬁg——l’”“

. (tm—‘z“‘ 1

Opq— L Spo— L Spy 1%
(1=t T T (1, T

und mit den neuen Integrationsverinderlichen ¢, —zu, (k=1,2,...,m)

U 2

1 Uy
R, (2) :z"mfdulfdu2 ...fdumﬁlx

+d 1 +opa—1 +O0hm1—1, 0 FOhm—1
- ,(,,, )Q e (’LL Uy )0 o o (um 2 ~1)Q o uﬁz~{1h7’L __zng
o +o Fhm o 1—t o ’
(o) R ) R (1, )
wobel wegen
1
=1—-a"<
z x" < 9

die Faktoren des Nenners gréfler als § sind. Da ferner
1 me 1 :
S = (= T e e <Y
ist, so besteht die Ungleichung
G (2) <o,

wobei die positive Konstante ¢, allein von n, m abhiingt.

%) Siche die Arbeiten (9) von Maier und (7) von Siegel, wo auch Beweise aus-
gefithrt sind.
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Schlieflich ergibt sich aus der Integralformel in 2.

g

("’Dhl‘lAhk(z):]Z Iy =

ko
=1 24s8in-—-x
n

xfb

etoni-1 o UL 0 F w1

e asa T I
(@) o i

und der Definition von T, (zy), da
Ti(zy) | Lef
ist, wobei auch ¢, eine positive Konstante ist, die allein von » und m abhéngt.
Fiir die simtlichen Glieder der Identitit

o) = (5] nto) ¢ - 207+ 2ntan) (23

sind damit Abschétzungen nach oben oder unten abgeleitet worden; aus
ihnen folgt die KExistenz zweier positiven Zahlen ¢, und ¢;, die allein
von n, m und & abhéingen so dall die Summe der beiden Zahlen

’”l@ l g’
ﬁ — Ceqne+m 1qm 1 5 . 41 s 02:C§q1”9+m“”1q:”‘1§§ _%(

grofler als zwei, mindestens eine von thnen also griéfler als eins ist.

6. Es gelingt jetzt leicht, den Thue-Siegelschen Satz fiir die speziellen
algebraischen Zahlen & zu beweisen®):

+Bedeutet ¢ eine beliebige positive Konstante, m eine beliehige natiir-
liche Zahl, so besitzt die Ungleichung
15__}2‘<q """ +m 1)—
q|l=

nur endlichviele Ldsungen in rationalen Zahlen —g mit positivem Nenner.®

Hs geniigt, beim Beweis m auf die Zahlen 2,3, ..., n zu beschrinken.
Nur solche Losungen der vorigen Ungleichung brauchen betrachtet zu
werden, die der weiteren Ungleichung

1 1
2\ p 3\
ey
geniigen; diese st eine Folge der ersten, wenn der Nenner ¢ geniigend

grol ist. Zu irgend zwei solchen rationalen Zahlen % und 22 werde die
natiirliche Zahl o durch die Bedingung ! ’

qprlet < q, < g

*) Siehe hierzu die Arbeiten (1) bis (7).
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bestimmt. Eine einfache Rechnung zeigt dann die Ungleichungen
e _meve me\Q
19 < qm 1 <0491 2> : 192< qn+m+me 1q (C ql )
Gibe es jetzt unendlichviele Losungen der Ungleichung
f P " pmt
i — < K3 )
! : g = . ’

so konnte man insbesondere erreichen, daly

1 1
o 2

(“)ILS <P <§_>75, g, = max (C"Ig c;,w) ’
( 'ja"(m"”’ 1—2(n+m+ma-1))

ist; dann wird aber ¥, <1 und ¢, <1 und ein Widerspruch erhalten.

1

Gottingen, den 4. Februar 1931.
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