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Von Kurt Mahler in Gottingen.

In einer fritheren Note (5) zeigte ich, daB die Zahl e und eine beliebige Liouville-
Zahl stets algebraisch unabhingig sind. In der vorliegenden Arbeit werden diese Un-
tersuchungen weitergefiihrt und folgende zwei Sitze bewiesen:

Sind 9y, 0y, . .., Oy irgend N algebraische Zahlen, die linear unabhingig sind in bezug
auf den Korper der rationalen Zahlen, bedeutet ferner 1 eine beliebige Liouville-Zahl, so sind
die Zahlen

5 ’ Par A
et et L. e A

algebraisch unabhdngig in bezug auf den Korper der algebraischen Zahlen.

Bedeutet z den reellen Logarithmus einer positiven rationalen und von Eins ver-
schiedenen Zahl oder ist z = m, bedeutet ferner A eine beliebige Liouville-Zahl, so sind die
beiden Zahlen

z, A
algebraisch unabhdingig in bezug auf den Korper der algebraischen Zahlen.

Der Beweis dieser Sitze beruht auf einer Einteilung aller transzendenten Zahlen
in drei Klassen nach ihrer Fihigkeit, sich durch algebraische Zahlen mehr oder weniger
gut anndhern zu lassen. Zwei Zahlen, die algebraisch von einander abhingen, gehiren
immer zur gleichen Klasse; also sind zwei Zahlen in verschiedenen Klassen gewif
algebraisch unabhingig. Diese Klasseneinteilung ist kurz in Kapitel Eins dargestellt.

Um dieselbe aber anwenden zu kinnen, miissen schirfere Sitze abgeleitet werden
iiber die Approximation der Werte der Exponentialfunktion und des Logarithmus in
algebraischen Punkten durch algebraische Zahlen. Dazu wird von den entsprechenden
algebraischen Fragen ausgegangen. Sind oy, ®,..., @, voneinander verschiedene
beliebige Zahlen, oy, 0,,. .., 0, beliebige natiirliche Zahlen, so gibt es ein und nur
ein System von Polynomen

L. .. wp) .
A <z: . m) (k=1,2,...,m)
Ql e e Op
bzw. vom Grad ¢, — 1, 0, —1,..., 0, — 1, so daB die Potenzreihe
g1 s Og ’ y Sm ?
/ N ) ;o \ @
[ .. ) o LWy ... gy . N
Rz = M Azlz ) ek= >z
\ 01+ 0« 04y / kg Q1 .- Onm/ =0

genau mit dem Anfangsglied

L0170 +eer +gpy—1
2

(91#'021!——%‘ Qm“l)!
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beginnt. Die Funktionen A,(z) und R(z) lassen sich explizit durch Differentialausdriicke,
vielfache reelle Integrale und einfache Cauchysche Integrale darstellen; es handelt sich
bei ihnen um Ausartungen verallgemeinerter hypergeometrischer FFunktionen. Wie ich
neuerdings fand, finden sie sich bereits in einem Brief von Hermite an Pincherle (2) vor,
jedoch ohne arithmetische Anwendungen. Diese Funktionen haben eine Reihe merk-
wiirdiger Eigenschaften; wird z. B. gesetzt

[y ... ) Clwy .. o ... o,
A (Z ! ’") = Ak,(zf ! ' "‘} (b =1,2,..., m),

] |/
O1---0On 191"‘Qh‘7"1"’£)m

so ist die Determinante

" (;; ‘ Wy ... w,,,)% gt em (dc — 0 e O)

‘ Cop e 0w dz ’ /!
also nur im Nullpunkt gleich Null. Dieselben Funktionen stehen ferner, wie gezeigt wird,
in einer merkwiirdigen Beziehung zu den Polynomen, die Hermite bei seinem klassischen
Transzendenzbeweis fir e in der Arbeit (1) benutzt.

Die rein algebraischen Niherungen fiir die Exponentialfunktion

1{(3‘ Wy ... O\ \'1; A, (: Wy ... u)m) ok
Loy .. Om/ = 0y O
gehen in arithmetische iiber, wenn die Parameter gleich Zahlwerten gesetzt werden.

Zuniichst sei m fest, wihrend die Zahlen p, bis um eine Einheit den gleichen tiber alle
Grenzen wachsenden Wert haben und w,, w,, ..., o, Je gleich verschiedenen alge-
braischen Zahlen sind und z = 1. Nach einem Verfahren von Siegel (7) laft sich aus den
dann entstehenden numerischen Niherungen folgender Satz folgern:

Sind die N algebraischen Zahlen &, 9, . . ., Oy linear unabhdingig in bezug auf den
Korper der rationalen Zahlen und gemeinsam in einem Zahlkirper vom Grad n gelegen, so
gibt es eine positive Konstante Ty, die nur von N und n abhdngt, so daf3 der Wert des Aus-
druckes

My My

v Y A9+ e+ AyOn . E:

T Moo Qageeeay €00 AT max (| az...ay|) >0
J1=0 Ay=0 =20,1,..., My

Ay=0,1,.., My

mit ganzen rationalen Koeffizienten fiir geniigend grofles a der Ungleichung
—_ TNJ:,JIJ.' My

geniigl.

Hieraus 1t sich speziell die Aussage iiber Beziehungen zu Liouville-Zahlen her-
leiten. Im Fall N = n = 1 kann man noch genauere untere Schranken erhalten. Man
kommt zu dem weiteren Ergebnis:

Die Koeffizienten der linearen Form in 1 e, ..., e"

m
r= Y aeF, a = max (la;]) >0
m k=0.1,...,m

seien ganz rational. Dann gibt es eine positive Zahl ¢, die weder von m, noch von den Koeffi-
zienten ax abhdngt, so daf fiir geniigend grofes a die folgende Ungleichung besteht:

em® log (m-+1)
T — R o :
tr = aq log loga

| =
Dies Ergebnis ist eine geringe Verschirfung der bisher schirfsten Resultate von
Siegel (7) und Popken (5) iiber die Annidherung an e.
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Auf dhnliche Art kommt man zu Aussagen iiber die Anndherung an Logarithmen
und insbesondere an die Zahl 27 = log 1. Dazu wird in

Ale ) = S e e
0y == 0y = -+ =0, =0 festgehalten und m iiber alle Grenzen wachsen gelassen, withrend
oy = k — 1ist und z gleich dem betreffenden Logarithmus. Dann ergibt sich die Existenz
von unendlichvielen Annéherungen an z durch angebbare algebraische Zahlen vom Grad
o — 1, aus der die Angabe iiber Beziehungen zu Liouvilleschen Zahlen hergeleitet werden
kann. Es laft sich noch folgender Satz beweisen: ~
Fs gibt eine absolute Konstante ¢ > 1, so daf} fiir eine beliebige natiirliche Zahl m und

o
S

m -1 ganze rationale Zahlen ay, ay, . . ., @, mit
a = max (|a;|) = a(m)
k=0,1,...,m

die Ungleichung

g
Ntz
=0
besteht. .

Die Untersuchungen dieser Arbeit kionnen auf die Binomialreihe iibertragen werden
man erhdlt so fir den Spezialfall der Wurzeln reiner Gleichungen einen neuen Beweis
des Thue-Siegelschen Satzes.*) —

Herrn Prof. Siegel michte ich an dieser Stelle danken fiir eine Reihe von Verbesse-
rungsvorschliigen; er hatte die Giite, mich auf einige Irrtiimer aufmerksam zu machen.
Mein besonderer Dank gilt ferner der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft
fiir ihre Unterstiitzung.
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L

1. Bei Untersuchungen iiber transzendente Zahlen kann man oft von einer Klassen-
einteilung der Zahlen nach ihrer Annaherungsschirfe Gebrauch machen, die hier kurz
dargestellt ist.

Es bedeute z eine reelle oder nichtreelle Zahl, m und a zwei natiirliche Zahlen. Die
arithmetische Funktion

[ |
w (@] 2) = ou(a) = min (‘ 7akz"‘!)
ao,al,..,am=0,:F1,...,=Fﬂ =0 :
n
3 apteo
k=0

#) Dieser Beweis ist inzwischen erschienen in der Arbeit: ,,Ein Beweis des Thue-Siegelschen Satzes fiir
binomische Gleichungen®, Math. Annalen 105 (1931), S. 267.
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&

ist hiichstens gleich Kins und nimmt nicht zu, wenn m und a@ wachsen. Jeder der oberen
Grenzwerte

W

el @(g) = @ o= lim
o lOga st M

ist onL\wder positiv unendlich grofl oder eine endliche nichtnegative Zahl. Mit w,, ist
fir m" = m auch o, unendlichgroli; demnach gibt es einen Index p(z) = p, so dal w,
fur m < g endlich, fiir m = g unendlich ist. Die beiden Zahlen o und g sind nie
gleichzeitig endlich.

Definition: Eine Zahl z heilit

Q}m(;/') e

A-Zahl, wenn o = 0, n = -+ oo,
S-Zahl, wenn 0 < w < 4 o0, g = - o,
T-Zahl, wenn o = | o, M= - 0o,
L/"-Zahl, wenn = -} oo, u< + »

ist. Jede Zahl gehort einer und nur einer von diesen vier Klassen an.
2. Der Sinn der Klasseneinteilung ergibt sich aus einigen einfachen und altbekannten
Hilfssdtzen, deren Beweis auf Liouville und Dirichlet zuriickgeht. Man hat mit der Ab-
_[1 fir reelles z 1.
7 712 ftiir nichtreelles zJ°
a) Fiir eine algebraische Zahl z vom Grad n ist
mtl_ 1< o, = I; —1 fir m<n —1, Wy = :i« —1 firm=n —1;

o
w = (), W= o0

kitrzung o(z) =

b) Fiir eine transzendente Zahl ist
" ;1 —1 fir m=1,2,3,...; o= i
Die Menge der A-Zahlen ist also identisch mit der Menge der algebraischen Zahlen, und
man hat das Transzendenzkriterium:

Eine Zahl z ist dann und nur dann transzendent, wenn es zu jeder noch so grofien
Zahl £ > 0 eine natiirliche Zahl m und unendlichviele Lésungen der Ungleichung

W =

e

| |
r | Y 3 . i i
0< Mazb < a2, a = max (| az|)

L= l =01,
in ganzen rationalen Zahlen ay, ay, . . ., a, gibt.

Weiter gilt folgender Satz'):

¢) Wenn zwischen den beiden transzendenten Zahlen z, und z, eine algebraische Glei-
chung mit rationalen Koeffizienten, die nicht alle verschwinden, von der Form

3!

o B2 = ()
besteht, so ist

on(z1) = 03 — 1 4 0,0m0,05(2),  ©n(z,) ,‘f: 0y — 1 4 0y 0y, (21)
0(z) = 0, 0,0(2,), B w(25) = 0y 0y (z)
w(z1) = ay p(zy), w(zs) = aypu(zy).
Die Klasseneinteilung in A-Zahlen, S-Zahlen, 7-Zahlen, U-Zahlen ist somit in-
variant bei dem Ubergang von einer Zahl zu einer algebraisch abhingigen Zahl; zwei
Lah en in verschiedenen Klassen sind immer algebraisch unabhingig.

*} Siehe meine Note (5).
Journal fiir Mathematik. Bd. 166, Heft 2, 16
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Offenbar sind die speziellen U-Zahlen mit g = 1 identisch mit den sogenannten
Liouvilleschen Zahlen (4).

11.

3. Zu m natiirlichen Zahlen oy, 0y, . - ., 0,, und m voneinander verschiedenen kom-
plexen Zahlen y, w,, ..., o, existieren nach bekannten Siatzen iber homogene lineare
Gleichungen m Polynome

Ak<z “’1‘"2"“"”) (h=1,2,...,m)
NS
hochstens der Grade ¢, — 1, 0 —1,..., 0, — 1, die nicht alle gleichzeitig identisch

verschwinden, so daf der Index 7%, des ersten nichtverschwindenden Koeffizienten a,
in der Potenzreihe

“'Ak(zl L m)e“”»‘z: E a2
=1 L 01 Om frpeer

der Ungleichung
M=ty — 2o +120

geniigt. Irgendeine der so bestimmten Summen werde bezeichnet mit

R<z}w1...wm>: 4 (z a)l...wm)ewkz
‘Ql"‘@m g r Ql"'@m

und m ihre Ordnung, M ihr Uberschuf genannt.
Bedeuten D, D', J die Operatoren
D:gz, D e T s,
so gelten folgende Rechenregeln:
DT A(z) = e Axy(z), Ago(z) = (0 + D)TPAGE) (0 =0,1,2,...).
Ist A(z) = 0 ein Polynom und w == 0, so sind die Polynome A ,(z) und A_,(z) auch
nicht identisch Null und von genau gleichem Grad wie A(z).

GemiiB der Definition von R (zi ‘;’1;"’") sind die Polynome
Lee e Om
Ak(z “’1""“’") (k=1,2,...,m)
O1---0Cn
nicht alle gleichzeitig identisch Null; es moge etwa A H(z a;l o ;Om> = 0 sein. Ist dann
Lo Om

I==H, so wird

D™ MR (z @1 wm> = Z Af(z) el on®

Or. - Op e
E+h
' E=1,2...,m
AFz) N D"hA(ﬁwl"'w’”) ( , 2, , )
£(2) = (op — op + D) A J) )
wobei die Polynome A7(z) hichstens vom Grad g, — 1 sind und dasjenige mit dem
|
Index H nicht identisch verschwindet. Die Potenzreihe von R (zl 621 Y ;Um) begann
[ -4 SRR e 1)

m )

aber mit der (M ~}—ng — 1)-ten Potenz von z, so dall die Potenzreihe der
k=1
Funktion



Mahler, Zur Approzimation der Exponentialfunktion und des Logarithimus. 123

O .. W)

D~ R ( |

01+ - 0/
T
. . U .
mit der (M + Mo, — 1)-ten Potenz von z anfangt; letztere mufl daher nach der obigen
—_— Ck o)
=1
k+h
Definition gleich einer Funktion
/?( W] — Op ... Op—1 — O Wpi1 — Of « .. Wy — Of)
\ 0, S 0p_y Oni 1 A 0,

. . . . S 0 PR
der Ordnung m — 1 und des Uberschusses M sein. Von einer Funktion 11’( z| ! "
{

. J]. ct Qm /

der Ordnung m und mit positivem Uberschull kann man daher stets zu einer Funktion
der gleichen Art von der Ordnung m — 1 und von ebenfalls positivem Uberschuf absteigen.
Dieses Verfahren kann wiederholt werden, so daBl aus der Existenz einer Funktion

R (:

\

Wy ... W . . .. X . - .

! ’”) beliebiger Ordnung und von positivem Uberschull die Existenz einer
01...0 - .
<1 o Cm
ebensolchen Funktion der Ordnung 1 mit positivem Uberschufl folgt; eine solche existiert
aber gewifl nicht.
Damit ist gezeigt:

w

Der Koeffizient der (kz_,ln — 1)-ten Potenz n der Potenzrethe jeder Funktion

Riz “t ©n) ist ungletch Null.
0y 0y, ’

Hieraus lassen sich eine Reihe von Folgerungen ziehen. Offenbar besteht erstens
der Satz:

Satz 1. Seien 9y, ¥y, ..., dv komplexe Zahlen, die in bezug auf den Kirper der
rationalen Zahlen linear unabhdngig sind. Dann sind die Funktionen

7,607 " N

algebraisch unabhingig in bezug auf den Korper der komplexen Zahlen.

O .. O . . . :
! '”) eindeutig bestimmt ist, wenn

o

verlangt wird, dafi ihre Potenzreihe genau mit dem Gliede

Zweitens folgt, dafl die Funktion ]?(:
: TR

701 oo oy —1

(Ul Fooo o, — 1)'
beginnt; diese Annahme werde von jetzt ab gemacht. Alsdann sind auch die Polynome

B TR PR R . . . S . . .
,1;6(3 ! “Z) eindeutig bestimmt, und zwar sind sie drittens alle nicht identisch
\ 04 . Y
Cre e Cm’

0, — 1. Viertens folgt,

Null, sondern vielmehr genau von den Graden o, — 1, 0o — 1, ..., 0,,

b

A
. . . Wy ... Wy . .
daB die Funktion R (z ' m) in den Zahlpaaren

\ 1)1 .. 0, v
- S

(('“1 Ql)? (0)202)7 ] ((” :n)
symmetrisch ist.

4. Wegen der Eindeutigkeit und nach der Annahme iiber den ersten nichtverschwin-

denden Koeffizienten in den zugehorigen Potenzreihen ist

[ ] zo1—1
1{ (:/, ! (})1> . L 6/'7‘;7
Flo) T (e — 1!

) Wy o o« Wy LWy T Wy .. Wy — Wy

R (; — " g R (:

\ 0102 -+ 0y ' e e

=12

[

16%
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und folglich
. \ . 72m-—1
Wy Wy o v o Wi . ( ?’1'12 /U:) (/(”’2 -wy)2 JU.:) ) ((,(‘”m———l'”"”mm?.)z ‘]’—’li) e(wm"'”’m—l)z Q,),M R
0y Og- - 0y / (('m, - 1)‘
oder nach einer einfachen Umformung
B (; Wy Wy . .. m,,,) N
N 01 Og -« Oy /
z 1 t—2
. r . . 011 0 —1 / op—1—1 yom—]
/dfﬂh /,u {“why (b = )" e (e = et 70 I
1 2 Al S N 7 Y] T (0 1 &
; J ; (o, — Do, — .. (0,,_, — Do, — D!
X (’;wi(zmrl) Fati—t) feee oy gy oty —1) Feply l}

[ oy wy. .. Oy o .
e ’”) explizit bestimmt.

Damit sind die Funktionen R(;
, 01 Q2 - 0y
[ Wy Oy . .. N
kann eine explizite Formel angegeben

5, All(‘,h fﬁl‘ die Po]\'nome A |\ 2
. k
\ ()1 e Oy

0
werden, namlich
wy o ® n Z% 1
0y Wy . . . _ 7 ‘
Az L m) = /l (0 — on + D)% o (k=1,2,...,m).
\ Oy Qo v v Op 7 he=1 (Qk - 1).
h+k

. Wy — )

A, (Z ‘ Wy — o . .
‘ O2 s Om !
mit m — 1 Paaren (w,— w4, 0;) bewiesen. Wegen
R (: @y On) e o (z Wy — Wy ... Oy — (()1) ’
01«0,/ Vo 0y C Om
e

I),,_.() e(u; A (:) . ewz . (U) 7§‘
fmy ... . .
Azl Tt '”) mit von 1 verschiedenem Index k;

gilt sie dann auch fiir die Polynome Ak(
) ' L0y 0y,
R 154 =N
S ( Wy ... O . . . . )
das Polynom A,{z , welches auf diese Art noch nicht bestimmt ist, muf

N0y Qm ‘
Wy ... W . .

! "‘) in den Zahlpaaren (o, g,)

(i?lﬂ]‘ na("h (J(?',I’ bewiesenen x:‘jle]InC’LI‘iQ von h’(:
V01 0
<1 m

gleichfalls die behauptete Form haben.
. . S ) DI s F S o
Der Differentialausdruck fiir Aglz —* lift sich in ein Cauchysches Inte-
L0y ... 0 /
L1 o
gral tberfithren. Ist als Potenzreihe geschrieben

i

[ ] (on = on+ D)™ =

h=1
hk
so wird nach dem Cauchyschen Integralsatz
m
-op 43

(k) 1 l |

c = . Wy — @y T 3 b

‘ i h:? (o oy -+ 3) 31
Co h+k

wobei iiber einen geniigend kleinen Kreis ¢y um den Nullpunkt in positiver Richtung

integriert wird. Wegen
. o1 _op—i—1
A # 2| Wi Om N e ;,:‘,,,,,,,,,,,,,,,’
«{.)1""‘0"1, Z:;T)/ (Qk ‘”'l ““““ 1)~
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ist daher

e -

{ (‘" A | ’
Apls s g
Vo0, 2

© Km
y

k I:,
da die Funktion

m

h[[ (w0 —

Bedeutet €} einen geniigend kleinen Kreis mit positivem

im Nullpunkt regulér ist.

l = (.)lg

[l (”k — V“ %) Oﬂ !)k

v ()
!

v (23)

] —e
o -+ 3) h,«;}; /)

l=0f

1 /'
—dj = Qi) om
C

Richtungssinn um den Punkt w; C, einen geniigend groflen um den Nullpunkt mit

positivemn Richtungssinn, so wird folglich 2):

/

9

R (z

Dy ...

Wy ...
O« .-

Wiy

cot Q)’IH

Q m

W)

1 /‘ B e% ({\ -
i) m ’

] ,3 - (1)},

=1
1 / e d3
2w . m -
Cop //(% o (,f)h)oh
h=1

Dem letzten Integral entnimmt man die Differentialgleichung

m

[ [ — o R
h=1

Lo, ..

01+ 0p

[

und zwar ist 1{(2

(ﬁ)l...
oo

) die einzige Losung dieser Differentialgleichung, die

wm) -0

Om /

I

im Nullpunkt eine Potenzreihe mit dem Anfangsglied

(57‘17 R

besitzt.

6. Wenn /i und k& Zahlen der Folge 1, 2, .. .,

Bh(z; e Om
SRR

ist, so werde gesetzt:

Loy
wy. ..

Die quadratische Matrix

besitze die Determinante

Oy

0 Fees

1

”
e

) 1 (” o .. Om )
= Al 2 . N .
QI * (31'21 ° Qm —‘ Olun/
W) [ Clw W)
m ce. G
) e (A hk (Z 1 m))
Om / 01 « Om /
. w <.
D (z ' m) ,
01.--0

1
0

Fey—1

ém - 1)’

m sind und wie iibli

fir h =Fk
fir h=Fk

%) Diese Formeln stehen bereits bei Hermite (2).

! i
Ql T 0 P T

Wy

6hm ) '

Rl “m

“m

ch
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und durch Fortfall der h-ten Zeile und k-ten Spalte entstehe aus ihr die Unterdeter-

minante
Y A S T )0
l)kk (3 t .
\ )
Wy W)

) (\in Polym)m i!l Z vVom Grad O 'T\" (3,“1. - 1. der I{OPﬁ]AlQHt
0 0., 7/
Q1 Um

der hichsten Potenz von z ergibt sich aus der Darstellung als Differentialausdruck zu

\ —07 —0,
’r '/[ Wy — U)Z) %
(06 + O —

hk

Offenbar ist Az :

Wy ... (),n\
e /

mit dem Koeffizienten der hichsten Potenz gleich

Die Determinante D (: ist folglich ein Polynom in z vom Grad ¢; + - - - + 0,

VAl 0

‘ m m

1 .,
Co | / [/[ Wy — o) .
ol os! Lo,

k=1

Aus den linearen Gleichungen in den Gri‘)Ben eE e E L, ePm?

m \ . .
v Wy ... Wy . - Wy .. Wy .
S Ah,v.(z L ! ) evkE = H;,,(; N '") (h=1,2,...,m)

=1 V01 O Ore - Qn/
folgt andrerseits durch Auflosung nach evk# die Identitat:

/ \ m , . L .
Wy ... Wy } 5 Bl Ly ) Wy ... Oy
[)(Z, 1 ") e0k? — ‘\ (— 1 )“‘ Dl 2 ‘ 1 /') Rulz 1 u

01+« Om h=—1 \ QI N V0 O

Wy ... Wy

Also ist [)(: > durch die Potenz z% """ 7 teilbar, daher

01+« 0/
/ w w \ FO( e m m
Dy . e Wy Z oy
Dl )} ’):’err 1[11[ wp — o) .
T IR N PP Y

Wy... Op

| nie gleich Null
01" O/

Wenn z nicht verschwindet, so ist demnach D (z

7. Die Matrix A (z | Cre w’”) besitzt als Funktion ihrer Argumente eine Reihe
O1..-0

“m
merkwiirdiger Eigenschaften. Werden z. B. die Zahlen gy, 04 . - ., 0, gleichzeitie um
Eins vermehrt, so multipliziert sie sich nur mit einer Matrix, deren Elemente rationale
Funktionen in z von beschrinktem Grade sind. Mittels einiger Formeln von Hermite
. . . . . [ oy .. @y . P ,
gelingt es, wie wir zeigen wollen, auch die zu A (: ) , ) reziproke Matrix zu be-
stimmen. . o

s api
L8 sel

und

Fulalp) = Yz (h=1,2, ..., m),

so dal identisch

[Fag) ey = — Faal3) e
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b [ A Ld (

ist. Zur Abkirzung werde gesetzt:

. w Wi\
PR e R o P SO S - 1--- %m
z "ozl o) = )Ihk("“ o o
AR 6 ¢ -
o , o kL =1,2, 00 m)
01 ke, (Optopz N L LWy iy
71 e k ! f Fh(o) e (15 /f]hkz(;.
233 N ()] - U/n
Dann besteht die Identitit
/ | / \
o { Wy ... W _— Wy ... Wy . [£9 PR 0 } .
Wz '“) VT JI/LL(, ' > OO == ]{h,,ﬂ(z ! ; m) (hyk,1=1,2,....m)
N Oy« - Ou / N O« O N 01+ Qu

Wy ... Wy . . . . .
! "'} besn‘z‘u in der Umgebung des Nullpunktes eine
010,/ iy ‘
i
¢

Potenzreihe, die erst mit der (o; + - - - - o,,)-ten Potenz von z beginnt. Die Funktionen

4

Die Funktion ]{;,,A.g(:
\

N Wy ... Wy 3
Wl 21 1 "‘) sind Polynome in z genau vom Grad (0, + - - -+ 0,) + 0, — 0, — L.
o : ok

N g1

LWy .. Wy . . .

L '”) ergibt sich leicht aus der
o 0 B

01 - ..

m !

Der Koeffizient der hichsten Potenz von z in )lM(

Definition zu
(0, — Op)! » (w, — w )leﬁ"l
Or nil ‘ o 0, .
=1
Ik

. [y o) . . . .

Mit. ‘)((:. ! '"} werde weiter die quadratische Matrix
0 0

01« .-

~ T
| w , L .. op))
1 m ol 1 m
Ql"'@m’ Ql"'gul. ‘
. o wy .. ) . . .
mit ’S(" ! ") ihre Determinante bezeichnet.
\ 0 . 4]
N g1 )

Wy ... Wy

8. Offenbar ist 1\(: ein Polynom in z genau vom Grad

01+« Op/

(m —1)(or + -+ 0.)-
Da die Glieder in der Diagonale dieser Determinante jeweils von hiherem Grade als die
anderen Glieder in der gleichen Spalte sind, so ist folglich der Koeffizient der hochsten
Potenz von z gleich ‘

(0 — D (e — D! . (o, - / / / / (0r — @),
k =1
Ik

d. h. gleich dem Produkt der entsprechenden Koelfizienten fiir die Diagonalglieder.

. Py ... Wy . e o Wy ... Wy E Cx
In der Determinante 3(2 t ) werde jetzt fir *)I/m<z L der Wert
Ql"'em ‘91"'9;1»,'
R Y C oy o) S P
*.)lhk . Uy m) = plog—o) ()[m( 1 m) L g2 1’1)1, ]k(z | 1 m)
N Oy« - 0Opn Ope- - 0p N 91-~~an

eingesetzt und alsdann fiir k£ = 2,3, ... m von der k-ten Spalte die erste multipliziert mit
e@k==)? gubtrahiert. Die Glieder in diesen Zeilen gehen dann alle iiber in Potenzreihen,

L Wy... Oy

) durch gt o)

Ql"'ﬂ‘m’

die erst mit der Potenz z*" " " *»heginnen. Alsoist@(:

teilbar und die Formel von Hermite
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@(z}“’l"';‘””)=:<el-~1>!(92~1>!. (00 — ’[7l7(wk-w)9‘ Lt e

Q1.+ - 1 It
l+k

bewiesen ?).
9. Die vorige Identitit ergibt sich auch aus einer Beziehung, die zwischen den

‘ ‘
beiden Matrizen A(zS R wm) und 91(z| 1 w"’) besteht. Es ist

‘[91"'@17» \QI"‘Qm
vAm( KRS wm) euIE == Rh(ztwl' . w,,,) (h=1,2,....m),
! "Qm EQl"'@m
i |
?Ikl(z‘ B wm) ‘“IZMQIH( ‘ o wm) e = Rk,u(Ziwl' o wm) (k1 =1,2,...,m)
191“'m L0y - O (IS TR
und also

" lw ) ‘o w
e 3T A (z v m)%[(z L m):
g " ’ Oy« 0y H ! 0 e O

1 -

Ly, ... © }w...w, "
=9 (z‘ B m>Bl<z t ’">~— E A (z
A R A I S R

1 1-

Wy ... wm)

10+ On

Wy ... wm) Rk“<z
01+ On '
Auf der rechten Seite dieser Identitit stehen lauter Potenzreihen, die erst mit der
(0, 4 - - -F p,)-ten Potenz von z beginnen. Die Ausdriicke links

k43
ZAM(Z Wy wm) QIM(Z Wy ... wm) =Ehk(Zl Wy ... wm)
11 Q1+« O - Qm ]Ql"'gm
sind als Polynome also durch diese Potenz von z teilbar. Andrerseits ist das Polynom

Am(z! 00)1 o ;U ) vom Grad o, + 0,, — 1, das Polynom %d( ;0’”) vom  Grad
1 U i
(o1 + -+ 0,) + 0y —o — 1. Folglich ist (zl ;om) ein Polynom vom
Lo O

Grad (p, + -+ 0,) —1 fir A==k und vom Grad (o, + -+ p,) lir =4k
Im ersten Fall ist es demnach identisch Null, im zweiten Fall aber identisch gleich einer

wl-.

Konstanten mal 2227 T Indem wir Gebrauch machen von den Koeffizienten der hichsten

Potenzen von z in den Polynomen Ay (z » >und 21;,1( wm),diefrﬁher
. m 1 Cm
bestimmt wurden, gelangen wir also zu den Pormeln
Ehk(z Wy .- “’m) :{S;ZQH““JF% fir b = k,
SO 0 fiir &+ k.
Diese m?* Gleichungen lassen sich in die eine Matrizengleichung
A(z wl...wm)%,(z wl...wm):z91+...+gmp o)
Q1+« Op 1+ On (91 on
zusammenfassen; dabei bedeutet der Akzent die transponierte Matriz und P(py. .. 0,)

die Diagonalmalriz

2) Vel. hierzu und zu den vorigen Formeln die Arbeit (1) von Hermite. Der Hermitesche Beweis benutzt die

Zerlegung der Matrix Ql(z ‘ o U’”) in einfachere Faktoren.

Qr---Om
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1oy 0
51
P(Ql e Qm) = . 92 R . N
Omn

Durch Ubergang zu den Determinanten fohft wieder die Hermitesche Identitit; ferner

. . L . Wy LW . Wy
ergibt sich, daB die Unterdeterminanten th( Ql ) ”’) von A ( Ql ’) bis
1 Sm 1+ Qn

" w o) .
auf von z unabhiingige Faktoren gerade gleich den Polynomen i)Ihk< 01 ) ”) sind.
o B
Die vorige Matrizengleichung laBt sich als Verallgemeinerung einer bekannten

Gammabeziehung auffassen. Man zeigt leicht, daB fiir R(z) > 0

i oo g
@ Oy Loeend & 8y, —z
QI};L( . m) =z m f [ ](35 o — )M e TR s
0 =i

Q1+ On

ist, wo iiber die positiv reelle Achse integriert wird. Also ist nach oben:

1 e ds oo P M—
i e ) ([ [T 6 o ), ~wpﬂw
Ty I (3 + wp — wl)éz+% I=1
=1 0 3

und diese Matrizengleichung enthilt im Fall m = 1 die Formel

1 ' e r—1 p=23 :‘g.
ﬁaolﬁfﬁ Ry =,

die ein Spezialfall der Funktionalgleichung

Ms)r(t —s) =
()¢ sin 7ts
der Gammafunktion ist.
1L
10. Die Zahlen w,, w,,..., ®, mogen alle in einem algebraischen Zahlkorper
® n-ten Grades liegen. Es sei o, = gy = -+ = g,, = ¢ eine tber alle Grenzen wachsende

natiirliche Zahl; mit ¢, ¢y, . . . werden positive Konstanten bezeichnet, die von g nicht
abhangen.
Den Integralformeln in 4. entnimmt man die Ungleichung

. Op c§ : ¢
mft O 0 o( L), (h=1,2,...,m).

1.0 é‘

740

Weiter ist nach der Differentialformel in 5.

[

\ Lot (7}&1,“1

4MG< ; Wy ;x)m) {[ ( \1( 0 . lf‘m) (o — (Uz)”g‘m&m‘k‘ Da,l)J o L
; » l / 0 Wk

,)1.1.

”T' |

wobei die Summen nur bls zum Index p erstreckt werden brauchen. Sei
it

Q= 17 (o — wi).

hk=1
h<k
Journal flir Mathematik. Bd. 166, Heit 2. 17
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Der Ausdruck

Wy ... W, 90t1 7 PR/
ahk( 1 "L) = o! Ahk(h 1 ”)

\ Q1+ - O ' 01+ Oy /

A . . . . m 1) (20 +
ist alsdann ein Polynom in den Zahlen w,, w,, ..., w, vom Grad = s

dessen Koeffizienten ganze rationale Zahlen von der GroBenordnung O(cg p!) sind.

Durch die Gleichungen

m \ / \

T Wy .. Wy Wy ... Wy

) ahk( V ek = rk( ' ”) (h=1,2,...,m)
;‘"1 ‘Ql"'@«m’ Ql"'gm

mit,

\ | / \
wWy... W, 901 |y ... , c§

7'};( ! ”L) = !2 ot Q‘ [{h(i | ! m) — ()( ";}f_’;l
91.-- ¢ P01 - O ! /

sind m linear unabhingige Formen in den Zahlen e“* gegeben. Seien

m

E Qpr €% = Ty, (h=1,2,..,u; pn<m)

t unabhéngige Linearformen in den e”* mit ganzen rationalen Koeffizienten, fir die

max (|am|) =a, max (ju)) =r
h=1,2,...,u h=1,2,, .., 1
k=12,...,m

ist. Alsdann sind die u Formen 1, 15, . . ., v, zusammen mit gewissen m — u der Formen

Wy ... Wy
'
V... 0

<m

), etwa den Formen

(wy ... Oy Wy ... Wy ) Wy ... Wy
Iy I, I
1 ? 2 ’ ? m—
Q1+ O/ Or---0 A ST

m m

linear unabhingig. Die Determinante

[y ... Wy ‘... ) |
ahll L ahlm
Ql cor Qm Ql N

T Em

; (0)1 C (u,,,)
Ry
mTETN g0

|

0 = ia’hm——»,ul (

Wy ... w,,,)
Oy--- O

713
a“ P 5T
Au1 P Oy |
ist also von Null verschieden; sie ist offenbar ein Polynom in den Zahlen Wy, Woy o o vy Wy
. m(m — 1)Y(m — u)(20 + 1 . . ..
vom Grad - (m = 1)(r 5 #)Ee + 1) mit ganzen rationalen Koeffizienten von der
GroBenordnung O(cfo!"—# a*); demmnach ist nach bekannten Sitzen
1 . .
6 e ()((lg 0!(""‘#)(”“‘1) a(“—“l)l‘) )

Sei die Unterdeterminante von ¢ zur [-ten Zeile und k-ten Spalte mit &% bezeichnet: dann
ist offenbar

. Wy ... Wy
()["2 . 0(@%9['"‘“/‘“‘1 a/‘), (SZZ ™y ( 1 m

) = O(cgo!l™* a~) firl=101<m — yu,
Oy .. O /

O = O(ct ol ar=1), Okt pin = O(cgpl™#a*1r) fir m —pu +1=1<m,
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und wegen der Identitit
e I W, -
w . 7 Ik ox Vg e it : Y Atk g
dek = N (—1)TF ok r;,z( ! ) + N (=) Uiibn
et S T zxym,;,l
wird
1 = O(ng Q!m(n-wl)wmt aun) *% O(('{i)l Q';('“'W”)" qun—1 ?‘)
oder
cgl Q!(m—«y)n aqrn—1 p % C12 — (13 ng Q!m(n~1)-—/m ar

Wir machen jetzt die Annahme
pn >mn — 1) d.h. p> m(l — }z)’
ist @ geniigend groB, so gibt es dann immer eine grofte Zahl o, so dal

6,52 g C13 C:Qm Q!m(nn—l)—*;m aun

wird; daraus ergibt sich die asymptotische Gleichung

wn

r ol ~
log ¢! un —mn —1)

log @

und folglich

r=a7mF mit e >0 fiir a = gy(s)
mit dem Exponenten )
(m — p)pn® mpyn

pn —m(n — 1) pn —m(n —1) L

T = un — 1 -

11. Seien &y, 9,,..., ¥y N algebraische Zahlen im Zahlkorper § n-ten Grades,
die linear unabhingig sind in bezug auf den Kérper der rationalen Zahlen, M,, M,, ..., My
und g, phy, .. ., gy je N natiirliche Zahlen; die Koeffizienten des Ausdrucks

My My
R y 7 Y Ay e AN Sy, . | (0
1*“2{ 2 a;gl...gN(?ll N 'y a4 = max (ia}'l"';“N:) /ﬂ()
41=0 iN= A =0,1,..., My

‘QTN:O’ L., My
seien ganz rational. Die Linearformen

A =0,1,... 1

MO ANy

7] = ¢

1"';'37

Ay =0,1,.. .,

175
von der Anzahl
po= (g + Dps +1) oo (ux + 1)
in den Ausdriicken
A =0,1,.., M, + pny
ey Oay.ay = MO+ Ay Oy .
Ay = 0,1, ... My & py

der Anzahl
m= My 4+ py + 1) (My+ py +1).. (My + py + 1)

%) Siehe wegen des Beweisverfahrens in 10. die Arbeit von Siegel (7).
17*
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-

sind offenbar linear unabhingig, und jeder der Quotienten
T |

liegt zwischen positiven endlichen Schranken, die von den Zahlen Q3,...2y Dicht abhéngen.
Fir e >0 und a = a(e) besteht also die Ungleichung

Ir‘ga—r—s
mit
e O ) Ol oy ) (1) (D)
n(uy 1)y + 1) — (0 =) (M, + gy £ 1) My + oy F1)
wenn

1) (1) = (0= 1) (My 4y 1) oo (My + iy +1) >0
ist. Diese Ungleichung kann durch die Annahmen
11[; ]

My = [ . V)
(2n — 1) -

erfiillt werden, denn dann ist

1
M, ( 2n )1‘;
1+,u;—{—1"2n—1 ’
also
_n—1 ( _;’?{L,)> n—1 2n 1
! no 4 1+m+1 =1 n 2n —1 2n —1
und
N
M,
L)
'[17( ot 2n
n—1,7 . M, ): '
=t ( My
no p{ +[u.;—f—1
so dal
N M, ‘
T=2 () () =t =22 [ ] F + 1\ -1
f 1 (ﬁ?_’%‘) 1
2n — 1

wird. Fiir N’ = 1 kann die eckige Klammer fortgelassen werden, so daf dann
ST =2n2n — 1) My + (2n — 1)
ist.  Damit ist bewiesen:
Satz 2. Seien &, 9,,..., 9y N algebraische Zahlen eines Zahlkirpers ® n-ten
Grades, die linear unabhingig sind in bezug auf den Kirper der rationalen Zahlen. Sind

dann My, M,, ..., My irgend N natiirliche Zahlen und die Koeffizienten der Linearform
ﬂll M.N
Ay @ A-ees - Ay : :
U= 2 May..ay €117 VN @ = max (a;.ay)
A1=0 Iy=0 AL =01, M

ZNZ‘O,I,...,MN
in den Zahlen

PPt Ry ly
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ganz rational, so besteht fiir geniigend grofes a die Ungleichung
\Il g a—TN’nﬂfl...MN

mit einer positiven Zahl Ty ,, die allein von n und N abhingt. Die Zahlen

& B it
et e e

sind also algebraisch unabhingig in bezug auf den Kérper der algebraischen Zahlen.
Fiir N = 1 ist speziell, unter Beachtung der fritheren Definition
op(eh) = 2n2n — 1) m + 2n — 1),  w(eh) =<2n(2n —1),
also ¢’ eine S-Zahl. Allgemeiner folgt leicht aus den eben gezeigten unteren Ab-
schitzungen fiir r, daf jede von den Zahlen
e ey
algebraisch abhiingige Zahl entweder eine A-Zahl oder eine S-Zahl oder eine 7-Zahl ist.
Unter U eine beliebige U-Zahl, z. B. eine Liouvillesche Zahl ) verstanden, sind also die
Zahlen
el LN U
stets algebraisch unabhdingig.

12. Das letzte Ergebnis enthdlt die Aussage, dall die Zahl e eine S-Zahl ist. Bei
Benutzung der Hermiteschen Formeln kann man zu einem schirferen Resultat gelangen.

Es werde wieder g, = g; =+ = g, = o als grofle natiirliche Zahl angenommen
und dann
‘ 01
le ) =l )
m\ 01.
thl<zi 0 ) = Rh+1L|1l+l( QQ o... )

gesetzt, so dal}

e ol ol )

4 4
ist.  Wegen
d ﬁ‘ , e -
g{hk< ) Zz<m+ne-z . dﬁlﬁé)_ o Bl = g (5 — 1y

ist klar, dafl die Polynome S)Ihk(zi ’:) lauter ganze rlationale‘ Koeffizienten mit dem ge-
meinsamen Teiler

(e — 1!
besitzen. Die Zahlen 91hk<1 § ZL) sind also gleichfalls durch (o — 1)! teilbar.

Es ist als Integral geschrieben:

(1 ’;l) «;/[7 (5 k — M e ds,
m) . kan )2 g s

Wenn ¢ iiber alle Grenzen wiichst, so ergeben sich hieraus mittels der Methode von La-
place leicht asymptotische Formeln 1).

1) Siche (1), S.157 und (3).

Bhkl(
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Im Integral fiir QIM.,(i ';L> wird das asymptotische Verhalten durch das Verhalten

des Integranden bei 3 ~ (m -+ 1)p bestimmt. Hier ist aber

m

m m Qw—ém = Z(kug) m
- ) 4 +1)o—1 F—
/ G+ E— )0 (T (mH)o lllkl T )7) —~ 6(”5“)@*1 c’zl"o Né(m 1)e 16 2 ;

=0
und durch einfache Abschétzungen zelgt man

[ W m -y
m k— 2 7 Vo , )k“‘ 3 27 (m+1)e (,,,.g_ e ,(,,H 1Yo

und erst recht

'm 1 4 s (Do —(nt1)e
QIM( ) = —{m -+ 1)(m+1)e Q(7+1)‘ e H)e) )

e \\"/Q /

Bedeute weiter £; die Wurzel der Gleichung

m
1
) ) ——
=31

im Intervall (2 — 1, 4) fiir 2 =1,2,..., m und sei

m m 1

Ty = & —1), o= 3
LZ@ ) o= X

Das Integral

IE]

A

wird fiir grofles ¢ nach der Laplaceschen Methode asymptotisch gleich

—t, I
et /,.)"z 0
75,

[[]6—0"eds
Y, =0

7',7 *—~]Z / 00,

. . - . ‘'m . .
wihrend sich die Funktionen Bw(A j ) additiv aus mehreren dieser Integrale zusammen-
o

setzen. Sel

7 = max (in‘,).
I=1,2,...,m

s %) 47

Fiir grofes m ist v leicht abzuschitzen. Man hat

Dann ist also

= (=) (il = 0o (L= 0) L 1) (Cm— 2) S A (m — A+ 1)1 ?;;%
A

und da (m ;_ 1) um so kleiner ist, je kleiner |m + 1 — 241, so ist
(m 4 1)!
< MNPyl
D<= m L1 m!
1

Man hat also erst recht:
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13.  Seien jetzt ay, ay,...a, m ganze rationale Zahlen und das Maximum ihres
absoluten Betrages

= max ([a|)
k=0,1,...,m

von Null verschieden und sehr groB. In dem Ausdruck

konnen die Werte e* eliminiert werden mittels der Formeln

[om

o1 " ) e = wlt| ™) + 1{,,k0(1 )k =0,1,. 0 m),

4

so daf

| m m

9{,,(.(13 LT ar,,k<1 | ’”) + Vg R,,M,(m ”‘) (h =0,1,...,m)
e =0 e/ = e

ist. Die Determinante

m )

e )h,kv: 0,1,...,m

;thk(i |

ist nach der Hermiteschen Formel von Null verschieden; die Linearformen

o
k

m /
; ) m
L= a Wt ") (h=0,1,....m)
=0 ' e/
in ay, ay, ..., a, konnen also nicht gleichzeitig verschwinden. Sei etwa L, von Null

verschieden. Dieser Ausdruck ist dann eine durch (¢ — 1)! teilbare ganze rationale Zahl,
]
. C e ; | m . .
da alle Koeffizienten Q{hk(’l; ) es sind; also wird
Le

, 27
N

o

Seien wieder ¢y, ¢y, . . . positive, wohl von m, nicht aber von a und ¢ abhingige Zahlen.
Man hat nach den Formeln in 12.

m

/ 1o | |
| B Lmoy m:= | moy| Cs 1o +1)o  —(m+1)e
M oa Rhm’:l’)(1 L, ) = qga——= ;*?Ihuo(’l‘ )1 < 2 (m A4 1) gl De e

=0 @/ l 0 | Lo 19
also
¢ mil)e — : c: _ mle
kz (m + 1)(m+1)e Q(m% 1)98 (m+1)e i": > /d Qé’e e __ €~
Ve Ve Ve
und
- czefeT? —ciamle

i,‘!iz, - .
! cg(m + 1)(m+1)£ Q("H‘Uge (m+1)o

Jetzt werde o gewihlt als die grofte natiirliche Zahl, die der Ungleichung
eso — 1) e < 2¢, amt!
geniigt. Dann ist gewiB
olog ¢ =log a 4 o log (m!e) + O(log o)
und
_loga
loglog a”
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Es wird also

‘ ‘ m -1
logir =2 (ologo — o+ 0O(1)) — {(m +1)yologo — (m -+ 1)plog " g»w -+ ()(1)}
oder
, m + 1 log a
pl = - — | — - i,w . R S /
log r = —mloga {m log(m!le) — (m - 1) log — hw log ((1+o(1)).
Also ist fiir ¢ >0 und a > a(e)
e
= a mum
und zwar besitzt 1 den Wert
+1 , f
A= mlog (mle) —(m -+ 1) log = 1 = m?log m -+ O(m?).
Damit ist folgender Satz bewiesen:
Satz 3. Die Koeffizienten der Linearform
r=agtae+ - Fanet, a=max ([al, e, ..., (a.))

seten ganz rationale Zahlen, die nicht gleichzeitig verschwinden. Dann gibt es eine positive
Zahl ¢, die weder von m, noch von den Koeffizienten der Form r abhingt, so daf fiir a = a(m)
die Ungleichung

_emtlog m--1)

logloga

I

\Y
2

besteht *).
Speziell ist also nach den Definitionen und Hilfsséitzen in 1. und 2. die Gleichung
w(e) =
erfiillt, so daf die arithmetische Funktion o fiir die reelle Zahl e den kleinsten iiberhaupt
moglichen Wert Eins annimmt. Es ist allgemeiner auch
w(e?) =1,
wo z irgendeine rationale Zahl bedeutet. Dagegen gilt

w(ie?) = -

so daf} fir nichtreelle Zahlen der Mindestwert 1/2 von o ebenfalls erreicht wird.

Y bxehe die Arbeiten von Siegel (7), 8. 31 und von Popken (6).

Eingegangen 5. Januar 1931.



