Zur Approximation algebraischer Zahlen. I.
(Uber den grioten Primteiler biniirer Formen.)

Von

Kurt Mahler in Gottingen.

Im Jahre 1908 zeigte Thue (1, 2) folgenden Satz: ,Ist ¢ eime reelle
algebraische Zahl n-ten Grades, @ eine positive Zahl, so gibt es nur endlichviele
verschiedene gekiirzte rationale Zahlen pq, die der Ungleichung

2, 2 G

gentigen." !
Dieser Satz wurde 1920 von Siegel (3, 4, 5) verschirft; er zeigte, daff man
den Exponenten n/2 + 1+ O ersetzen darf durch :
. n
B 11,9’@_’11’!_1(_8+—i+s+@);
ferner stellte er einen allgemeineren Satz auf iiber die Anniherung einer festen
algebraischen Zahl durch algebraische Zahlen niedrigeren Grades.

In der vorliegenden Arbeit untersuche ich nur die Anniherung durch
rationale Zahlen; jedoch wird die gleichzeitige Approximation reeller und
P-adischer Wurzeln derselben algebraischen Gleichung untersucht. Das
Hauptergebnis lautet folgendermafBen: »

,»Bedeute f(x) ein vrreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grad n =3, P, P,, ..., P, endlichviele wverschiedene Primzaklen,
£, 81, 8o - - 8e ge eime reelle, eine P-adische, eine Py-adische, usw., eine
P,-adische Nullstelle von f(z). Der gewéhnliche Absolutbetrag werde durch
2wer senkrechte Striche, der P, -adische Wert durch zwei solche Striche mit dem
Index P, bezeichnet. Es sei f der Siegelsche Exponent und k=1 eine feste
Zahl. Dann besitzt die Ungleichung

-1 AL 5
min (1) & —¢)) [ min (L, p—gt:lr,) < kmax(jpl, )~

hichstens endlichviele Losungen in gekiirzten rationalen Zahlen plq.

Mit diesem' Satz ist der folgende fast gleichwertig:

»Bedeute F(z, y) eine irreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Ko-
effizienten vom Grad n 2> 3, p und g 2wei teilerfremde ganze rationale Zahlen,
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Py, P,, . .., P, endhichviele verschiedene Primzahlen, Q(p, q) das grofte Poterz-
produki derselben, das in F (p, q) aufgeht. Die Ungleichung
iF (e
Q(» 9
besitzt dann hochstens endlichviele Lésungspaare p, g.

Dieser verallgemeinerte Thuesche Satz wird benutzt, um zu zeigen,
dafi der grofte Primteiler bindrer Formen von mindestens drittem Grad mit
ganzen rationalen Koeffizienten, die tm Kérper der komplezen Zahlen mindestens
dres verschiedene Linearformen als Teiler habenl), iiber alle Grenzen wichst,
wenn fir die Arqumente zwei leilerfremde) ganze rationale Zahlen p,q mit
max (|p|, |¢|) = oo eingesetzt werden.

Der Beweis dieser Sitze besteht in einer Ubertragung des Siegelschen
Beweises in der Arbeit (5) auf P-adische Korper. Man kann fast alle Uber-
legungen auch hier durchfithren, da diese Kérper bewertet sind. In der vor-
liegenden Arbeit gelingt es, durch einen einfachen Kunstgriff die Beweis-
filhrung moglichst lange im Bereiche der rationalen Zahlen zu belassen
Ermoglicht wird der Beweis durch die Ungleichung

[alnlall’, ; 1’
T=1

die fiir ganze rationale Zahlen ungleich Null gilt.

Eme weitere Arbeit wird Abschitzungen fiir die Losungsanzahlen der
hier betrachteten Ungleichungen gewidmet sein. Offenbar kann man alle
Schliisse und Sitze auch auf die Approximation algebraischer Zahlen durch
algebraische Zahlen niederen Grades iibertragen, indem man sich an die
Arbeit (3) von Siegel halt.

Herrn Prof. Siegel mochte ich an dieser Stelle fiir eine Reihe von Ver-
besserungsvorschligen danken. Mein Dank gilt ferner der Notgemeinschaft der
Deutschen Wissenschaft fiir ihre Unterstiitzung.

< kmax(pl|g) ¢
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1} Ohne diese Einschrinkung ist der Satz falsch.
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Bezeichnungen:

F(z,y, ...) | bedeutet das Maximum der Absolutbetrige der Koeffizienten des Poly-
noms F (z, y,...)-

faf bedeutet den gewdéhnlichen Absolutbetrag,
jeip bedeutet den P-adischen Wert einer P-adischen Zahl. _
f(x) ist gewohnlich ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffi-

zienten vom Grad » > 3 und mit f(x)l = a. FEine reelle Nullstelle
hiervon wird mit Z, eine P:-adische Nullstelle mit [z bezeichnet; ver-
schiedene gleichartige Nullstellen werden durch obere Indizes unter-

schieden.
P, P,, ..., P sind gewehnlich endlichviele verschiedene * Primzahlen.
v, q sind gewdhnlich zwei ganze rationale teilerfremde Zahlen; es wird zur

Abkiirzung |p, ¢| = max (|p|, |¢|) geschrieben.

1.
1.-Hilfssatz 1. Zu zwei Polynomen mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grad n bzw. N:

n A
flo) = Yapzp—* F(r)= X A,2¥ 7
k=0 h=40

gibt es zwei Polynome F(z) und F*(x) mit ganzen rationalen Koeffizienten
hockstens vom Grad N —n bow. n— 1, so daf

alF (z) = f(2) Fy(2) + F*(z) (d = max (0, N—n+1))
st und folgende Ungleichungen bestehen:

Fo@)| = [F@| @i@)" wd [F@)] < [F@)] C[f@)"
Beweis. Die Identitit
1-F () = f(z)- 0+ F (2)
zeigt, daB die Behauptung fiir N < n— 1 stimmt. Sie sei bereits fiir alle
Polynome F(z) vom Grad N << # -+ k — 1 nachgewiesen, wobei & eine nicht--
negative ganze rationale Zahl bedeutet. Hat dann F(z) den Grad N = n -}- £,
so geniigt offenbar das Polynom
F(z) = ay F (z) — Ay 25— " ()

der Ungleichung .

7o) < [F@| 7@

und ist hochstens vom Grad N —1 = # + k — 1. Also gibt es nach Annahme
zwei Polynome F(z) und F*(z) mit ganzen rationaien Koeffizienten hochstens
vom Grad N —n—1 bzw. n —1, so dafl

6l F (@) =] @) Fy(z) +F*(x) (d = max (0, N-—n) =d—1)
und -

70| < [F)| CF@), [F@| < |F@]| Cf@)
ist.  Setzt man
Fo(2) = af=1 g2V~ + Fy(2), F*(a) = F*(2),
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so wird jetzt in der Tat
a3 F () = f(z) Fy (2) + F* (2)
und die zu beweisenden Ungleichungen
F(@)] < F@)] CII@),  [F@| < [F@) 7@
sind erfiillt 2).
2. Von jetzt ab bedeutet

H2) = 5 apan—> = [f@)]=1)

k=0

eine Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten mindestens vom dritten
Grad, das im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel ist.

Seien r und s zwei natiirliche Zahlen, von denen die erste groB, die zweite
aber kleiner als # ist; ¢ bedeute eine feste positive Zahl, m diejenige natiirliche
Zahl, die der Ungleichung

n 4 9 ,
ns (1) <mt
geniigt. Zu jeder natiirlichen Zahl 4 gibt es genau

N = (QA - ]_)(m+r+1)(s+l)
Polynome

m+r &
P, y)= Y XAy
h=0 k=o
vom Grad m -+ 7 in 2, s in ¥ mit ganzen rationalen Koeffizienten, die nur
der Ungleichung , :
[Ploy)l< 4

&P (z, y)
o

geniigen. Wird gesetzt

Pz, y) = C=10,1,...,m+7),

so besitzen auch diese Polynome ganze rationale Koeffizienten; speziell ist

m+r

P (z, 2) = 2 2( )A“z"f"-l (=01..,m+7)

in z hochstens vom Grad m + 7+ s — ! und geniigt der Ungleichung

m
P4y (4 =41
m+r+1m+r+1) omiriag
SA == .
=4 3 ("4

%) Der Hxlfssa.t.z bleibt oifenbar richtig, wenn d durch eine groBere Zaht er-
setzt wird. :
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Nach 1. konnen zu P,(z, 2) zwei Polynome P, () und P} (x) mit ganzen
rationalen Koeffizienten bestimmt werden, so dafl
artr+ 1P (x,z) = f(z) Ppo(z) + Pf(z) (! =0,1,...,m-+7),
max ([ P, (@)}, [P (@)]) < [Pi(e, @)] (2aym 72
g om+r+1 4 (-Za)m+1-+1 — (4a)m+r+1A
ist, denn es besteht die Ungleichung
mex(0,m+-r4+s—l—n+1)<m+4+r+ L
Also gibt es fiir das System der nr Koeffizienten der r Polynome
P} (x) t=01...,r—1

héckstens
(2(4a)m+r+1A + l)nr < ((2A + 1) (4a)m+r+1)nr =M
verschiedene Moglichkeiten. Bestimmt man die natiirliche Zahl 4 durchb

(m+r+1)l

24 +1> (4a) ¥ >24-1,
so ist aber
M <N
wegen
m+4r+ Ds+ 1 —nr=9r.
Folglich gibt es dann in der Menge der N Polynome P (7, y) mindestens zwei
verschiedene Polynome P'(z,%) und P"(z,y), fiic die die zugeordneten
Polynome
P*(z) und P;/*(x) g=01,....,r—1)
gliedweise der Reihe nach iibereinstimmen. Die Differenz
R((IJ, ?/) - PI(x> y)“‘P”(x’y)
verschwindet nicht identisch; ferner ist

n
ER IR

Ryl <24< ()" v r1< 2040”7V,
und wenn
YRR (2, )

Ry iz, y) = 2=
ne{® y) XY

gesetzt wird, so sind alle Polynome
By, (z, 2) (k
ohne Rest durch f(z) teilbar, also von der Form
B, (z, ) = f(z) Hy(2) (h = 0,1,...,r— 1)

Offenbar bestehen folgende Taylorentwicklungen:

0,1,...,7—1)

I

mYyr &
Bio(zg) = Y 3 Run(a2) ;) (z—2P— (y—2)
K=o k=0 G=01...m+7

oder
Rin(z, y) = (@—2)—'Fi(2,9,2) + (y —2) Gi (2, ¥, 2) + [ (2) H, (2, 2),
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mit den Abkiirzungen

m4+r &

Fizy2) = ) ZRw.z)(?)(m—z)h—rwfz)k,

h=r7r k=0

Gz g ) = D) Y R () (m—2p—t (g2, (1=0,1,..,m+)

h=0k=1
H,(z, 2) —ER’“‘(‘Z’Q }‘)( yp—i
(g = 3 Py
h=o :

Diese neuen Funktionen sind samtlich Polynome, und zwar haben F,(x, y, 2)
und Gy(x, y, 2) ganze rationale Koeffizienten. Fiir i == r verschwinden
G;(z, y, z) und H;(z, 2) identisch. -

3. Da das Polynom R(z, ) nicht identisch verschwindet, so sind in der
Entwicklung nach Potenzen von y

R(z,y) = ) (o)

k=ua

nicht alle Polynome
uo(2), u (), ..., u{2)
identisch gleich Null. Seien etwa genau s’ + 1 (s’ = 0) von ihnen:
Uy, (), U (2), - - o Uy (2)
linear unabhéngig in bezug auf den Kérper der rationalen Zahlen; da ihre
Koeffizienten in diesem Kérper liegen, so sind sie auch linear unabhingig in
bezug auf den Korper der komplexen Zahlen.
Ihre Wronski-Determinante
& %, (%)

A(z) = G,7=01,...,5)

82t
verschwindet also nicht identisch. Diese Determinante ist aber hochstens
(s + 1)-reihig und ihre Elemente sind Polynome mit ganzen rationalen Ko-
effizienten héchstens vom Grad m - 7. Folglich ist 4(z) ein Polynom mit
ganzen rationalen Koeffizienten hochstens vom Grad (s 4 1) (m + 7).

Sei von jetzt ab r = s, also erst recht r > ¢’. Nach Annahme lassen
sich die Polynome u;(z) linear mit offenbar rationalen Koeffizienten durch
die Polynome u; () ausdriicken. Dadurch gebt R(z, y) iiber in eine Summe

Rz y) = ) w,(w) Us(y)
i=o

mit gewissen &’ - 1 Polynomen
.Uo (?/L Ul (?/)’ sy Us’ (?/):
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die rationale Koeffizienten haben, von niederem als n-tem Grade sind und
von denen kein einziges identisch verschwindet. Differenziert man die Dar-
stellung von R(z, y) wiederholt nach #, so kommt man zu folgenden linearen
Gleichungen fiir die Polynome U, (y):

1 c .
Rio(2, y) = 37 Z ui?(‘v) Us(y) = (z—y)y " Fi(z 4, y) + [(y) Hi (@, 9)-
i=0
Sei A,(z) die Unterdeterminante des Elementes 4 (2) in der Determinante
A(z); die vorige Gleichung werde mit 4! A,(z) multipliziert und iber
$==0,1, ... s summiert; dann folgt
A(@) Uy(y) = (@—yr— D illa—y) " A& Fi(, 4, 9)
i=0 8!
+i@ il 4i(2) He(z, ).
=0
Dieser Gleichung entnimmt man aber, dal die simtlichen Polynome
A (z) Uy () (k= 0,1,...,7r—s —1)
und also auch die simtlichen Polyncme
AW () (R =0,1,...,7—s" —1)
durch f(xz) teilbar sind, weil U,{z) von niederem Grad als das irreduzible
Polynom f{z) und daher hierzu teilerfremd ist.
Wegen der lrreduzibilitit von f(z) ist somit das Polynom 4 (z} durch
f(z)r—*, also erst recht durch f(z)"—* teilbar; wird
A(z) = f(zy~*D(a)

gesetzt, so ist auch D(z) ein Polynom mit rationalen Koeffizienten und seln
Grad iibersteigt nicht den Wert

(s34 D{m+r)—(r—s)n = (s+1)

’nr'&

s+ 1

r—{r—s)n
< dr+(m—1)n = d3).
4. Seien g—l d %— zwei gekiirzte rationale Zahlen und
1 2

m+r+ 1)%

max (| py|, [2) > 2(4a) ,

max (| g}, 121) > iR(z,y) .

3) Es gilt sogar (¢ + 1) (m + r) — (r —- &) » = Grad von D(x), woraus §=s
fir # < 1 und groBes r folgt, und damit werden die U,(¥) wieder iiberfliissig. Bis

also erst recht

10. branchte dann fir % nur die triviale Einschrinkung ¢, = 0 gemacht zu werden.
2

(Anmerkung von C. Siegel.)
Mathematische Annalen. 107. 46
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In der Entwicklung nach Potenzen von z
m+r
E(z,y) =h2 2 Vi (y)
=0

ist mindestens eins der Polynome ¥, (y) nicht identisch Null. Seine Koeffi-
zienten sind ganz rational und nach der vorigen Annahme kleiner als eine
der Zahlen |p,| und [g,; das Polynom ist also nicht durch g,y — p, teilbar,

folglich an der Stelle y = 5—2 von Null verschieden. Als Funktion von z
2
ist daher
Pay __ P2
R (13; q_)_) —12: uk,(iv) U, (t].g)
i=

nicht identisch gleich Null, so daf auch nicht alle Zahlen
Py . '
U"(g) () =0,1,...,8)

zugleich verschwinden. Ohne Einschrinkung ist etwa U, (—3) =+ 0.
- f]

Wegen

!

A@Uyty) = it 4,(2) Rigla, y)

i=0

besteht aber die Identitit

s’

A(z) U, (%) = Mit 4,() Rio=, ;’f)

i=0
Die linke Seite verschwindet nicht identisch in z und nimmt den Wert Null
auber bei den Nullstellen von f(x) nur noch hei den Nullstellen von D(z) an.

Das Polynom f(z) kann wegen seiner Irreduzibilitit die Zahl gﬂ nicht zur
1 .
Nullstelle haben. Dagegen kénnte das Polynom D (z) bei 2 = % verschwinden,
1

aber hochstens zur Ordnung d, da sein Grad nicht groSer ist.
Mindestens eine der d - 1 Zahlen

4 (%)’ Al(%), e, 4@ (%)

muB demnach von Null verschieden sein, etwa
o (#
A ( ql) + 0.
Durch wiederholtes Differenzieren der Identitit

&

4@ Uy (2) = 3it 4:(2) Reo(=, )

i=0
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kommt man zu der Gleichung

a0 (2o) = X S ()80 ena(22).

i=0 k=0
deren linke Seite nach der vorigen Bemerkung nicht verschwindet, deren
rechte Seite aber eine Linearform mit endlichen Koeffizienten in den Zahlen
P1 Dy V)
£ =20,1,...
( & Q2) (h > b > d + § )
ist. Folglich muB mindestens eine dieser Zahlen von Null verschieden sein,

etwa die Zahl R, (2, P2} Der Index i ist hochstens gleich
olq g

d+s<dr+m—1n+s < dr+n2—1
Von jetzt ab setzen wir voraus, daB

$< 1= 202

also erst recht
< r—1
ist. In der Identitidt

o(pg) = (R T E(G )+ (G e (P )
+HRH ()
1

ist dann die linke Seite von Null verschieden, wihrend rechts der Faktor
Py
9
zu einer positiven Potenz vorkommt.
5. Die bisherigen Entwicklungen haben zu folgendem Ergebnis gefiihrt:
Hilissatz 2. Bedeute:
f(x) em irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten vom
Grade n =3,
a die nabirliche Zahl W‘,
s eine natiirliche Zahl kleiner als n,
T evne natirliche Zahl groPer oder gleich 217,
9 < } etne positive Zahl,
m  die natirliche Zahl m — [(2?’-1) r]-

— 2z

Dann ¢ibt es ein Polynom R(xz,y) mit ganzen rationalen Koeffizienten, das
wn  hochstens vom Grad m - 7, tn y héchstens vom Grad 3 ist, der Ungleichung

Ble,p] < 2040777
gentigt und folgende beiden Eigenschafien besitzt:
46%
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a) Setzt man zur Abkiirzung
Ft' (xi Y, Z)

m+r s

—ZZ‘RM(Z 9)(})(m—2p=r (y—2),

=r k=0

G; (:v, y, 2)

—ZZR“(Z ;) e—p—ry—a,

=0 k=1

PHER (2, y)
(th(x’ Y= m)

r—1

B2 =3 2000 (M) g oy

r=0
so sind diese drei Funktionen Polynome in w, y, z, die ersten beiden sogar
mat ganzen rationalen Koeffizienten, und geniigen der Identitiit
Rio(x’ y) = (m_z)rMiFi(a% Y, Z) + (y —-z)G’i(w, Y, z + f(z) H,-(:L‘, z)'

b) Swd umi P2 swei gekiirzte rationale Zahlen mit

‘i‘T-i-l)T,l'

(m
max (|ps, ga) > 2(4a) ;
so gibt es eime natiirliche Zahl
1L dr+nf—1<r—1,

R. (& 22)
g

so defl die Ableitung
nicht verschwindet.

11.
6. Die Gleichung

fey=@¢2"+oy22 1+ ... +a, =0

st nach Voraussetzung im Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel. Wir
nehmen an, daB sie im Korper R der reellen Zahlen eine Wurzel 7, im Korper R,
der Pj-adischen Zahlen eine Wurzel £}, im Kérper R, der P,-adischen Zahlen
eine Wurzel {, usw., schlieBlich im Kérper R, der P,-adischen Zahlen eine
Wurzel {, besitzt; dabei sind Py, P,, . .., P, endlichviele verschiedene Prim-
zahlen. Die Korper B, R, R,, ..., R, sind bewertete Korper; einer Zahl
@ =+ 0 aus R wird als Wert |«| ihr absoluter Betrag, einer Zahl , 4= 0 aus R,
wird fiir 7 = 1, 3, ..., ¢ als Wert |«,|p, diejenige Potenz P;* zugeordnet,
fir die die Zahl P;”a, eine P,-adische Einheit ist; die Zahl Null dagegen
hat in allen Kdrpern den Wert Null. Da der Korper der rationalen Zahlen
m allen Korpern R, R, R,, ..., R, als Unterkorper enthalten ist, so sind
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fiir seine Elemente simtliche Bewertungen gleichzeitig definiert. Fiir ganze
rationale Zahlen « == 0 geniigen diese Bewertungen speziell der Ungleichung

@l 1T alp, = 1
Weiter gelten fiir Zahlen aus den Kérpern R, B,, R, . . ., R, die Rechen-
regeln
|aB| = Je|[B]; lo + 8] < ||+ 181,
o Pelp, = |eulp, |Belp,s |4 + Belp, = max (Joc|p,,|Belp,) (F=1,2,...,0).
Als Anwendung hiervon beweist man leicht die Ungleichungen

l<a+1; |G, <6 (r=12,...,0); Qm(l,{czlp,)sa

7. Nach Satz 2 und seinen Voraussetzungen ist offenbar die Zahi

R =g+ 7™ '%tho(:l 5:)

ganz rational und von Null verschieden, ferner

mt+r &

R(z,y) <€ 240" 705 3T Moy
s A=0 k=0
also :
pmtr 3
mt+rt D Y A )
Rio(z,y) < 2(4a) s Y ()
h=0 k=0
Wegen
(=) =r=rr
und =0
m+rk myr—i m+r—¢
. . m-—4+r—i ;
D(H)ar-rgamer Sarganer 3 (" T gt = o er (L apners
k=0 h=0 h=10
Z?f <Z( Jot = (L+ ¢
folgt demnach
n
Rip(z, ) L 2m+r+3(da)” VT QL aymtr—i(1+yy
und hieraus
( r+1)
(R mrra) O3 (Il gD (Rl + gl

Fir beheblge ganze rationale Zahlen p und ¢ werde die Abkiirzung
2. gl = max (|1, l4]) ‘
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eingefiihrt; wegen :
IPa] + el < 2P0 @als 1Pel + 102! < 20p000]s (mt-r—d)FsSmtrin—1
ergibt sich dann

’ , (m+r+1) 2 ) . )
lmll é 22(m+r)-rn(4.a) Olpl’qllmq—r—zlpz,qzla'
Weil R, ganz rational ungleich Null ist und dieser Ungleichung geniigt,
so ergeben sich fiir die Bewertungen dieser Zahl nach 6. nun leicht die unteren

Schranken
|R:| =

tnirin =

[Ri[p, = {ZH74"(4a) 3[201 Q™ P )7L (r=12,.0),

(m 1—1+1)

I]fm IP 22(m+T)Tn (40)
lmz‘llznl%fﬂé 1

Tpu [T o, ge 0}

8. Sei ferner
g —i P —ips P21 Py o5
O = qlm‘” ’9 ( ! p2> C) (51 - 91m+7 QOQ Gi (_"l) g’ C)

4
und 8’ =g gnF (21 (2;2:51) .
(z=1,2,...,1%)
®;; = qm+r ; x 1G (;’1 ;’2 Cz> '

Um fiir die Bewertungen dieser reellen bzw. P,-adischen Zahlen obere
Schranken zu gewinnen, muf in beiden Fillen verschieden vorgegangen werden.

Fiir die beiden Zahlen §; und &, kommt man so zum Ziel: Ahnlich wie
in 7. erhilt man aus

m+r+n2 MET S ,
Rz y) <2(4a)" 77T 3T Vgey
- &= “i:
die Majorante n mir so ’
m+7r+1) Y p
Bu(my)<2(4a)” 07 3T N (S) (Faemr g,
c=0 =0

wegen It <
somit die Ungleichung o

| Bre(C,0) < 2(4 )(m+7ﬂ§ Z‘J 2( )()(a+1a+ﬁ h—k,
Von jetzt ab nehmen wir —0 e
——:[ 1, f%-«{]g1

an, soweit diese Absolutbetrige vorkommen. Dann ist offenbar

max('F Py pﬂ,f) (%, %,CH) 2 Z )}Rkk(C,C)IZ:S

h=0 k=0
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und wenn man die letzte Schranke einsetzt und die Summationen iiber A

und % ausfiihrt:
sS< 2(4a)(nz+7+1)}7 5’ 2(‘;)((1,*_ 1) (@ + 2)=—i+8.

Es ist aber wegen a =>1 e
GEPHRTEE
S+ vptas 2 e 3wt o
a=¢

& 0

Il/\

'"2 ("F Va2 = B S @ e,

Y+ 2y = Z ) @+ 2 = (a+ 3y < (ba¥ < (tay =1 <  Ba),

also erhilt man
S < 1(40)™ T Bapneren,
und schhieBlich
max (| F:, [6:]) < $(4a)
Noch einfacher kommt man zu Schranken fir ;. und ®;,. Diese Aus-
driicke sind Polynome in £, mit ganzen rationalen Koeffizienten hochstens
vom Grad m -+ 7 + s; also ist
max (|Fizlp, | Giclp,) =< max(l, |&o|pymtr+e

< max (1, |L|p )7t

n
(m+r+1)§(8a)m+r+ n gy m T gy .

(=12 ...,1).

Wegen
Lip <a und []max(l \L.lp) <

T=1

folgt hieraus
(z=12,...,0,

max (lg‘z'zIP,za lGiile) é gmvrta—1

t
J] max(18ilp |Gielr) < amtrn=a.

=1

9. Die Abschitzungen in 7. und 8. wenden wir auf die Gleichung

, r—i > Pa P P2
Rl B) = (= R B (=03 2
“’(ql ’ 92) @ N @ Ty a1’ g

Hi@H(R, 2
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an, indem wir fir z der Reihe nach {,{,,4,, ..., ¢, cinsetzen; dann fallt
jedesmal rechts das letzte Glied fort und man kommt zu folgenden Formeln:
(P i (P .
%—(91 ) $z+<9'2 )(ﬁv
mt‘ = (pl_ q1€1)r—i gi‘l + (p2 - 92 4-1) 61"! (T - 1: 2: ey z)’
aus welchen durch Ubergang zu den Bewertungen
r—i

|9 < 2max (| B, |6, max ([ 22—, B_g]),

[R:]p, < max (| Fix le.s | Gifng) max (|p; — 914'1|;>:i> [ Ps — 4> &elp,)
(x=1,2,...,1%
folgt. Jetzt werde fiir

|Rely [Rele,s |Fels [Giclrps |Gl [Bicle,
ihre untere bzw. ihre obere Schranke eingesetzt; alsdann kommt man zu den
Ungleichungen:

r—i (m+r+1)

R e B

max (| py — g1 elp, ' [ P2 — @ belp)

max 7 lgrtlaak) -

) (m+r+1)
= |22m+nTngmtria=i(4g) ¥ | Py 91!'“" g, gal} T

]]max(lpl——fb('zfp, ’ | ng-;lp,t)

T=1

= {22('"+')+"am+'+"-1(4 )(m+r+1}‘9 | D3> @1 [™ 7| Dy, ot}

max(‘ﬂ—f Tt
51

t
-—C])]_]maX(lpl—qléfl}:'} |92 — 242 1p,)

> {am+r+n—1(8a)m+r+n(4 )("”” Ry .9 fgm+7—i|g, |}

Die Ausdriicke auf der rechten Seite kann man noch etwas vereinfachen.
Nach Voraussetzung ist

n=3, r=2n2>=>2-3-n=6n,
demnach

m—{—r-i—ném-}-v-}-%é(l—}--é)(m-}-r-f—1);.

somit hat man ,
(Sa)m+ r+n£ (4a)3(m+1+1)’

Rm+nNt+ngmtrin—1 _‘g (4a)3(m+r+ 1))

gntrin—1(Bg)mirts < (4apm+r+n,
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und die obigen Ungleichungen gehen iiber in

max(| 2 — e[ 74 1 Bg]) = a0 C D) gy iy

max(|py — 1 8e /7, s |22 — @2 lelr,)

g {(4a)(m+r+l)(3+£ 1

3>f?’1>91 [+ =% Py, go |S}- >
4
[ max (o1 — bl 12— 0:2012)

T=1
mtr+n(s+ = ) S1—
= {(4a ) ( 3>1P1 @™ pes 92’} b
max( 511 T_I &—C ) ]]ma.x (lpr— @ lep, L |Pe— ¢:8eln,)
! or=1
(m+1‘+1)(3+ 3) il s}~ 1
: = |{(4a) la:] Iy
Man beachte, daB bei der ersten und letzten von diesen Ungleichungen
[Py g P2 g
| 1 =1 ! 3

vorausgesetzt wird. Um in allen vier Fillen méglichst gleiche Formeln zu
erhalten, ersetzen wir auf der rechten Seite dieser beiden Ungleichungen
die Ausdriicke |¢;| und |g,| durch |p;, ;| und |p,, g|, was offenbar erlaubt
ist. Dann kommen wir schlieBlich zu dem Ergebnis, da8 keine der vier Zahlen
(m+7+1) ( s+

)l + o po gafrmax (2 g7 2 g,

Ey o0 = (4a) g

m+r+ns+ 2 )
( 3)“)1: q1|m+r_zlp2: 921x

X max (|p;— ¢, ¢ |;’:i» | P2 — ¢28:1p,)>

Ey = (4a)

(s 3) 911"‘*'“‘!112 g

X []ma-xupl—"91&.1‘}>z » I _q2C“|Pz)’

=1

E(o, n = (4a)

mtrtn(s+5 _ 7—i p
( ‘9)|p1,q1|m+"—7]p2,gzlsma.x(%—-§i ,;&—'CE}

E, = (40) =

i
x [[ max(1ps— artel (92— 2 elr,)

T=1
kleiner als Eins sein kann.
10. Von jetzt ab werden folgende vier Fille unterschieden:
(1, 0): Untersuchung der Annsherung der einzelnen Zahl .
(0, 1): Untersuchung der Annsherung der einzelnen Zahl Z;. -
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(0,#): Untersuchung der 'gleichzeitigen Anndherung von {y,%,, .. ., ¢,
(1,2): Untersuchung der gleichzeitigen Anniherung von ¢, N SV
"Bedeute & und @ zwei positive Zahlen mit

B> 1, 5=;ﬁ—i+s+@gn,

ferner im Fall (0,t) Iy, [y, ..., I, t positive Zahlen mit

Sr-,

und im Fall (1,7) Iy, I, T, ..., T, t+ 1 positive Zahlen mit

P0+i7r,=1.

=1

An die frither eingefiihrten GroBen sollen folgende Forderungen gestellt werden:

1 2}
2 3 s-+1 nd
2. r = -3 =~ s B
(20 )(+3) 110
8. |Pv @ > (4a) =e®E=F9 fe—i0 =K,
1 1

4. (koL )y = 1pe el <k 7 |py ]y,
ferner 1m Fall (1,0):
5. %_C gk“’la 91i—ﬁ>
6. o=t = ki galoF
im Fall (0, 1): '
5. 2y — @ lele, < kips aa7F,
6. [Pe—qolelp, < kDo 217F;
im Fall (0, 2):
5. [Py —q18:lp, < (R|p1s ’jlf_ﬁ)p’ firz=12,...1,
6. 192 —:lelp, < (kP2 go|~H  fir T =1,2,...1,
und im Fall (1,#):
5. ‘%“Z[ = (k|pw @1[7F)>;

|21 — q28e]p, < (K| po 91l_ﬁ)r1 firt=12,...4
6. l%—é‘! = (B P2 q27A);

: | % -

i
=~
o
~

|Pe— galelp, < (Blpa go| =  fiir <
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Zu diesen sechs Forderungen kommen die folgenden Bedmgungen hinzu, die
bereits frither gestellt wurden:
A: In allen vier Fillen:

r_g 2n
B: In den Fillen (1,0) und (1, )
;!1_ <1,
i T .

C: In den Fillen (1,0) und (1,%):

P2 :
== — < 1,
P ¢ =

D: In allen vier Fillen:
P2 1 > 2(40)

Diese vier Ungleichungen sind jedoch Folgerungen aus 1 bis 6. In der
Tat folgt A trivialerweise aus 1 und 2. Weiter ist

(m+r+1)%

n

1)ep’

) . 12
A
6-pe — @&  F s+

also
1, n
K > (4a (81-1 - )('H— )k,._ff'(:s"-%—l)bﬁ’
wegen 3 daher erst recht
|21 u| > K7,
so da wegen 5 auch die Ungleichung B in beiden Fillen (1, 0) und (1, #) erfiillt
ist. Weiter besteht wegen 2, 3 und 4 die Ungleichung

293

| P2 421 = (4 a)(?% #0)r(3+5) yavoer 5.

Hierin ist jedoch

(;3 1+ﬁ)r—;— +i“>m+r+1
» 2 08 1 2 nt 1,
¢Thes & —Fiinse=F’

daher gilt sowohl

lPZ’ Q2' > kl‘fﬁ’
als auch

(m+r+l)(3+ ) m+r+1)

|P2 32| > (40) > 2(40)
Aus 6 und der ersten dieser beiden Ungleichungen folgt in beiden Fillen (1, 0)
und (1, t) die Bedingung C; die zweite Ungleichung ist mit D identisch.
Unter den Annahmen 1 bis 6 bleiben demnach alle bisherigen Schliisse
erhalten; speziell kann demnach keine der Zahlen Eg ), B, 1, B Ea,y
kleiner als Eins sem. 4

<o| )
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11. Um diese Aussage zu priifen, werde in der Definitionsgleichung
dieser Zahlen fiir
| 91—4 ’&“C': v —@lele, | P2—28p,
ibr Wert nach den Forderungen 5 und 6 eingesetzt. Wegen

max (k| py, ¢ |77, (k| pp g|~7)")
= max ((k|py a1 70774 (k|po ge|A)" fir 7 =0,1,..,¢
gelangt man dann in allen vier Fillen zu derselben Abschitzung
Ey,0 = max (E), B,), Eq,y < wax (E,, B,),
Eo,n < max (Ey, By), By, < max (B, B,),
wobei zur Abkiirzung

mrrinfz+ ™ . . i
= (4a) ( 9)1?1, Gu[P TRy g PR
= (4a)

m+rin(s+3), e
( 3)1111,91I"‘*"‘m2, [Pk
gesetzt wurde. Diese Ausdriicke gehen wegen 4 iiber in

(m+r71)(3"—l

(m+r+l)(3+ ‘9)|p1,91162k’2

E, < (40) 3)|7’1 @l b, By < (4a)
mit den Exponenten

6 =m+r—i—fr—i)+s(r+1) = (m-+r—(B—s)r) +-i(f— 1)+s
& =m+r—i4(s—pPyr = (m+r—(f—s8)1)—1 < e,

h=r—i—g+n=<(1—3 br=(1—4)r+1

§—
B
Aus den Ungleichungen in Hilfssatz 2
=(CEH—1Ur i<oren—1

+1
folgt aber
o < —(9—8_’:])r+(ﬁ—1)(z9r+n2—1)+s
= —(0—(b— ) ®)r +B—Dm—1) 4 5;
aus
B<n, s=n—1
folgt ferner

(B—1)(n2—1)+ s << nd.
Die Forderung 2 liefert demnach die Abschitzungen
o mexlepe) S —(O—f¥r, max(yf) < (1—; + 8)r,
so daB '

. »
max (E,, Ez)__<_=(4a)(m+r+n(3+—

6>l?’1: @l (O—ﬂmrk(l_%+3) #
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wegen
mA4r 1 g( +1+0)r
demnach
max (E,, E {l?’b%l “— {93)(4a)(£+1 )(3+3)k“?T3} |

wird. Auf der rechten Seite dieser Ungleichung 1st der Exponent
O —pd
nach Forderung 1 positiv; Forderung3 ergibt folglich
Bi<l, E;<1
und damit einen Widerspruch. Also sind in keinem der vier Fille (1, 0),
0,1), (0,t), (1,t) die Forderungen 1 bis 6 miteinander vert‘rﬁglich
Damit ist gezeigt, dafl zu den Wurzeln £, 4y, s, ..., 4, und zu ge-

gebenen positiven Zahlen #, 8, k, sowie Iy, I, ..., [y im Fall (0,t) bzw,
Iy Iy Iy oo, Iy im Fall (1,¢) unter den Voraussetzungen

kgl,ﬁ~-—-—+s—l—@<n < - ,9—ﬁ19>0,
F+I’2+...7‘I‘t:1 bZW. T+F1TF2+...+Ft=1
keine zwei gekiirzten rationalen Zahlen = L 5 2 mit
1 2

1 273
poal > E o0 gl > 6 7 ipeal)
existieren, die in einem der vier Fille (1,0), (0,1), (0,¢), (1,¢) den Un-
gleichungen (5) und (6) geniigen. Also ist der folgende Hilfssatz bewiesen:
Hilfssatz 3. Bedeute:

flxy ein wrreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koefﬁzzentm vom
G?‘ad nz=3,

a f (@)1,

¢ eine reelle Nullstelle von f(z),

P, P,, ..., P, t verschiedene Primzahlen,

Z: firt =1,2,...,t eine P.-adische Nullstelle von f(z),

s eine natiirliche Zahl kleiner als n, :

9, ©, k  drei positive Zahlen mit
1 &
B=rtstO=sn d<5, 05 k=1
K die aus thnen gebildete positive Zahl
(2 +2)(+3) =0
K = (4a) mn@6—F% | 8—F5

I, D, ...,T", im Fall (0,1) t positive Zaklen der Summe 1,
TyIyTy ...,y im Fall (1,8) t+ 1 positive Zahlen der Summe 1.
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Die Paare p, q tellerfremder ganzer rationaler Zaklen, die der Ungleichung

(1,0) |———C] klp, qI7F,
bzw. der Ungleichung
(0,1) lp—qlle, < klpgl7,
bzw. den t Ungleichungen
(0,2) p—gllr, < Kklpa[7H" (=12 ..,1),
bzw. den t -+ 1 Unglewchungen
(L9 R = klpaln,
P —qlle, < (k1p, |77 (z=1L12...19

geniigen, befriedigen entweder alle die Ungleichung |p, q| << K, oder es gibt
auch solche Lisungen mit |p, q| > K, und wenn p,, q, eine von ihnen mit
moglichst kleinem |py, g, > K ist, so befriedigen alle anderen hicrvon die Un-
gleichung

203
[Pl =19 ql < (x f‘lplqll) :
In diesem Satz ist speziell enthalten, dafl die beiden Ungleickungen

2—t| < kipal
und
lp—q&lr, < kip,q|~*
nur endlichviele Losungen in Paaren p,q teilerfremder ganzer rationaler
Zahlen besitzen (Satz von Thue-Siegel).

12. Es gelingt jetzt, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 1. Bedeute £,0,,0s,...,L; je eine recle, eine Pj-adische, eine
Py-adische, . . ., eine P-adische Nullstelle desselben vrreduziblen Polynoms f(x)
mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad n = 3; set ferner k =1 und B*
etne Zahl, die der Ungleichung

c<pma (= mn ()

gentigt. Dann besitzt die Ungleichung

¢
min (1, |2 —¢|) [[ min (1, |p —gtuls) < |7, g7
r=1
hichstens endlichviele Losungen in Poaren p, g teilerfremder ganzer rationaler

Zaklen.
Beweis. Da f* > « ist, so gibt es eine natiirliche Zahl § < 7n und eine

positive Zahl @, so dafl ‘
B= qts+0<p
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ist, also

| pe =B+ )
mit einer positiven Zahl . Man hat wegen k=1

B3

klp,g|=" =k 7 (k]p.g[™? “ < k|pq|?
Sei nun p, ¢ irgendeine Losung der Ungleichung

mm(l»? *C] []mm (L lp—qblp) E ki gI7#

T=1

in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen, und zwar mége
|p,q| > BF > B, dohe kip gt <1
sein. Dann gibt es t-+ 1 nichtnegative Zahlen y,, y5,7s, - - - 71 die noch
von p und ¢ abhingen und deren Summe nicht kleiner als Eins ist, so daB
die Gleichungen
| min (1,12 —¢ ) = (k12 ¢ [#)7,
min (1, |p—gllp) = k|2, g7 (z=12...0
bestehen. Nach vorhin hat man
Elp,ql=7 = (k|p, a[~7 %
also bestehen die Ungleichungen
min (1] 2 —¢[) < (k|p. gi-ho+o,
min (L, [p—g&le) < (k|p, g7 ¥ (=12, ... 10)

Jetzt werde eine patiirliche Zahl v genommen, so dafl

Av = b+ 1
ist; es ist alsdann
9,
A+ Ny = te (z=012..8,
wobel
9 = [p (1 + Ayl (=012 ...,0

nichtnegative ganze rationale Zahlen sind und die Reste

| =1 +Np—2 (=012 ..,0
den Ungleichungen
0< o< (¢ =0,1,2 .. 0
geniigen, folglich auch der Ungleichung

Zez- <
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Wegen
Snz
folgt hieraus e
Zg’ = (1+1)2y1 29,= A+ —i=1,
also T=0 T=0 T=0

Jot it -+ gz
Es bestehen die Ungleichungen

min (1, ’gﬁ——fl) < (B|p, g FHtOr < (k|p, g|-F)oi, |
min (la Ip—qu le) é (k |p: q I_ﬁ)(l + ¥y g (klp, q!_ﬁ)g,/u(‘t: 1,2,.. ).
Wenn nun die Summe der Zahlen

9 15 - - > 9 _
den Wert v iberschreitet, so bleiben die vorigen Ungleichungen richtig, wenn
diese Zahlen ersetzt werden durch ¢ + 1 nichtnegative ganze rationale Zahlen
. f{)?}cl:"':fi
mit
14
fo = 90 §g1’ o fe =g g:)ﬂ = 9,

Damit ist jeder Lésung p, g von

min (1, % Cl)ﬂ’mn1!?—9L|P)<k}p,g[—ﬁ*

T=1

mit |p, g| = %Y# ein System von nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen

]‘0: fl: . it
der Summe ) zugeordnet worden, so daB8 die Ungleichungen
in (1,2 —2]) < (kip, g -pyos,

min(l,|p —ql:lp,) < (klp, ¢["A* (x=12,...,1)

bestehen; diese Zuordnung wird eindentig, wenn z. B. verlangt wird, daB der
‘Reihe nach f,, f,, . . ., f, moglichst klein sind.

Unter & und K verstehe man jetzt wieder zwei positive Zahlen, die zu
und k in der Bezichung wie in Hllfssatz 3 stehen; d. h. es sei

4 << 2, 19<3
-und alsdann

 Gr)lrE) g
= (4a) =@ 6—F% [} 6—F9
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Von nun ab betrachten wir nur noch solche Lisungen p, g von

mm( E__5>1]mm 11P~q4‘zlp <k]p,g;-ﬁ*

=1
fiir die |p, ¢| > K ist; dann ist nach 10. erst recht |p, ¢/ > k'/#; um Satz 1
zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, daBl die Anzahl dieser Losungen endlich ist.
Alle diejenigen von diesen Losungen, denen dieselben Zahlen

fo» fla e ft

zugeordnet sind, werden in der gleichen Klasse Cy , ...
es gibt
("7 )
¢
solche Klassen, niimlich so viel, wie die Anzahl der Losungen der Gleichung
fo+h+. ...+ fi=v

in nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen betrigt. Unter den Elementen p, ¢
von Cpy,...;, werde dasjenige Element py, ¢y mit mglichst kleinem

r, zusammengefalt;

|21, 9] > K herausgegriffen. Hierfiir und fiir die simtlichen anderen Elemente
der Menge bestehen die Ungleichungen

min (1,12 £ 1) < (klp,g |- yor,
min (1, |p —q&:lp,) < (kip,q[ A (z=1,2,...,1).

Die Zahlen f. sind nicht alle Null und die Summe der nichtverschwindenden
ist gleich v. Wenn etwa f, == 0 ist, so hat man

(k|p,g|=f)fl <13
also muf die z-te Ungleichung
L t] < (bipgltyer bow |p—glile, < (ipgl-Bse

lauten, je nachdem 7 = 0 oder 7= 0 war.
Lassen wir von den Ungleichungen

mm( }*C) (k| p, g |~ 3o,
min (1, |p —ql|p,) < (k|p,q[~A" (z=12,...,1)

demnach alle mit verschwindendem f, fort, so besitzt das System der #ibrigen
gerade die Form, wie sie im Hilfssatz 3 verlangt wurde, wenn man die nicht-

verschwindenden Zahlen Zf mit den Zahlen I gleichsetzt. Aus diesem Hilfs-
satz fo]gt aber, daB alle Elemente von Cyyy, ...;, der Bedingung

253

lPo @] < 12,9 <(k ﬁl?p‘hl) X
Mathematische Annalen. 107. 47
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geniigen miissen, so daB es nur endlichviele gibt. Die Anzahl aller Klassen
Co1,...r, 1st endlich; ihre Vereinigungsmenge enthilt folglich auch nur
endlichviele Elemente; das war aber gerade zu zeigen.

II1.
13. Bedeute
' F(z,y) =az* +a,2" "'y + ... +a,y"
eine irreduzible Binirform mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad
n=3. Wird zu den frither eingefithrten Korpern R, R, R,, ..., R, der
reellen bzw. der P,-adischen Zahlen (r=1,2,...¢) iibergegangen, so
zerfillt diese Form unter Umstinden. Das Polynom

() = F(2,1)
moge im Kdérper R der reellen Zahlen die Nullstellen
AN A

und fir r =1, 2, .. ., ¢ im Korper R, der P,-adischen Zahlen die Nullstellen

N AN A
baben; die Anzahlen » und », kénnen dabei irgendwelche der Werte
0,1,2,...,n
annehmen. Dann ist :
Flo,y) = (z—{y)(z—L"y) ... (2= LV y) G(z,y),
F(z,y) = (@— L) (x—Lry) - (2—L8 7 Vy) G (2, y),
und zwar besitzen die Formen G (z, y) bzw. G, (z, y) Koeffizienten aus R
bzw. R, und lassen sich nur in nichtlineare Faktoren zerlegen, wenn sie
reduzibel sind4). v
14. Ausder Zerlegung von F (z, y) in R folgt durch Differenzieren nach z:
F(z, y) 1 1 1 G (z, ¥)
Floy) 7=ty Ta—tg T T o0, T @y
(Der Index bedeute die partielle Ableitung nach z.) Da in dieser Identitdt
rechts héchstens # + 1 Summanden auftreten, so folgt aus ihr die Ungleichung
‘|
|F @) = L2 win (ja—y |, |s—2'y), . Sla—to-vy 2.
Nach Annahme hat das Polynom G (2, 1) keine reelle Nullstelle und ist auch
G , 0) == 0; also ist die unt-ere Schranke

(IG(x’ Y) ') = ¢

max (lzl, Jyl) =1
positiv und demnach wegen der Homogenitit

|G (z,9)| = ¢ max(|z|,|y|»

~‘) Offenbar ist die Diskriminante von F (2, y) nicht Null; da die Diskriminanten
von G (%, y) bzw. @_(z, y) hierin aufgehen, so konnen auch sie nicht verschwinden.
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Weil & (z, y) ferner homogen von der Dimension » — v — 1 ist, so gibt es
eine positive Zahl ¢", so daB fiir alle 2 und y
|6 (z,9)| =< ¢"max((z], |y~ *

ist. Also ist stets

|G (. 9)
G'(:t: y)|_cll Ix‘ |yl)

Nach Voraussetzung ist F (z, y) irreduzibel; somit ist seine Diskriminante
von Null verschieden und es gibt je zwei Bindrformen

H(z,y), K(z,9)

der Dimension » — 2 und
H]. (m’ ?/)) 1(1 (Z, Zf)

der Dimensionen #— 1 mit rationalen Koeffizienten, so dal identisch
F(z,y) H(z,y) + F (2,9) H,(z,y) = *"72,
F(z,y) K(z,y) + F (z,9) K, (2, 9) = y**?
gilt. Da es sich um Formen handelt, so gibt es zwei positive Zahlen ¢
so daB fiir alle z und y die Ungleichungen

(H (z,9)| L M'max((z], [y~ K (,y)| =< ¢"max((z]|y)* 3
|Hy(29)| < " max([z], [y~ | Ky(e 9)| < ¢ max(|z],|yf)*~?

IH [V

bestehen. Seien jetzt z und y nicht beide gleich Null; wenn dann von den
beiden letzten Identitdten diejenige mit absolut moglichst grofer rechter
Seite beriicksichtigt wird, so ergibt sich, dafl entweder

IF (@ 9)] = gommax (2], |y )"

oder

. 1

IF(:ZJ,y I 2 201\ ma'x(|xi !y])n—l
sein muB.
Im letzteren Fall besteht wegen
F' (2, . , q y

Pz )| = LGP min (| —2yl a2yl 2209l Gy )
und

G (2, y)i

e > S max (o] y)
demnach die Ungleichung
|F (2 9) |

gt Tt y—

=20 W win (|22 y | 2 =2y, o | o= 20—y |, Symax (o], y])

Sei zur Abkiirzung.
» ¢ = max(lﬁ,ffl‘,'--,(C“_ni)

47%
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gesetzt. Fiir [z| = (¢" + 1} |y| ist dann offenbar

o0 y| = max (F, 191} = iy max (e, y)

fir |z] < (¢ 1)y (3-—0,1,...,1»—.1),

|z—{Py| |
- jg—cw‘I,yl;EV"“I';ImaX(lfclalyi)g%*&'“’i (A=0,1,...,p—1).

FaBt man alle diese Abschatzungen zusammen, so ergibt sich demnach die
Existenz einer positiven Konstanten ¢, so daB fiir alle Werte von z und y

F(z,y)| Z o max (e |y min (£—2), 12—t £ge-n]1)

ist. Hieraus folgt insbesondere fiir teilerfremde ganze rationale Zahlen P
und ¢ die Abschitzung

P50 = elpapmin(| 2],

15. Die Entwicklungen in 13. lassen sich auf die Zerlegung von F(z,y)
in den Kérpern R, iibertragen. Zuvor werde ein einfacher Stetigkeitssatz
bewiesen?):

Hilissatz 4. Ein Polynom g¢(z) mit P,-adischen Koeffizienten, nicht-
verschwindender Diskriminante und okne Nullstellen im Korper der P,-adischen
Zahlen besitzt eine positive untere Schranke

min (g (z)|r,) = v,
wenn fir x alle P.-odischen Zahlen eingesetzt werden. Sind speziell alle Ko-
effizienten von g(x) ganz P.-adisch, der hichste Koeffizient gleich Eins und die
Diskriminante eine Pr-adische Einheit, so ist fir alle P.-adischen Zahlen
|9 (@)]p, = 1.

Beweis. Ohne Einschrinkung darf angenommen werden, daB der hchste
Koeffizient von ¢ (z) gleich Eins ist; das Polynom laute ausgeschrieben
g(xr) = o™ +bya»—t L byam—2 - ... + b,

und es werde zur Abkiirzung
= max(L | |p,, [b2p,5 oo o5 |bmlp,)
gesetzt Fiir |2|p, > b ist offenbar
lg(@)p, = |2™|p, > 0" = 1;
wir beschrinken uns daber von jetzt ab auf z-Werte mit
' lzlp, < b

P |2 po—
F s gL, )

8) Dieser Satz und sein Beweis stammt von Hensel; in etwas anderer Bezeichnung

stekt er in dem Buch (6), S. 66— 76.
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Da die P,-adischen Werte der Koeffizienten der Polynome

)
)
9l<f (=23...,m
alle hochstens gleich & sind, so wird folglich
0@ i<t (1=2,3,...,m)
H l! [P'l —_ == - 3y v v ey .

Die Diskriminante von g (z)

L, b, by, . . bm

- 1’ bl, 627 . . .3 bm
D = |m,(m-1)by, (m-2)b,, ..., 1-b,, 4

m, (m—1)by, (m—2)by, ..., 1:bpy

ist nach Voraussetzung ungleich Null. Setzt man

zm—2 b, by . . ., b
'$m—3,.
. L. .., L b, by ... by,
(@) =10, (m—1)b,, (m-2)by, ..., 1-bpy ’
0
0, ..., m, (m—1)by, (m—2)by, ..., 1-byy
0) b]_’ b2, . - .y bm
0 .
N I T L |
™1, (m_l)bl’ (m—2)b2, vy 1- bm—l
zm—?

1, . R m, (m-1)by, (m—2)by, ..., 1:b,,



718 | K. Mahler,

80 besteht die Identitdt
g (@) (2)+ g’ (2) k(2) =
k(z) ist ein Polvnom vom Grad m — 2 und der P,-adische Wert seiner Ko-
effizienten ist hochstens gleich 52m—2, demnach
[h(z)]p, < B2m—2. bm—2 < p3m—n),

k(z) ist ein Polynom vom Grad m—1 und der P,-adische Wert seiner
Koeffizienten héchstens gleich 42»—2, demnach
|k(2)|p, < Bim—2.bm—1 = p3m—0,

Aus

’ D — h
g (@) = 24t

folgt also, dal entweder
lg(@)|p, = db—2m=D
oder
|9 (2)|p, << db—2m=, |9'(2)|p, = db—3m—D)
sein muB}; dabei ist
d = |Dlp,

gesetzt,

Jetzt kann gezeigt werden, daB [g(z)|p, nur dann in P,-adischen
Punkten z beliebig klein sein kann, wenn das Polynom ¢(z) eine P, -adische
Nullstelle besitzt. Sei in der Tat & eine spezielle P,-adische Zahl mit

d2 d
e, =8 9@ 1, < min (5 )
und J die P,-adische Zahl

_ 9,
. 8 = 3k
es ist alsdann
b3 m—1)
{ole, = 1g(&)ie, - <1,
ferner
g® (5) 19 (&) 50!
30| <@
=2 »
p J@m=1
< [T REE 1@l <t P 19 @, = 19(D) e,
p@m=D

Folglich wird
' [9(¢+8) e, < 19(8)lp,»

denn es ist

1E+8) = g@+r @+ DOy Py

=2 I=2
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Es werde jetzt der Reihe nach gesetzt:

'51 = 5‘!"6: 61 - ’—z.g.ﬂa » 52 = §1+ 61,
62 = —‘tg],(é.z;, rE:; - §2+ 627
53 = _Z'Eiz;’ 54 = 53 + (53

usw. Indem man die letzten Abschitzungen fortwihrend wiederholt, folgt
hintereinander:

[&lp, <0, [9(&)lp, < |9(§)iP, < min (b’](m ° bz(rcnl 1))

8u0n < P () ey
| &ole, < B 19(EDlr, < 19(EDIr, < min (s - 1)
iéziP,—<_—_

N . d® d
&l B 1908 1r, < 19 (&), < min (s, o)

gD,

usw., also nach den Stetigkeitsgesetzen des P,-adischen Kérpers:
Iim {g(fh) }P'z == 0, lim !‘Eh+l"'§h|P¢ = hm léhll’, = 0.
h—» oo k> oo h—» oo

|83]p, =<

Die zweite Gleichung zeigt, daB die Zahlen £, gegen einen Grenzwert &*
konvergieren; dieser Grenzwert ist nach der ersten Gleichung eine Nullstelle
des Polynoms g¢{z).

Wenn g(z) keine Nullstelle besitzen soll, so mul} demnach fiir jede
P.-adische Zahl z

. d? d
Ig (2) lP,, g mm (bm, b7(m,—1) 4 b3(m—l))

sein; der erste Teil von Hilfssatz 4 ist damit bewiesen. Die Voraussetzungen
des zweiten Telles verlangen offenbar
_ b=1, d=1,
und dann folgt
9@ e, = 1,
so daB auch der zweite Teil bewiesen ist.
16. Aus der Zerlegung von F(z, y) in B, ergibt sich durch Differenzieren
nach z
F'(x, 1 1 , 1 I G (%, y)
Fay =iy teent Y [ e Y e

x—yl,
r=12...,%
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und durch Ubergang zu den P,-adischen Werten
IF (@ 9) e, = | F' (2, 9)|p,

. , v G.(z y)
X min (|o—Leyle, |o—Eyley o0 |28Vl &l

=12 ..,0.
Jetzt werde fiir z und y zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen p und ¢
eingesetzt. Ist das Maximum der P,-adischen Werte der Koeffizienten von
G:(x, y) gleich b, so gilt offenbar

| |G=(p, Dr, < b
Ferner hat keines der beiden Polynome
G (z,1) und G.(1, 2)

eine P,-adische Nullstelle; also gibt es nach dem vorigen Hilfssatz eine
positive Zahl &', so daB fiir jede P,-adische Zahl z

|G(e, D)o, = ¥, |Gu(l, @)lp, =¥
ist. Wegen der Homogenitiit von G (z, y) folgt hieraus

|G, ) e, = |6 (Z,1) 87|, =¥ |0 e,

. I q n—v,
|G (0, Do, = [6: (L, L) "7
und da mindestens eine der beiden Zahlen p und ¢ zu P, teilerfremd ist:

|G:(p, 9)| = ¥,

= b’ Ipn_vzlpu
k3

G, (ps ) b
G, (p; q),

Da die Form F (z, y) irreduzibel ist, so ist ihre Diskriminante A eine
ganze rationale und von Null verschiedene Zahl. Ahnlich wie in 14. lassen

sich zwei Bindrformen mit ganzen rationalen Koeffizienten

P, T T

H, (z, y) vom Grad n— 2,
K, (z,y) vom Grad n—1
und zwel Bindrformen mit ganzen rationalen Koeffizienten
H, (z,y) vom Grad »n—2, .
K, (2, y) vom Grad n—1
bestimmen, so da identisch
Flz,y) Hy(z, y) + F' (2, y) Ky (2, ) = A 273,
F(z’ ?/) H2(:D, ?/) +F,(xa y) Kz(x: ?/) = 4 yzn—z
ist; setzt man hierin p, ¢ fiir z, y ein und beachtet wieder, da8 mindestens
eine dieser beiden Zahlen zu P, teilerfremd ist, so folgt durch Ubergang zn
den P,-adischen Werten

max (| F (p, 9 e,, |F'(p, 9)p,) = |4 ]p,-

(F(p, le, < |4dle,
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d ,
folgt daraus P 3 0)e, = | Al

so dall man zu der Ungleichung

(v —1)

1 (p, Q)|p, = | 4|p, min (|p—glr,, |P—0&ilp,s - |P—0Le
gelangt. Setzt man

bl
e 5)

¢ = | Alp,min (1, %),
so gilt die Ungleichung
| (b @)le; = ocmin ((p—gele,, Ip—gEilrs - p—gge™ Ve, 1)
(r=12,..,0)
auch noch fiir
' \F (2 Dlp, = {4]p,
und also fiir alle Paare p, g. Diese Ungleichung fiir |F (p, g)!p_ ist fast genau
von derselben Gestalt wie die Ungleichung fiir |F{p, ¢}] in 13.
Wenn speziell die Primzahl P, geniigend groB ist, so daB sie weder in
der Diskriminante A von ¥ (z, ), noch in dem héchsten Koeffizienten F (1, 0)

dieser Form aufgeht, so ist :
¢ = 1.

Denn man hat erstens {A4|p_ = 1. Zweitens sind die P,-adischen Zahlen
C’Z} C’é’ MR Ci‘.1—l)
alle ganz, denn die Koeffizienten threr Gleichung
1 — 0 a n— %y .
a—()F(m,l):x +E-;$ 1+...+;0———0
sind ganz P,-adisch. Also hat auch die Form

lF(oc, y)

1
—-—G((I:, y) = P
“° (=L a—2ly) ... (z— 2 Dy

ganze P,-adische Koeffizienten und den héchsten Koeffizienten gleich Eins,
so daf die Zahl b = 1 ist. Drittens ist die Diskriminante dieser Form eine
ganze P,-adische Zahl und geht in A auf: also muB sie eine P,-adische Einheit
sein. Es kann also die zweite Hilfte von Hilfssatz 4 herangezogen werden,
so da b =1 folgt. Das ergibt aber gerade

= |4]p,min (1, 1) = 1.

17. Nach den Ergebnissen von 13. und 16. gilt fiir teilerfremde ganze
rationale Zahlen p und g¢:
in(|2—¢], |2 —

F . )l Zelpapmin(|E—z], |20, ..., ):

|F (P, q)|p, = ccmin(|p—qlelp, |P—qLilp,> - [P —qL0 V|5, 1)
(t=12,...,0.

>
i
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Dabei sind ¢, ¢y, ¢,, . - ., ¢; positive Konstante, die aufler von der Form F (z, y)
nur von der Korpern R, By, B,, ..., R, abhiingen; es ist ferner ¢, =1,
sobald die Grundzahl P, des Korpers R, eine gewisse Grofle iiberschreitet.
Also bleibt das Produkt

S CCyCy. . .G

oberhalb einer positiven Schranke C, die allein von der Form F(z, ), nicht
‘aber vor den Korpern R, Ry, R., ..., B, d. h. von den Primzahlen
P, P,, ..., P, abhingt. Multipliziert man die obigen Ungleichungen, so ist
offenbar

0w = (I IFe.als,)

gerade gleich dem gréBten Potenzprodukt der Primzahlen P, das in F(p, q)
aufgeht; also kommt man zu folgendem Hilfssatz:

Hilfssatz 5. Bedeute):
F(z,y) eine trreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grad n = 3,
P, P,, ..., P, endlichinele verschiedene Primzahlen,
LT, ..., LoD die simtlichen recllen Nullstellen von F(z, 1),
Lonloy oo 5 00 fir v=1,2,.. ..t die samtlichen P,-adischen Nullstellen

. von F(z, 1),
p und g zwer beliebige teilerfremde ganze rotionale Zahlen (q = 0),
Q(p, 9 das gréfte Potenzprodukt der Primzaklen P, P,, ..., P,

das in F(p, q) aufgeht.

Dann qibt es eine positive Konstante C, die allein von F(z, y), mdzt aber von
den Primzohlen P, abhingt, so daf
Y

t
x [ min (p—glcle (P—aLile,s - [P—aT e, 1)

=1

Ig((zi’qq)l = C’Ip,ql"min(i%’--_;i, ‘g—&”, ...,!_q"l._gw—n ,

ist.

18. Der letate Hilfssatz fithrt zusammen mit Satz 1 zu folgendem
Ergebnis:

Satz 2. Bedewte F(z, Yy) eine irreduzible Bmarform mit ganzen rationalen
Koeffizienten vom Grad n = 3, p und g zwei telerfremde ganze rotionale
Zahlen, Py, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen und Q(p, q) das
grople Potenzprodukt der Primzahlen P,, das in F(p, q) aufgeht.

%) Im folgenden wird dieser Satz nur fiir n > 3 gebraucht, jedoch bleibt; er und
sein Beweis offenbar auch fiir » < 3 richtig.
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Gendigt dann die Konstante 8 der Ungieichung
. n
p> s=1,rﬁl}l.1.1.,n—1 (s-{-— 1 + S),
so besitzt die Ungleichung '

[F (p. )}
Qp.9) = 2,

hichstens endlichviele Losungspaare p, q.
Beweis. Nach dem letzten Hilfssatz ist

=t

Gy zoman o
wenn ’ -
t = e 3] =, [0 )

Z, = min (jp—q&:|p,, |P—9Cip,s - |P—2L0 Pl 1) (=1,2,...,1)
gesetzt wird. Seien jetzt von den Zahlen '
Vg == ¥, Py, Vay oo Yy
etwa,
Viys Vugs - -5 Yuy
von Null verschieden, alle anderen aber gleich Null; dann ist

LF(p.a)| .
Toa = ClparZuz,,.. Zu,

Es werde
k = max (1, é)

gesetzt und fiir den Augenblick unter

) |p—qZP|p,
die Zahl |
:___, () |
¥ ¢ i

verstanden, wenn unter den Indizes yuy, 1y, . . ., 4y auch die Null zufilliger-

weise vorkommt.
Sind jetzt Ay, A, . . ., 4, Irgend u ganze rationale Zahlen mit

0L hSm—1 0ShS v—1 . 04 < —1
so besitzt nach Satz 1 die Ungleichung
JI min(jp—qbi? 1) < Eipgl~?

héochstens endlichviele Losungen. Offenbar treten hochstens
PR
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verschiedene solche Ungleichungen auf, wenn fiir 4;, 4,, . . ., 4, alle zuliissigen
Zahlen eingesetzt werden. Andererseits muf jede Ldsung von

1F(5,a)] .
ey = |21l

einer dieser Ungleichungen geniigen; daraus folgt die Behauptung.

19. Einige Folgerungen, die sich aus dem letzten Satz ziehen lassen,
seien hier aufgefiihrt:

Folgerung 1. Bedeutet F (2, y) eine irreduzible Binirform mit ganzen
rationalen Koeffizienten vom Grad n=>3, p und q zwei teilerfremde Zaklen
und P(p, q) die gropte Primzahl, die in F(p, q) aufgeht, so strebt gleichzeitig
mit |p, q| auch P(p,q) iber alle Grenzen.

Denn wire diese Behauptung falsch, so giibe es endlichviele Primzahlen
P, P, ..., P, und eine unendliche Folge von Paaren teilerfremder ganzer
rationaler Zahlen 9, ¢, fiir die F(p, ¢) nur aus diesen Primzahlen zusammen-
gesetzt wiire. Man hitte also in der bisherigen Bezeichnung

17, 9)| = Q(p. q)
und das widerspricht der Ungleichung
1F(p, 9)| o —
Tipg = paltTh
die nach Satz 1 von einer Stelle an gilt und in der § <C » angenommen Werden
kann.

20. Folgerung 2. Seien My, M,, M, drei endliche Mengen von Prim-
zahlen, deren Vereinigungsmenge aus lauter verschiedenen Primzahlen besteht.
Wenn dann die natiirliche Zahl Z, nur Primtesler aus M, die natiirliche Zahl Z,
nur Primieder aus My und die natiirliche Zahl Z, nur Primteiler aus M,

enthiilt, so besitzt die Gleichung

Z ' Zq - 23
héchstens endlichviele Losungen?).
Denn ‘bestehe etwa die Menge M; aus den Prunzahlen P,P, .., P,
die Menge M, aus den Primzahlen @;,Q,, . . ., Q, und die Menge M, aus den
‘Primzahlen Ry, R,, ..., R,. Jeder Losung der Gleichung
PP PP PP+ Q'@ ... Qi = BRI RP ... R}
in nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen
Pp p?: AL IRE) pt; 91: 92: LI Qu: 71; 7'2) LIRS 7‘0
ordne man die vier natiirlichen Zahlen ,
—_ plpiisl plpa2is) [peisl, _ pnisl nlgzis) (g5}
p"‘Pxp -P2p2 '--Ptpt 5 - g‘_"qul Q202 “‘Quq >
a = Pfr‘f:[m!ﬂ Pzpz-—fi[lielﬁl . Ptpr-f’[pu'ﬂ’ '

— Q‘I1*~5[¢11!5l 042‘5(9215} Qqu—ﬁlq.ulf»l

-7) Die Einschrinkung, daB Z,, Z,, Z, positive ganze rationale Zahlen sind, ist
offenbar iiberflissig,
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zu, so dab

‘ ap®+bg® = R'R*... Ry
ist. Offenbar sind p und g teilerfremd. Dasselbe gilt fiir o und b; diese beiden
Zahlen sind ferner héchstens endlichvieler verschiedener Wertepaare fahig.
Die zugeordnete Bindrform fiinften Grades ’

Foy (2, y) = az® + by
ist im Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel, auler im Falle
a=>b=1,
wo die Zerlegung
Fl,l (z, ) = z° Y= (+ y)G(iE, Y)s
G(z,y) = 2t — 2y + 2yt — 2y’ Yt
besteht; der Faktor G(z, y) ist aber wieder irreduzibel. Sind jetzt p und ¢
irgendwelche teilerfremde Zahlen und wiichst |p, ¢| iiber alle Grenzen, so
konvergiert nach Folgerung 1 auch der gréfte Primteiler von F, ;(p, q)
bzw. von G(p, g) gegen Unendlich. Die Gleichung
ap®+bg’> = R*R?*... R
1aBt sich daher nur auf endlichviele Arten durch beliebige teilerfremde ganze
rationale Zahlen befriedigen, erst recht daher nur endlichoft durch Zahlen
der Mengen M, und M,. Jede Lésung von
I+ Zy = 1,4

gibt aber AnlaB zu der Losung einer von endlichvielen Gleichungen dieser
Gestalt; also hat diese Gleichung auch nur endlichviele Losungen.

21. Folgerung 3. Seien ay, by, a,, by, a3, by ganze rationale Zahlen mit

(a‘la bl) =1, (a’25 bz) =1, (a3> ba) =1,
Ay = ayby— a3by £ 0, Ay = a3by—aby+=0, Ad; =a,b,—ab =0,

Durchlaufen dann p und q eine Folge tetlerfremder ganzer rationaler Zahlen
mit |p, q| - oo, so wiichst der grofite Primteiler von

(P + b19) (@2p -+ by9) (43P + b3q)
iber alle Grenzen.

Beweis. Setzt man zur Abkiirzung
Li=ap+byg L=ap+byg Ls=ap+ by

so ist offenbar
ALy + ALy + ALy = 0,
also
M Ay AgLy Ly Ly = — A Ly - ApLy- (4, Ly + Ay Ly).

4 = (AlLla Asz)
414, 4,(Ly, Ly)

Es werde

gesetzt, so dafl
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ist. Offenbar gilt aber

Aap =—ap L+ Ly, Ayq =Ly —b L,
wegen (p,g¢) = 1 also :
(— oLy + a1 Ly, b1y — by Ly) = A,

(L, Ly) | A5, 4| 4,4,4,.
Die Zahl A ist demnach nur endhchweler Werte fihig; zu gegebenen Werten
der teilerfremden Zahlen

und daher

kénnen also nur endlichviele Wertepaare L, L, und folglich auch nur endlich-
viele Paare p, ¢ mit (p, ¢) = 1 gehoren, denn die letzteren sind durch Angabe
von L, L, eindeutig bestimmt. Es werde jetzt angenommen, dafl die Folgerung
falsch sei, daB es also eine unendliche Folge von Paaren p, ¢ mit (p, ¢) = 1
und |p, g| - oo gibt, so dal der gréfite Primteiler von L, L, L; beschrinkt
bleibt. Dann zeigt die vorige Konstruktion, dafl es auch eine unendliche
Folge von Paaren ganzer rationaler teilerfremder Zahlen Z,,Z, mit
max (|Z,],|Z,|) - oo gibt, fiir die der groBte Primteiler von
Z,2,(Z, + 2y)
beschrinkt ist. Offenbar ist nicht nur (Z,, Z,) = 1, sondern auch
(Z1,2)+ Z5) =1, (23,2, + Z,) = 1.

Zy+ 2y = Z,
so ist es also moglich, diese Gleichung unendlichoft zu befriedigen, indem
man fir Z, nur Primteiler einer endlichen Menge M,, fir Z, nur Primteiler
einer endlichen Menge M,, fiir Z; nur Primteiler einer endlichen Menge M,
von Primzahlen zulédf3t, wobei diese drei Mengen zu je zweien elementenfremd
sind. Das ist aber nach Folgerung 2 unmdglich.
22. Folgerung 4. Ses
Q (2, ) = a2* + a2y + ary*

eine vrreduzible quadratische Form,

v L(z, y) = byz + by
eine Lanearform mit ganzen rationalen Koeffizienten. Durchliuft p,q eine
unendliche Folge teilerfremder ganzer mtumaler Zaklpaare mit |p, g| — oo,
so wichst der groﬁte Primteiler von

@9l

Setzt man noch

tiber alle Grenzen
Folgerung 5. Seien
Q(z,9) = ay2* + gy 7y + aayp’, Q* (. y) = bo* + byzy + byy®
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zwer verschiedene irreduzible und zueinander teilerfremde quadratische Formen
‘mit ganzen rationale Koeffizienten. Durchliuft p,q eine unendliche Folge
teslerfremder ganzer rationaler Zahlpaare mit |p, q| — o, so wichst der grofite

. Primteiler von
e Q(p. 9.9
diber alle Grrenzen. o
Beweis. In beiden Fallen kann man in gleicher Weise vorgehen. Wird
/ b . S
P = @ALP: 7 = %: 4 = (ag by, 9)
gesetzt, so ist offenbar
a2 bl (@ p® + a1pq + @20%) (Bop + b1 )
= A3 (PPt a b P ¢ + a0 b3 4% (P + a0 biq)
a3 b3 (aop® + 1P ¢+ a2 9°) (bop* + bipg + 627
= AP+ @ bep’ ¢+ Gasbi g7 (P + a0 bip ¢+ afbybyg?),
ferner A beschrinkt, ' und ¢’ teilerfremd und mit |p, ¢| strebt auch |3, ¢'|
_gegen Unendlich. Man kann sich also im ersten Fall auf die Untersachung
einer irreduziblen quadratischen Form und einer Linearform
Q(Zlf, y) = z* + A1$y+ A2y2: L (.’D, ?/) = .’E—}— ‘B].7 >
im zweiten Fall auf die zweier irreduzibler quadratischer Formen ohne ge-
meinsamen Faktor

Qz, y) = a*+ Adjzy + A9, Q% y) = 2*+ Byzy+ Byy®
beschrinken, die ganze rationale Koeffizienten und den hichsten Koeffizienten
gleich Eins haben.

Sei jetzt Py, P, ..., P, irgendeine endliche Menge von verschiedenen
Primzahlen; p, ¢ durchlaufe eine solche unendliche Folge von teilerfremden
Zahlpaaren mit |p, ¢| - oo, so daB fortwihrend

Qp.q) = ¥ PI'PP*... PI*
ist, mit von p, ¢ abhiingigen nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen

P1s Pas - - o5 Pt-

Die Gleichung Qe, )=1a2+ A,z -+ 4, =0

ist nach Voraussetzung wrreduzibel; ihre beiden Wurzeln £, ¢’ sind also
konjugierte ganze algebraische Zahlen zweiten Grades und definieren einen
quadratischen Zahlkérper K, dessen Basis etwa
‘ Lo

ist, wobei w eine ganze Zahl aus K bedeutet. Wir wollen konjugierte Ideale
und Zahlen aus K durch einen Akzent unterscheiden.

Seien Py, Ps, ..., Ps die sdmtlichen verschiedenen Primideale, die in
P, P,, ..., P,aufgehen; da in der Zerlegung

Q. 0)=@—e0)@—90)
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die beiden Faktoren p — ¢{ und p — ¢¢’ ganz algebraisch sind, so gestatten
die zugehorigen Hauptideale eine Darstellung

P—q0) = ppf...pfk, (p—ql) = PP )%

mit nichtnegativen ganzen rationalen Exponenten 7y, 7,,..., 7, Unter A
die Klassenzahl von K verstanden, werde 7, zerlegt in der Form
nk=7h1k+[uk (k=1,2,...,8),
wobel die A, nichtnegative ganze rationale Zahlen, die p; aber Zahlen der
Folge 0,1,2,.. ., 7h — 1, also nur endlichvieler Werte fihig sind. Setzt man
a = pfpla...pls, a = p'l#x p"zﬂz__, p;-“s,
X = plllhpg.zh...pslsh, x' — p;llhp;).zh‘-.p;‘lsh’

so bestehen die Gleichungen

(p—ql) = a¥, (p—gf)=a'¥"
Offenbar ist == (£) ein Hauptideal, also auch a = (z). Das Ideal («) kann
hachstens (7 £)* verschiedene Werte annehmen. Geht man zu den Zahlen iiber,’

50 ist

, P—gl=call, p—gl'=ga¥7,
wobei g eine gewisse Einheir aus K bedeutet. Ist K nicht reell, so gibt es in
diesem Korper als Einheiten héchstens sechs Einheitswurzeln; wir setzen
ox = p, f=p+go
und dann kann J nur einen von héchstens 6 (7 &) verschiedenen ganzen Werten
aus K annehmen, wihrend » und ¢ gewisse ganze rationale Zahlen sind.
Ist dagegen K ein reeller Kérper, so mul s von der Form
0= 8'}]9
sein, wo & = F 1, 7 eine erzeugende Einheit aus K und ¢ eine ganze rationale
Zahl ist. Sei
g="Te+}
mit einer ganzen rationalen Zahl ¢ und einer Zahl f, die einen der Werte
0,1, 2 3,4, 5 6 hat. Wir setzen
enfa =f, é=rp+qw,
und dann kann § nur einen von hochstens 14 (7 k)* verschiedenen ganzen
Werten ans K annehmen und sind 13'und 7 gewisse ganze rationale Zahlen.
Damit ist man in beiden Fillen zu der Darstellung
pP—ql=B@+awf, p—ql=pfE+7Y
gekommen. Sei . ’
(p’ q)? A‘

Wegen (p,¢) =1 und
. A7 (p—q&, p—4d)
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ist offenbar
A",
so daB A nur endlichviele Werte annehmen kann. Es werde jetzt schlieBlich

2 _ a _ 78 —
A—p*’ A—9*> Aﬂ—'}’

gesetzt; damit ist man zu einer Darstellung
p—ql =y (@*+ ¢*o), p—¢¢ =y (p*+ Y
gekommen, in der y eine von endlichvielen ganzen Zahlen aus K, p* und ¢*
aber ganze rationale teilerfremde Zahlen sind. Offenbar gilt
_ Uy o) — Ly (Pt gt ) (Pt o) —y'(p*+ ¢t o)

p_ CI_C q"’ CI__C ]

diesen Gleichungen entnimmt man, daB mit |p, ¢| auch [p*, ¢*| iiber alle
Grenzen wachst.

Die betrachtete p, g-Folge werde jetzt in die endlichvielen Teilfolgen T,
zerlegt, zu .denen die vorige Konstruktion dasselbe y lieferte. Hs geniigt,
diejenigen 7, zu betrachten, in denen unendlichviele Paare vorkommen
und fiir die Paare in jedem einzelnen solchen 7', zu zeigen, dall der grofite
Primteiler von L(p, q) bzw. @*(p, q) iiber alle Grenzen wichst.

Es ist '

Lip,gy=2+ B¢, @ (0,9 =@ — 249 P — L9,
wobei Z, und Z, die Nullstellen von @*(z, 1) sind. Hieraus ergibt sich

L(p,q) =F(p*, ¢, @*(p,9) =6G(@*¢*);
wobei F(z,y) und G(z, y) die Formen siebten und vierzehnten Grades

F(z,y) = Y&+ Bz + yw);—_yz’(i + By (z + ?/w’)7,
G(z,y) = y{£'—2Z,) (x-i-yw);:lg’(é'—zx)(xﬂ-yw’)7
W =2zt yo) — ' ((—Z)(z +yo)
&—¢

mit rationalen Koeffizienten sind. Die Nullstellen von F(z, 1) bestimmen
sich aus

T+ o onig (VBN
o = e («/_—@'+Bl)) (j =0,1,2,3,4,5,6),

die Nullstellen von G(z, 1) aus

EH @ omyyr (YEZZOV o g

T = e (y@'*zl)) (j=10,1,2,3,4,5,6)
bzw. ’

20 gy (YE—DV L
T 7 (y(C'—‘Zs)> (1 =0,1,2,3,4,5, 6).

Die drei Zahlen unter den Wurzelzeichen sind endhich und von Null ver-
schieden, denn ¥ und 9’ sind gemiB ihrer Konstruktion nicht Null und ¢
Mathematisehe Annalen. 107. ‘ 48
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oder{’ konnen weder gleich der ganzen rationalen Zahl —B,, noch gleich einer
der beiden Wurzeln Z,, Z, des zu @(z, 1) teilerfremden Polynoms Q*(z, 1) sein.

Hieraus folgt, dal hochstens eine einzige Nullstelle von F(z, 1) bzw.
hochstens zwei von G(z, 1) algebraisch von erstem oder zweitem Grade
sind; denn sonst wire eine primitive siebte Einheitswurzel rational durch
endlichviele algebraischen Zahlen ersten oder zweiten Grades darstellbar, was
bekanntlich nicht geht.

Also geht in F(z,y) und G(z,y) eine irreduzible Form mit ganzen
rationalen Koeffizienten von mindestens drittem Grade auf; daraus und aus
der Folgerung 1 ergibt sich, da8 der grofite Primteiler von

F(p* ¢*) bzw. G(p* q¥)
tiber alle Grenzen wichst, wenn »* und ¢* alle unendlichvielen Paare teiler-
fremder ganzer rationaler Zahlen aus T, durchlaufen; also strebt gleich-
zeitig der groBite Primteiler von L (p, g) und Q¥ (p, ¢) iiber alle Grenzen und
es ist gezeigt, da der groBte Primteiler der Formen

Qe Lpg uwd Q(p,g)Q*p 9
nicht beschrinkt ist, wenn p, g irgendeine unendliche Folge teilerfremder
ganzer rationaler Zahlen mit |p, ¢| - oo durchlaufen8).

Offenbar kann man die Folgerungen 1 bis 5 zusammenfassen in den Satz:
»Hat die Bindrform F(z, y) ganze rationale Koeffizienten und das Polynom
F (z, 1) mendestens drei verschiedene Nullsiellen, wobei eine etwaige Nullstelle
z = oc matzuzihlen ist, so wiichst der gréfte Primteiler von F(p, q) diber alle
Grenzen, wenn p, q eine Folge teilerfremder ganzer rationaler Zahlen mit | p,q| oo
durchlaufen.*

Gottingen, im Januar 1932.

8) Wegen dieses Beweises vergleiche Pélya (7), S. 145 und Siegel (8), 8. 204.

(Eingegangen am 6. 2. 1932.)



