Zar Approximation algebraischer Zahlen. 11,
(Uber die Anzahl der Darstellungen ganzer Zahlen durch Biniirformen.)

Von

Kurt Mahler in Gottingen.

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde gezeigt, daff sich durch eine
irreduzible Bindirform F (x, y) mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad
n == 3 hichstens endlichviele Potenzprodukle gegebener endlichvieler Prim-
zahlen eigentlich, d.h. mit teilerfremden ganzen rationalen Zahlen z = p,
y = q, darstellen lassen.

In diesem zweiten Teil wird mittels einiger einfacher Abschitzungen
eine Schranke fiir die Anzahl dieser darstellbaren Potenzprodukte gewonnen.
Das Ergebnis lautet:

Zu der vrreduziblen Bindrform F (x, y) mil ganzen rationalen Koeffi-
zienten. vom Grad n Z= 3 lift sich eine positive Zahl ¢, angeben mit der
folgenden Eigenschaft: Sind P, P,...., P, trgend endlichviele gegebene
Primzahlen, so ¢ibt es hichstens ¢\ *1 verschiedene Paare p, q teilerfremder
ganzer rationaler Zahlen, fiir die F (p,q) allein durch diese Primzahlen
teilbar ist.*

Aus diesem Satz werden verschiedene Folgerungen gezogen; so ergibt
sich z. B., dal die Anzahl aller Darstellungen grofler qanzer rationaler
Zahlen g durch die Bindrform F (x, y) hichstens gleich O (|g
eine beliebig kleine positive Konstante bedeuten darf.

) 1st, wobel &

I.

1. TIm ersten Teil dieser Arbeit wurde folgender Satz hewiesen?):
Hilfssatz 1: Bedeute:

f(x) ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten

vom Grad n = 3,

a die Zahl fi(m)“,

¢ eine reelle Nullstelle von f(x),

P, P, ..., P, tverschiedene Primzahlen,

L, fir v =1,2,...,t eine P,-adische Nullstelle von f(z),

s eine natiirliche Zahl kleiner als n,

1) Siehe Hilfssatz 3, S.709 im ersten Teil dieser Arbeit, Math. Annalen 107
(1933), S.691-—-730.
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U, O, I drev positive Zahlen mit

— e - i - 2 .
Ii} ,s*+l“'5‘@;"” ﬁgf ﬁ\/},, k=1,

K dve aus thnen gebildete positive Zahl

n n .
(2 0)(+3) =g

. ,g — 3
I{ . (4(1) vnm(l “ 9) k (& ’

r,r A am Fall (0, t) ¢ positive Zahlen der Sumine Eins,

r.r,r, ...>I w Fal (1,t)t -+ 1 positive Zahlen der Sumine Eins.
Die Paare p, q tederfremder ganzer rationaler Zahlen, die der Un-

gleichung

(1, 0): - MCw =kip, qI77

bzw. der Ungleichung

(0, 1): P —q& e, = klp, g7

bzw. den t Ungleichungen

(Ot) Tp—"qc,|pr§(kE’p7ql"‘ﬁ)lvr ('L' 111,2,...,t),

baw. den -1 Uo'quei(:ku'nqm

(L 0): [*w-é“! kip.q =9 [p—q&lp, < (klp,q=?)" (v =1,2,...,0)

geniigen, befriedigen entweder alle die Ungleichung |p, q¢| << K, oder es qibt
auch solche Losungen mit | p, q| ~ K, und wenn p,, q, eine von thnen mit mog-
lichst Kletnem | py, q,| > K ist, so befriedegen alle anderen Losungen p, q
mit | p, q| > K die Ungleichung
Po Gl =[P g1 (k7 Ipo’ qo|

Es wurde ferner gezeigt?):

Hilfssatz 2: Gelten dieselben Bezeichnungen wie im vorigen Hilfssatz,
ist f* eine positive Zahl gréfier als /3 und v eine natiirliche Zahl mat

vzﬁ* — (1),

so kann gedem Paar teilerfremder ganzer rationaler Zahlen p, q mat
|p, q| > k7, das der Ungleickzmg

mm( )——CI [Imln 7 —qClp) = klps g "

T=1
gentigt, auf eindeutige Weise ein System von t - 1 nichinegativen ganzen
rationalen. Zahlen f,, f,, f,, ..., f, mat

o bt ho =

2) Siehe den Beweis von Satz 1 im ersten Teil dieser Arbeit, S.710.
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zugeordnet werden, so dafy auch die Ungleichungen
/!’
: P
min (1, |22 ) = (klpg| )
Iz
min (1, [p—q& [p) = (klp, g/ 7)" (r=1,2,...,1)

bestehen. Fiir das System der Zahlen f,, f,, fo. ..., [ gibt es genau

(v -+ l)
L
verschiedene M oglichkeiten.
2. Vermoge dieser beiden Hilfssitze soll eine obere Schranke herge-
leitet werden fiir die Anzahl der gekiirzten Briiche f7 mit positivem Nenner,

die der Ungleichung

(1. 0): L=kl

oder der Ungleichung

(0, 1): |p—qlelp, = k|p, g7

oder den ¢ Ungleichungen

(0, t): [p—q&lp, < (k|p g™ 8) (t=1,2...,1
oder den ¢t + 1 Ungleichungen

(L0 |2 —g| < klpag =) |98 le, Z (klpo )" (7= 1,2, .000)

oder schlieBlich der einen Ungleichung

¢+ 1): mm< , _gl) ”mln(] \p—qllp,) < k|p,q|~ "
7=1
geniigen.
Seien % und % zwel verschiedene Losungen von (1, 0), (0, 1), (0, ?)
1 2

oder (1, t), also ohne Einschrinkung
(pv (11) - 1> (pza (J2) - 1’ 1 > 07 7> = O’ % =+ '%) ipv 9, | é !pw %“
Dann bestehen die Ungleichungen
Py ?’1 - EL -
q2 ‘ l ‘Iz )!
> |i”1(12*‘77291| > 1 ,
= e aillpe 21 = 191 a1l P2 ¢
r) Z 19 (P — 6 6) — 0 (P — 1) e,

1
== | o = Py 8 > .
lpxqz pz(b(l,: 2[7’1,¢11|f712-921

2maX v-——é‘l

max (lpl — C? ‘1’17 ‘pg - qg(:z

Aus ihnen folgt im Fall ( 0):

1 _
| 4 B (7””77 B 77r 3 2 ma \ T é‘ ' ;
1P e qo = 5 (I>

<‘)ma‘i klpy, 77 klpys @1 F) = 2k |9y, 0,177,
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im Fall (0, 1):
1
2| p1s q1 || Pos o

Pys ‘7’2 A, CT‘PT)
= max (k|p, ¢,[ % klpy ¢l ) = Elp, ¢ |77

é maX(MOl — ¢ CT

im Fall (0, ¢):

t
’éﬁ»};’"qlll P @ gl[l P18 Paalr,
L2
= [] max(p, — ¢, Celrys [P —qaCilp)
o
= [ max ((klpy 0,70 K1y aa[70)) = klpy a7,
T=1

und 1m Fall (1, #):
t

1 P19 — P2 a1 Hlpl(b*‘l)z ‘hipT
T=1 2

S _<_ R
[P qulPos 2| = [ 21> 4111 P2> 92
t
‘ oA | P I |
= zmax(| B, |2 })[__/ max (| p, — ¢, ol (92— daLelr,)

< 2max ((k|p,, ¢, )", (k|py g1 9)"") X

x /[ max ((kipz’ 9, ‘—ﬂ)ﬁr, (khoza %[MP’)I'T) = 2k ' P> & iw“j‘

=1
Folglich miissen in allen vier Fallen zwei verschiedene Losungen %I}l
1

und 22 durch dieselbe Ungleichung
1 ~ 8 1 3
2oy 01| | Pos 0o =klps il oder |[py, ¢, = - T P @172
miteinander verkniipft sein.
3. Nach Hilfssatz 1 muf} fiir jeden Losungsbruch % von (1, 0), (0, 1),
(0, t) oder (1, t) entweder

1 2n3
1Pos Gl = 125 q] << (& 7 |po q1) 7 (|po> 90| > K)

oder
1

@hi— <|pq =K

oder
1

P g < (k)P

sein. Diese drei Intervalle fiir |p, ¢| seien zur Abkiirzung der Reihe nach
mit J,, J, und J, bezeichnet.
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Das Intervall J, beginnt wegen |p,, ¢,| > K rechts von

() (v a) 5o

K= (4a) o087 | @’f"

aus

( " -+ d) (jii -+ %) > (i + )3+ 0) =1 ~% Y

$
folgt daher

11—+ 1—— -+ 39

£
Do o] > K = (hak) o0 = @2k) 00 |
Zu den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 trete von jetzt ab noch die
weitere Annahme
1 s P
@~;%0§7(1w-/77;,, ﬁ)(b’w.Z).

Dann ist
2 2 n‘ 2n3

(P> 90| = (2R) P2, (k ¥ 0 0D 7 = p0 0]
Im Intervall J, habe jetzt 1rgend eins der vier Probleme (1, 0), (0, #),
(0,2), (1, t) insgesamt die g Losungen
@’ g,
in gekiirzten Briichen mit positivem Nenner. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit darf
2
@RI <P dol = |10 4 = 1P 1l = - s L
= AR lpm%!) =P gl T

angenommen werden. Nach 2. ist aber dann

1 .
l,pl-(vp /7 l g 2% !7));7 9 lﬁml A= 1’ 27 ey 1)7
und demnach besteht die Ungleichung

)1+(ﬂ~—1)+ D2

[P g, [0

1
= ((2E) 77 py, g, )P

2w 0] = (5

daher erst recht die Ungleichung

23

i/p01 QO[ 2 = ((Zk ﬂ"’ 'po’ )(g~l)u-‘1
und wegen ‘

2
Do 40| = (2k) P2
die Ungleichung

2 n3

| Do %o > [Pos o |*

(7’—-1)“_1
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&

Hierin ist gewil |p,, ¢,| grofer als Kins und f groBer als Zwei, so dafl
man nach g auflésen kann und folgende Schranke hierfiiv hekommt:

w1+

Clog (1)

In entsprechender Weise gelangt man zu einer oberen Schranke fiir
die Anzahl der siamtlichen gekiirzten Briiche mit positivem Nenner
Puvyi Puyo Py
IR e
fitr die |p, ¢| im Intervall J, liegt und die einem der vier Probleme (1, 0),
(0, 1), (0, ¢), (1, t) geniigen. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf

1
(4 k) -2 é 'p‘u—f’l’ (1.“-+II é {p.“'.L‘F (1!&-4‘2‘ é ct g [7),“‘%"7 q#‘i"l é K

vorausgesetzt werden. Dann ist ebenso wie vorhin
1

Pasrs Guarl = (2F) T2 [Pups uey )P0,
also erst recht
K >~ 2@-p""1
und
. . log:
v ey

lo

Was schlieBlich die Anzahl o der Losungen % eines der vier Probleme

mit |p, ¢| im Intervall J, anbetrifft, so gibt es iiberhaupt nur héchstens

1 1 2

(2(4k)F=2 1) (4k)72 < 3(4k)F 2

gekiirzte oder ungekiirzte Briiche % mit

1
- Py gl (k)72
folglich 1st
2
0 < 3(4k)yi-2.
4. Damit ist gezeigt, dal} jedes der vier Probleme (1, 0), (0, 1), (0, ¢),
(1, t) macht mehr als

4nd log K
log 5 -+ log Tou® 2
g to 24 R I

log (8 1 )

mit posttivem Nenner besitzt. Diese

Lisungen wn  gekiirzten Briichen [?)

Schranke hat bemerkenswerterweise in allen Féllen denselben Wert und
ist vor allem unabhingiq von den Zahlen I'.
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Hieraus folgt auch eine obere Schranke fir die Anzahl der Losungen
der Ungleichung (¢ -+ 1) in gekiirzten Briichen f‘) mit positivem Nenner.
. 7
An Lésungen mit |p, ¢/ << (4%k)7—* kann auch diese Ungleichung nicht
mehr als

haben. Hs ist aber

Aus Hilfssatz 2 folgt also, daBl jeder Lisung g des Problems mit

1
Pl = (4k)7 2

sich ein System von ¢-1 nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen

for fis fos -5 fr der Summe o eindeutig zuordnen liBt, so dall gleichzeitig
» . Jo

1 o o —p) v

min (1, | £ —c|) < klp. gl

It

p) < (klp, gl )" (r=1,2...,1

min (1, [p —q¢,
ist. Moge jetzt eine von den Zahlen f, etwa f,, von Null verschieden

sein. Dann ist
Iz

(klp, g7 <L,
so dall bei der betretfenden Ungleichung links das Minimum nicht gleich
Eing sein kann. Der Bruch 5 mul} also einem Problem (1, 0) oder (0, 1)
oder (0,?) oder (1,?) geniigen, wobei die Zahlen I' gerade gleich den
positiven unter den Zahlen li sind. Fir das System der Zahlen f gibt
es nun genau (’ ; t) verschiedene Moglichkeiten; einem von soviel ver-
schiedenen Ungleichungssystemen einer der Arten (1, 0), (0, 1), (0, t), (1, t)

r

mul} demnach ‘ geniigen. Aus den oberen Schranken fiir ¢ und » folgt

somit, daBl die Ungleichung (¢t - 1) héchstens
4ns logK \

2 log —— 4 log =
3(4]”)‘7:5 N ('v—{—t)(ZJ_ s > B g log 2 )
Lo JANT T log (f —1)

d .. . . . ) . . - .
verschiedene Losungen in gekiirzten Briichen é— mat positivem Nenner besitzt.

5. Die letzten Schranken konnen noch auf eine fiir die Anwendung
bequemere Form gebracht werden. Nach C. Siegel geniigt die Zahl

. n A
= —_
o min <s+ i i 8)

§=1,2, ..., n—1
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der Ungleichung -
2in—1 <o V40 +1—1;
ihr Wert wird angenommen an der Stelle

A [l dn+1 71]

b
&

Uber p und @ werde so verfiigt, daB
f=at+06 0-0= -
ist.  Wegen n == 3 hat man dann

o—2=4% o—s=1, a=<n,

o

= ta—2) (1) <3(p- Z)(1~—+ﬂ)

so dall die zuletzt erhobene Forderung
. 11—y
O fO=L(F—D(1—F+9)
fiir jedes & ~ O erfilllt ist. Die andere Voraussetzung

O-—pH =0
wird durch die Wahl
9 )

B )
erfilllt, denn es ist

O—p9 =19 =0
Die Zahl ¢ liegt im Intervall

© —g = 9
Van+1407= T 2/u+o
Da wegen n = 3
1 1
O=4,=n
ist, so gilt demnach
1
I
?9 << —"é: L 57 <
= 2y3 24 2
KEs 1st also
on429 n+41 0 M
s+1+ﬁ—>2+ﬁ* 2 T T2 S+ =

und folglich

_ on+39

-

n 41

v

(%1‘4“9') (:;+z%) (12 )2 (a1 402

min (1, @ —3 9) T2 T 262
ferner

3

1
2T

>

U,
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und folglich

B 3 3 (a+1+40)
O—po 20 2 e
Endlich ist
4nd And (414 0)
& = T

Durch Verschlechtern kénnen diese Ausdriicke noch etwas vereinfacht
werden. Hs ist

e 1=2(n—1), a—1=2,

also
o+14+6 a4+ L 50
o -—1 S— o —1 “—lhrocw«lél 35\3
n+] é ]z—+] = n+] —7§ ! = < ! 7 :25
(=1 = 4 (Ju 1) 4(n41—2Vn) = 44—2V3) 4—3
n - n+1
(1= (x 1) 7"
Folglich bestehen die folgenden drei Ungleichungen
" \ /. o
(?1;1+’9)(3 +5) A D9 1) 18 (1)
min (1, @ — () - 2 0? e ’
S
12 9
B + 9 331 91
O—p T2 e 2 @
4nd 4eS(x 1) B (1) 96(x—1)7
9 2] - )
Wegen der numerischen Identitiiten
2-18 < ()0, 2.5 <29, 96 < ()", log2 = 0,693 > (})',
folgt aus ihnen
10 (“,I)K 1 (:s)‘i «—1 P 3y12 7
( ) =) — 4nd ()" (o —1)7
2 2 “ < 2L
(4a)? : TR o ’
1 3
log Tou 2 log B -
log (f—1) ~log(a—1)= "~
In der ersten dieser drei Ungleichungen ist entweder
10(w‘1)‘ 1 /3\% «a—1 3N\10 (e —1)8
(4a) 2( ) k?(?) I d.h.K<(4a)(‘~7) CE
dann erhdlt man 1
log log K - log log K 10"( )10+ log (o —1)86 log log (4a) b 210%5
log (f—1) ™ log (x—1) log (3) " log(x—1) log(x—1) " log(x--1)
oder log hﬁh log log (4a) + 2 log
% log 2 (o) +2los

Ty Bl i T pra 1
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Oder es ist
0 —1)6 6 — 3\ -
(47 2 ) <kz( )5 an k- f3) e

und man bekommt

loglog K < loglog K log (E)b log (4 1) | log s —
log (f—1) log (x—1) log (3) = log(a—1) T log (2 1) log (o« — 1)
oder
log K .
log loor 2 84 log log k -+ log =
()(r (ﬂ ) log (o —1)
Aus der zweiten Ungleichung erhidlt man entsprechenderweise
| 4n? | 1
0g —5~ 0g —
4 @
log (f—1) 19 + log (o — 1)

Falit man die letzten Ungleichungen zusammen, so kommt man also
zu den beiden Ungleichungen
Jog K 9

. log 2 )
2 ey T3ER

2 log log (4a) + 3log % log log k -+ 21og %)
34k 4+ max (38+ ey B e
und
, 0 log
s (7 e
2 ( loglog (4a) + 3 1%_ log log & + 21%~ \
< 3(4]”),7&-1 + (1 +1 )max \38 b oo 1) —, p - loa‘(_“ﬁ"

Die rechte Seite der ersten Ungleichung liefert eine obere Schranke fiir

die Anzahl der gekiirzten Briiche % mit positivem Nenner, die einem der

Probleme (1, 0), (0, 1), (0, £), (1, ¢) geniigen, die rechte Seite der zweiten Un-

gleichung eine obere Schranke fiir die Anzahl der gekiirzten Briiche -};1— mit

positivem Nenner, die dem Problem (¢ -+ 1) geniigen. Damit ist bewiesen®):
Hilfssatz 3: Bedeute:

f(z) ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten

vom Grad n = 3 und mit @ = : f(z),
3) In ahnlicher Weise kann fiir f — n gezeigt werden, daf} das Ungleichungs-

system [¢ -4 1] hochstens
1

- log log (40) log log
n n—2 1 P <g) g . 5 )
(4(2k) +1)2 4 max |24 4 - og (n —1)° 1b+l(\g(rLf o

Losungen besitzt.
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& ewne reelle Nullstelle von f(x).
P, P, ..., P, endlichvicle verschiedene Primzahlen,
L, fiir T = 1,2, ...t eine P,-adische Nullstelle von [(z),
L, Iy, r,,ooo 0t 1 nechtnegative Zahlen der Swmme Eins,
o, @, B, p*, k posttive Zahlen mat
. n \ 1 A
o = min e s, 0O =00, fF B k=1
S 1,2, ... l(\<¥+l‘ ) -~ :»'ln’ﬁ “ @' P =1
v erne natiirliche Zahl mat

= "/59?’{,);7;’ (t -+ 1)

Dann qibt es hichstens
2

. T ( ) ; TO 5q
3 (4k) o max \58 T log (o —1) > 294 log (e —1)

verschiedene gekiirzte Briiche mat positivem Nem@er, die den Ungleichungen

1
log log (4 ) + 3 log — log log k 4 2 log 71) )

,ngﬁl Loo(r= 12,0000

i ;1’_-;_%\
[t 1]: mln(],lq . )< (k|p.q| 7
min (1, [p—q. |

geniigen; ebenso ¢ibt es hichstens

{z . I < loglog(éta)—{-filog—}— log log k 4 2log -(%;)
N e 9 S
3 (4k) 4, Jmax | 38+ P SRR e i Ty | B

verschiedene gekiirzte Briiche mit positivem Newner, fiir dee
)] min

Dieser Satz gibt eine Ubersicht iiber die Abhingigkeit der Losungs-
anzahlen der Probleme [t 1] und {f -+ 1) von den auftretenden Para-
metern. Nach ithm sind die beiden Losungsanzahlen als Funktion von %k
von der Grofenordnung

D= klp gl ”

(t+1): mm(

15t.

- ,2 -
0" ?),
als Funktion von ¢, d.h. von f(z), von der Gréfenordnung
O (log log (4 a)).

Im folgenden wird aber vor allem die Abhingigkeit der Losungsanzahl des
Problems (¢ 4 1) von der Anzahl ¢ der betrachteten Primzahlen P, P,, ..., P,
zu untersuchen sein. Dazu werde v als Funktion von ¢ durch die Ungleichung
| _b
pr—p

bty =ov— (1)1

i
eindeutig festgelegt, so dafl

p* ’3 5 N
PE— t~} ﬂ<'v+t \/*_ﬁ(til)
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und demnach

vt p*

(vt Xw v . Ov+t C)i?* jl‘)(t oy
L ) =2 ( / ) D
=0
ist. Die Anzahl der Losungen von (¢ 4 1) ist also kleiner als
2
3@k \
(41) P loglog (4 a) -+ 3 log 71)* log log k -+ 2 log l)
i max ( 38 4 N . 29 - -
N ' log (o — 1) ’ log (x—1)

Jetzt werde eine beliebige, aber hinreichend kleine positive Zahl e vorge-
. - 1 .
geben; dann kann man eine positive Zahl 0 < i bestimmen, so dal}

o g
7{*{;‘?/;‘ = ﬁ:.a/;_.og (1-¢)

ist. Durch diese Wahl wird der vorige Ausdruck kleiner als

p*
9 ‘g* -

Cy - 2

(148t
«

wobei ¢, eine positive Zahl bedeutet, die wohl von n, a, f*, ¢ und & ab-
hiingt, nicht aber von den Primzahlen Py, P,, ..., P, und ihrer Anzahl /.
Indem statt f* wieder f geschrieben wird, lifit sich dies Frgebnis
folgendermaflen aussprechen:
Satz 4: Bedeute:
f(x) ein irreduzibles Polynom wmit ganzen rationalen Koeffizienten

vom Grad n =3 und mit a = f(x)]
¢ emne reelle Nullstelle von f(z),
Py, Py, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,
g fir v = 1,2, ..., t eine P,-adische Nullstelle von f(x),
o und B zwei positive Zahlen mat

2

. n
o = min e s), B>a f<n,
s==1,2, _“’”*1(.5'%-1 ! ﬂ—_
e und k zwei positive Zahlen.
Dann gibt es eime positive Zahl ¢y, die allein von n, a, p, & und k ab-
hingt, nicht aber von den Primzahlen Py, P, ..., P, und threr Anzahl t,
so dafp die Ungleichung

mi;l (1, | ,;i f(j) 17 min (1,

T=1

e

p p)=klp,q| "

durch héchstens
B avet
(43

3 —
Co- 21

verschiedene gekiirzte Briiche —;1 mit positivem Nenner befriedigt wird.
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(Die beim Beweis dieses Satzes gemachten Einschrinkungen, daB ¢
hinreichend klein und & = 1 ist, sind offenbar iiberfliissig bei der Fassung,
die fiir ihn gewihlt ist.)

I1.

6. Im ersten Teil dieser Arbeit wurde folgender Satz bewiesen?):

Hilfssatz 5: Bedeute:

F(x,y) eine arreduzible Bindrform vom Grad n =3 mit ganzen
rationalen Koeffizienten,

Z, C', oo LUV dre samtlichen reellen Nullstellen von f(x) = F (z, 1),
Py P, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,
Cow Coy vy Zf:’_” fir © == 1,2, ..., t die simtlichen P,-adischen

Nullstellen des Polygoms f(x).
p und q zwer teilerfremde ganze rationale Zahlen mit q = 0,
Q(p,q) das grofite Potenzproduki der Primzahlen P,, das in der
Zahl F (p,q) aufgeht.
Dann gibt es eine positive Konstante ¢y, die wohl von der Bindrform F (z, y)
abhingt, nicht aber von den Primzahlen Py, P,, ..., P, und ihrer Anzahl ,
so daf stets

F(%Q)l 7nmi ¢ r . / v J
’()(p.q) =alp, qi/mm(l, %E gt R e 1'5) <

X /]mm A —qlelep lp—q8p, o fp— g7 V)
ist. r=1
Dieser Satz, zusammen mit Satz 4, fithrt zu weiteren Ergebnissen

iiber die Anzahl der Darstellungen ganzer rationaler Zahlen durch die
Bindrform F(x, y).

Dazu werde die Menge der Primzahlen P, P,, ..., P, in zwei Teil-
mengen

Py, Py, ..., Poound P, P, ., ..., P, (r+ s =1
zerlegt, so dal} fiir v =1, 2, ..., » die Zahl », mindestens gleich Kins
und natiirlich hochstens gleich » ist, fir v =71, -2, ..., r+s
dagegen y, = 0 gilt. Dies ist durch geeignete Numerierung immer
moglich.  Die Faktoren
min (L |9 —qClp. |9 =48 pp oo [p—ql7V]p) =1

konnen in der Ungleichung des letzten Satzes fortgelassen werden und es
mull daher auch die Ungleichung

[F(p. 9 — lr P P e
(‘)(?%q) 6‘1“0 (!‘ mln(l q C: q oty q é( D) X
X //mlﬂ(1 P =l lp—qlile, o [p—q8 1)

7T =1

4) Siehe Teil 1, Hilfssatz 5, S. 722.
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stets gelten. Ist auch » = 0, so darf rechts der Faktor
(1. 2 ¢ 2 P e ) —
Hlln(l,‘{] C\’\q o, .., . 4 )m 1
gleichfalls fortgelassen werden.
In Satz 4 werde nun die Zahl & gleich

gewithlt. Nach diesem Satz hat jede Ungleichung

min (1, £ g ) [ min(Lip— g8 ) < kipal

7=1

hochstens

¢ (149
- ey r
- r‘)‘:‘i —

verschiedene Lisungen in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen p, ¢ mit
q 0, wenn g, fiir jedes 7 =1, 2, ..., r irgendeiner der Indizes
0,1, ..., v,—1 und g einer der Indizes 0, 1, ..., » —1 ist, ferner ¢,
eine gewisse positive Zahl bedeutet, dic nicht von den Primzahlen P,
P,, ..., P, oder von den Anzahlen r, s, £ abhiingt. Dieselbe Ungleichung
fiir die Losungsanzahl bleibt auch noch bestehen, wenn » = 0 sein sollte,
also f(x) gar keine reelle Nullstellen hat, so daf}
min(], E§—~ {w ) durch 1

zu ersetzen ist. ‘ i

Nun kénnen fiir jede der Zahlen w, héchstens », verschiedene Indizes
gewithlt werden, ebenso, wenn » =+ 0 ist, fiir die Zahl p hochstens .
Also hat fiir v = 1 die Ungleichung

i L N r__ <r—1)>
mln(l; q L E) g C 3 e q C X

;
_ ) .
8 // Inlll(], H)»——qcrb’ﬂ ‘7)M.(IC7II'7,’ s P qu )Pf;)
T =1
< k\p, q|~F
hochstens
3 7;7)7 x(l e
cy. 2" VY ... Y,

und fiir » = 0 die Ungleichung

p—ql V) = klp gl

[} min (1, [p

T==1

{[Cm}/;,, ip_qc; Pys 0o

héchstens

L atar
off —«
C?’“ Vy ¥y -o. Wy
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verschiedene Losungen in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen p, ¢ mit
g == 0. Diece beiden Ergebnisse lassen sich zu der Aussage zusammen-
fassen, dafl die Ungleichung

: | P : P -
mm(l, 5—2}, ‘—q——‘—C s e 17{—5( 1)>><

r,)

i (v, —1)
Pps oo | P—GqLT

t
% ]min(l,[]l—q&[r,, p—q&

T=1
=klp.q|*
hochstens
{i(/ L+ &) t
cy. 20" max (1, ») J] max (1, »,)

T=1
verschiedene Losungen in ganzen rationalen teilerfremden Zahlen p, ¢ mit
q == 0 besitzt.
Fiir alle Zahlpaare p, ¢, die dieser Ungleichung nicht geniigen, be-
steht aber nach Hilfssatz 5 die Ungleichung
[ (p.q)
@ (p.q)
Es gibt ferner an Paaren p, ¢ teilerfremder ganzer rationaler Zahlen mit
q = 0 nur die beiden 1,0 und —1, 0. Indem man auch diese noch da-
durch mitberiicksichtigt, dafl man von ¢, zu einer geeigneten gréferen
Zahl ¢, iibergeht, folgt schlieBlich:

Satz 6: Bedeute:
F(z, y) eine wrreduzible Bindrform mail ganzen rationalen Koeffi-
zienten vom Grad n = 3,
v die Anzahl der reellen Nullstellen des Polynoms f(z) = F (z, 1),
Py, P, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,
v, fir v =1, 2, ..., t die Anzahl der P.,-adischen Nullstellen des
Polynoms [ (x),

= alna kgl = g

r die Anzahl derjenigen unter den Zahlen vy, v,, ..., v, die nich
verschwinden,
p und q zwer beliebige teilerfremde ganze rationale Zahlen,
Q (p, q) das grofite Potenzprodukt der Primzaklen P., das in der
Zahl F (p, q) aufgeht,
o, f zwer positive Zahlen mit
* fj:l,?r,r?.r,lwvl(si 1 + S), ﬁ = % ﬂ =%

e emme positive Zahl.
s
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Dann gibt es eine positive Zahl ¢y, die wohl von der Bundrform F(z, y),
von  und e, nicht aber von den Primzahlen Py, P, ..., P, und den An-
zahlen t und r abhingt, so dafi die Ungleichung

£ (p.q)| n—p
¢
Q(p. q) 7|
durch hochstens
),"1 L1 +or t
cy. 2 max (1, ») [] max (1, »,)
7 =1

Paare p, q befriedigt wird.
Aus Satz 6 lassen sich mehrere Folgerungen iiber die Darstellung
von ganzen rationalen Zahlen durch die Form F (x, y) herleiten.
Es ist trivialerweise

y=m, v, = n (r=1,2 ...,1),
also fiir ¢ == 1, f = n, und mit ¢t statt r

i)
(1+ear
«

t
o« +
ey . 2! max (1, v) [[ max (1, »,) < ¢i ™1,
wo ¢, eine positive Zahl ist, die nur noch von der Binirform F (z, y)
abhiingt. Die Anzahl der teilerfremden ganzen rationalen Zahlpaare p, ¢
mit

F(p, ) < Q. q), also |[F(p,q)| = Q(p,q).

d. h. derjenigen Paare, fiir die F(p, ¢) allein aus den ¢ Primzahlen P,
P, ..., P, zusammengesetzt ist, ist demnach hochstens gleich ¢i+1. Diese
Aussage 1t sich auf zwel verschiedene Weisen interpretieren. Krstens
ergibt sich:

Folgerung 1: Zu der irreduziblen Bindrform F (x, y) mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten vom Grad n = 3 lift sich eine nur von ihr abhdngige
positive Zahl ¢, angeben wmit folgender Eigenschaft: Sind irgendwelche end-
lichvielen verschiedenen Primzahlen gegeben, etwa mit der Anzahl t, so gibt
es hochstens ¢\ t1 wverschiedene ganze rationale Zahlen g, die allen durch
diese Primzahlen teilbar sind wnd sich durch die Bindrform F (x, y) eigent-
lich, d. h. mit teilerfremden ganzen rationalen Zahlen z = p, y = ¢, dar-
atellen lassen.

Ziweitens ergibt sich:

Folgerung 2: Zu der irreduziblen Bindrform F (x, y) mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten vom Grad n = 3 lifit sich eine nur von thr abhingige
positive Zahl ¢, angeben mit folgender Figenschaft: Ist g irgendeine ganze
vationale und von Null verschiedene Zahl, in der etwa genau t verschiedene
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Primzahlen aufgehen, so lafit sich g auf hochstens ¢+ verschiedene Arten
eigentlich durch die Bendrform F(z, y) darstellen.

Ist ¢ selbst eine Primzahl, so sind offenbar alle Darstellungen dieser
Zahl durch die Bindrform von selbst eigentlich; man erhalt also das
merkwiirdige Ergebnis, dall die Awnzahl der Darstellungen dieser Primzahl
durch F(x, y) unterhalb einer Schranke liegt, die allein von der Bindrform
abhingt.

8. Die Folgerung 2 fithrt weiter zu einer einfachen oberen Schranke
fiir die Anzahl der simtlichen Darstellungen der groflen ganzen rationalen
Zahl g durch die feste Bindrform F(z, y). Sei diese Anzahl zur Ab-
kiirzung mit 4 (g) bezeichnet; sei ferner a(g) die Anzahl der simtlichen
eigentlichen Darstellungen von ¢ durch die Bindrform. Offenbar besteht
dann die Formel

= ,
A(g) —({_}1 a (;,7);
alyg

wo die Summe iiber alle natiirlichen Zahlen d zu erstrecken ist, deren n-te
Potenz in ¢ aufgeht. Ist nun ¢ die Anzahl der in ¢ aufgehenden Prim-

zahlen und daher nicht kleiner als die Anzahl der in den Zahlen -;/,7 auf-
[

gehenden Primzahlen, so ist nach Folgerung 2:

(g (i o — 1,23
a ((],,> é 04 ( dn i g )
Da d" in ¢ aufgehen muB, so gibt es ferner fiir d hochstens 7 {|¢|) Moglich-
keiten, wenn 7(|¢|) die Anzahl der positiven Teiler von ¢ bedeutet. Die
Identitit fiir 4 (¢g) ergibt demnach

A(g) = (lgheit

Nach bekannten elementaren Sitzen iiber Primzahlen ist aber fiir alle
groBen natiirlichen Zahlen ¢°):

o n log |g| - ¢ loglyl
logz(|gl) = 0(log 1<>f:lfrl>’ b= O(IOgloglg!)
und folglich

logfg]
log 4 (9) = O(log log |¢| }

Damit ist folgender Satz bewiesen:
Folgerung 3: Zu der irreduziblen Bundrform F(z, y) mit ganzen
rationalen Koeffizienten vom Grad n = 3 lifit sich eine nur von ihr ab-

%) Vgl. E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen,
Bd. 1 (1909), B. G. Teubner. Leipzig, S.220—222, wo sogar viel mehr bewiesen wird.
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hingige positive Zahl ¢, angeben mit folgender Eigenschaft: Ist g eine ganze
rationale Zahl mit hinreichend groflem Absolutbelrag, so ist die Anzahl der
Darstellungen von ¢ wn der Gestalt

g = F(p,q)

mit ganzen rationalen nicht notwendig terlerfremden Zahlen p und q héchstens
gleich

log ||
log log | ¢
e loslos 191,

also insbesondere fiir jede positive Zahl ¢ von der Grifienordnung

O(lgl)-
In diesem Satz ist enthalten, dall die Konvergenzabszisse der
Dirichletschen Reihe

+ oo

VN N g

. s )
PP O 1 e S

g0 prragzEo
nicht grofer als Fins ist; der genaue Wert ist nach C. Siegel (1925)
. 2 .
gleich —, also kleiner.

9. Nach Trygve Nagell strebt fiir groBes p die groBte Primzahl, die

in dem Produkt

fW1@)...f(p)
aufgeht, zu einer héheren GroBenordnung gegen Unendlich, als p; dabei
bedeutet f(z) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das min-
destens eine irrationale Nullstelle hat®). Ein #hnliches, aber nicht so
scharfes Frgebnis fiir Bindrformen liBt sich aus Folgerung 2 herleiten.
Es gilt folgender Satz:

Folgerung 4: Zu der irreduziblen Bindrform F (i, y) mit ganzen rationalen
Koeffizienten vom Grad n = 3 lifit sich eine nur von thr abhingige positive
Zahl ¢ angeben mit folgender Eigenschaft: Ist m eine geniigend grofie natir-
liche Zahl und sind

[)" (11; p27 (12’ v ;' pWU Q’m
m verschiedene Paare teilerfremder ganzer rationaler Zahlen, so st die gréfte
Primzahl, die in dem Produkt

F (pDQI)F (772: QQ) . F (pm’ QM)

aufgeht, grofer als cg logm loglogm.

6) Siehe Tr. Nagell, ,,Zur Arithmetik der Polynome‘‘, Abhandlungen aus dem
math. Seminar der Hamburgischen Universitit 1, S.179 (1922).
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Beweis: Bedeute ¢, die Konstante aus Folgerung 1: ohne Kinschrinkung
4 o} e} o
ist sie grofler als Eins. Zu der groflen natiirlichen Zahl m lilt sich em-
deutig eine natiirliche Zahl ¢ bestimmen, die der Ungleichung
~.l ~ et 1 _L
b4+ 1 = el 1

geniigt. Dann koénnen nach J!ul srung 1 die Zahlen

F(p,, ), F(pos 1), - F (P> @)
nicht alle nur aus den £ —1 ersten Primzahlen znsammengesetzt sein,
denn ihre Anzahl m ist grofer ale ¢/ Also mwull in ihrem Produkt eine
Primzahl aufgehen, die gréfer oder gleich der t-ten Primzahl ist.  Nach
bekannten Sitzen iiber Primzahlen ist jedoch die t-te Primzahi gréfier
als Jtlogf, wenn ¢ geniigend grol} ist”). Ferner ist nach Definition
P~ iog_f'(m —1 1,
10g ¢y

and daraus folgt die Behauptung.

7) Siche ), S.214.

(llingegangen am 4. 6. 1932.)



