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Uber die rationalen Punkte auf Kurven vom Geschlecht Eins

Von Kurt Mahler in Manchester.

In seiner Arbeit (1) bewies C. Siegel vor einigen Jahren einen Satz, von dem eine
Teilaussage folgendermaflen lautet:

Besitzt das irreduzible Polynom f(x, y) rationale Koeffizienten und stellt die Gleichung
f(, y) = O eine algebraische Kurve mindestens vom Geschlecht Ilins dar, so liegen auf dieser
RKurge hichstens endlicheiele Punkte mit ganzen rationalen Koordinaten.

Das Studium des Beweises dieses Satzes hat mich zu der Vermutung gefithrt, daB
auf der Kurve f(x, ) = 0 sogar nur endlichviele Punkte (z, y) mit rationalen Koordi-
naten liegen, fiir die im Hauptnenner der beiden rationalen Zahlen x und y hochstens
endlich viele feste Primzahlen aufgehen. Ein Beweis dieser Vermutung wird sich wakr-
scheinlich fithren lassen, indem man die Methode der Siegelschen Arbeit verallgemeinert
durch Hinzunahme der P-adischen Zahlen und Bewertungen, idhnlich wie in meiner
Arbeit (2), wo ich dieses Verfahren zur Verallgemeinerung des Thue-Siegelschen Satzes
benutzte. ‘

Auf den folgenden Seiten wird dies im einzelnen ausgefiihrt fiir den Fall der Kurven
vom Geschlecht Eins. Dabei ergibt das Siegelsche Verfahren durch solche 7’-adischen
Uberlegungen folgenden Satz:

Besitat das irreduzible Polynom f(x, y) rationale Koeffizienten und stellt die Gleichung
f(z, y) = O eine Kurve vom Geschlecht Eins dar, auf der unendlicheiele Punkte {x, y) mit
rationalen Koordinaten liegen, ist ferner g(x,y) eine rationale I'unktion mit rationalen
Koeffizienten, die auf der Kurve nicht konstant ist, so wdchst die grofite Primzall, die tm
Nenner der rationalen Zahl g(x, y) aufgeht, iiber alle Grenzen, wenn (x, i) eine unendliche
Folge von Punkten auf der Kuree mit rationalen Koordinaten durchliuft.

Wiihlt man g(2, y) = « oder y, so ist hierin speziell meine Vermulung fiir den
I"all des Geschlechts Eins enthalten.

Der Beweis ist ganz analog dem Siegelschen. Die ersten Paragraphen sind infolge
dessen fast wortlich der Siegelschen Abhandlung entnommen. Unterschiede treten erst
spiter auf, wenn ausgenutzt wird, daB im Nenner von g(x, ) nur die gegebenen Prim-
zahlen aufgehen. Alsdann muf man alle Schliisse jeweils gleichzeitig fiir die Absolut-
betragbewertung und die verschiedenen P-adischen Bewertungen durchfithren. Auf
diese Art 1iBt sich der Beweis schlieBlich ableiten aus meiner Verallgemeinerung des
Thue-Siegelschen Satzes.

Herrn Prof. Siegel bin ich sehr zu Dank verpflichtet fiir eine wesentliche Verein-
fachung des Beweises im letzten Paragraphen.
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1. Eine Kurve C A-ter Ordnung vom Geschlecht Eins besitze die Gleichung

f(-’l?, y) = 0,
wobel f(z, y) ein irreduzibles Polynom in z und y mit rationalen Koeffizienten ist. Es
werde angenommen, daBl auf C unendlichviele Punkte (z, ) mit rationalen Koordinaten
liegen. Alsdann gibt es eine birationale Transformation

z=>,t), y="1¥(u,t)
mit der dazu inversen Transformation

u=g(,y), t=y(z,y),
die die Gleichung von C auf die speziclle Form
?=4u—gu—g,
transformiert. Dabei werden die Invarianten g,, g; und auch die Koeffizienten der ratio-
nalen Funktionen @, ¥, ¢, y rationale Zahlen, wie aus bekannten Sitzen folgt 1).
Ist p(s) die WeierstraBsche elliptische Funktion mit den Invarianten g,, g;, so 1a6t
sich € uniformisieren durch die Gleichungen

u=gp(s), t=g'(s).
Der Satz von Mordell und Weil besagt nun, daf die Argumente s, die zu den rationalen
Punkten (z, y) auf C gehoéren, einen endlichen Modul bilden, d. h. sich alle in der Form

NSy~ NgSg v+ o - g8
darstellen lassen, wo sy, $,, . . ., s, endlichviele komplexe Zahlen sind und wo ny, n,, . . ., n,
einzeln alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen 2).

2. Sei g(x, y) eine rationale Funktion von z und y mit rationalen Koeffizienten, die
auf C nicht identisch konstant ist, also etwa jeden Wert r-mal annimmt. Beim Uber-
gang zu der Verinderlichen s verwandelt sich g(z, y) in eine elliptische Funktion

G(s) = g(z, y)
von der Ordnung r.

In den rationalen Punkten (z, ) auf C wird g(z, y) selbst eine rationale Zahl;

als gekiirzter Bruch geschrichen laute diese

Z(g(zy))
wo also Z(g(xy)) und N(g(zy)) teilerfremde ganze rationale Zahlen bedeuten; natiir-
lich sind Z und NV nur arithmetische Funktionen von (z, ).
Von jetzt ab werde die Annahme gemacht, daB auf C eine unendliche Menge
M rationaler Punkte (z, y) liegt, in denen der Nenner IV von g(z, y) nur teilbar durch
endlichviele fest gegebene Primzahlen
Pl’pm"‘app

wird; hieraus soll ein Widerspruch hergeleitet werden Dazu mull man zeigen, daf es

1) DaB sich diese Koeffizienten in der Tat rational wihlen lassen, folgt aus Uberlegungen von Poincaré. Siche
(3), 5.176—180, und (4), S.94—95. Ein anderer Beweis wird im Anhang der vorliegenden Arbeit dargestellt.
%) Siehe (5) und (6).
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neben g(x, y) unendlichviele andere rationale Funktionen mit derselben Kigenschaft
und zwar von beliebig hoher Ordnung gibt.
3. Die Argumente s, die zu den Punkten (2, y) der Menge I gehdren, besitzen

nach 1. die Gestalt

1Sy - NgSy ~F « o - -k nysy,
und zwar durchlauft fir sie (ng, 1y, ..., n,) unendlichviele Systeme von je ¢ ganzen
rationalen Zahlen. Sei nun n eine beliebig grofie natiirliche Zahl. Dann laBt sich setzen:
Ny8y & NpSg b v - ngSy = n(mysy - Mgsy 4 v 0 - mys,) - (nsy b ngsy e - Fnls,),
wobei jede der Zahlen n, nd, ..., nJ in der Folge 0,1,2,...,n—1 licgt, die Zahlen
my, My, . . ., m; aber wieder ganz rational sind. Fir die Summe

ns; - ndsy 4 - -+ -+ nls,
gibt es hiernach nur endlichviele Moglichkeiten, withrend das Zahlsystem (my, my, . . ., my)
fiir die Punkte aus I% unendlichviele Werte annimmt.

Es ist demnach moglich, eine unendliche Teilmenge Mii von Punkten (2, y) aus M
auszuwihlen, fir die in der Zerlegung
NySy - NSy - v e - ngS, = n(mysy - mysy -+ A mysg) + (nlsy - nisy oo - - ngsy)
der Ausdruck
§0 = nls; 4 nlsy + - - F nds,

jedesmal derselbe ist. Der Menge M ist eineindeutig die Menge M, der Punkte (z, y)
mit den Argumenten

MySy - MySy -+ 0 - - mys,
zugeordnet; es ist klar, dafl die elliptische Iunktion

Gu(s) = G(ns -+ 5%

in den Punkten von 9, wieder einen rationalen Wert erhilt, in dessen Nenner nur die ge-
gebenen Primzahlen Py, P,, ..., P, aufgehen. Als elliptische Funktion ist G, (s) genau
von der Ordnung n?r, und zwar sieht man leicht, daB G,(s) an jeder Stelle einen Wert
hochstens r-fach annimmt. Geht man von dem Argument s wieder zuriick zu den Ver-
inderlichen x, y auf der Kurve C, so geht G,(s) iiber in eine rationale Funktion

G,(s) = g,(2,¥)
in z und 7; nach den Annahmen in 1. und auf Grund des Additionstheorems der ellipti-
schen Funktionen besitzt diese lauter rationale Koeffizienten; sie nimmt auf €' jeden
Wert genau (n%r)-mal, und zwar an jeder Stelle hochstens r-fach, an.
Nachdem so die unendlichvielen Funktionen
g.(z, ) (n=1,2,3,...)
und die zugehérigen unendlichen Mengen
M, (n=1,2,3,...)
rationaler Punkte (x, %) auf C konstruiert worden sind, in denen diese Funktionen rationale
Zahlen werden, in deren Nenner allein die gegebenen Primzahlen aufgehen, braucht von
den elliptischen Funktionen kein Gebrauch mehr gemacht zu werden. Zur Abkiirzung
werde die Darstellung von g (2, y) als gekiirzter Bruch in den rationalen Punkten (=, )
auf C in der Form

Z(g,(zy))

Ng,(zy))
geschrleben wo also Z und NV teilerfremde ganze rationale Zahlen sind ®).

g, (2, y) =

3) Die bisherigen Schliisse sind ganz der Arbeit (1), 5. 52—54, entnommen.
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4. Es werde jetzt niiher auf die arithmetischen Eigenschaften der IFunktionswerte
g ,(z,y) in den Punkten der Menge IR eingegangen. Die beiden Funktionen g (z, y)

und g (, y) — 1 verschwinden nicht an gleichen Stellen. Also 148t sich eine unendliche

Teilfolge N, von Punkten (2, y) aus M, auswiihlen, die alle aulerhalb von endlichen
Umgebungen der Nullstellen einer dieser beiden Funktionen bleiben, etwa der Funktion
g,(x, y) — e, wo also e eine bestimmte der Zahlen 0 und 1 ist. Der gewdhnliche Absolut-
betrag von g (x, y) — e bleibt also fiir alle Punkte von %, oberhalb einer positiven Kon-
stanten, dementsprechend der Absolutbetrag der reziproken Iunktion
Yol Y) = gn(xm:_ e
unterhalb einer endlichen positiven Konstanten. In allen rationalen Punkten (z, y)
auf C stellt auch y, (x, y) eine rationale Zahl dar; als gekiirzter Bruch 1aBt sich dieselbe
etwa in der Form
iy Lt
R Ny, ()
schreiben, wo Z und NV auch hier teilerfremden ganzen rationalen Zahlen gleich werden.
Es ist natiirlich

Fiir die unendlichvielen Punkte (2,y) aus %, gehen demnach in Z(y, (z, y)) nur die

endlichvielen gegebenen Primzahlen P, P,, ..., P, auf; hiernach ist dieser Zihler in
jenen Punkten speziell von Null verschieden.

5. Nach C. Siegel liBt sich fiir den gewohnlichen Absolutbetrag des Quotienten
u(%5 YY)

Z(y,(xy))
eine obere Schranke arithmetischer Art angeben, falls (z, y) nur solche rationalen Punkte
auf C durchliuft, in denen |y, (2,y) | unterhalb einer positiven endlichen Zahl €, bleibt,

und in denen y, (z, y) nicht verschwindet; diese beiden Bedingungen sind insbesondere
in' M, erfullt.
Sei fiir einen rationalen Punkt (z, y) auf C der gemeinsame Hauptnenner von z

P

und y gleich { und alsdann

& U

—_— Y == -1
Zz Z 1 Y C’

so dal &, u, ¢ drei endliche teilerfremde ganze rationale Zahlen werden. Bedeutet noch
e eine positive beliebig kleine Zahl, so lautet die Ungleichung von Siegel 4):

‘ }’n(w, _7/) 1 —-,ﬁrﬂ'—s

s = (&l L)
dabei bedeutet ¢ eine solche positive Konstante, die allein von ¢ und der Schranke
abhingt. Der Exponent n?r steht hierbei als Ordnung von y,(z, 7).

Diese Ungleichung setzt nicht voraus, dal (z, y) in N, liegt. Beschrinkt man sich

aber auf die rationalen Punkte dieser Menge, so ldBt sich die linke Seite auf eine Form
bringen, in der Z(y, (xy)) nicht mehr vorkommt. Bedeute dazu wie iiblich |«|, den

4) Siehe (1), S. 52.
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P-adischen Wert einer P-adischen Zahl. Alsdann wird fiir die Punkte in 9%, gerade

K Vn(xJ) /[]y"(T 2

denn nach Voraussetzung ist in den Punkten von 9, der Zihler Z von y,(z, y) ein Potenz-
produkt allein von Py, P,, ..., P,, wihrend der Nenner \V wegen seiner Teilerfremdheit
zu Z natiirlich auch zu diesen Primzahlen teilerfremd ist ®).

Damit nimmt die Siegelsche Ungleichung die Form

nir

7 0 LIy, )y, = (18] (] 112D »

an; diese gilt aber selbstverstindlich nur noch fiir die Punkte aus 0,. Der Bequemlich-

+

keit halber werde im folgenden & gleich ’—L:r gesetzt, so dal die letzte Ungleichung die

noch etwas einfachere FForm
ner

] i _
Lvule L Ly, (2, 9)lp, = c(lE] -+ ]+ [C]) =
bekommt.
6. Es gibt nur endlichviele Punkte (z,y) in der Menge 0, fiir die die natiirliche Zahl
| &)+ | #n|-4 || beschrinkt ist. Durchliuft also (z, ) alle Punkte von %, so mufl

| & -] %]+ || iiber alle Grenzen, die rechte Seite der letzten Ungleichung also gegen
Null streben. Das Produkt

(e, UL (7,2, 9)l,,

strebt also gleichfalls gegen Null, folglich auch einige seiner Faktoren. Der Einfachheit
halber soll angenommen werden, dafl alle Faktoren

R T P €7 IR PR Co) | M P o

gegen Null streben. Falls dies nicht zutrifft, brauchte man fiir die folgende Untersuchung
nur einige dieser Bewertungen von der Betrachtung auszuschlieBen und eventuell statt
N, eine Teilmenge hiervon zu nehmen; im Ganzen wiirde sich aber nichts Wesentliches
an der Beweisfithrung éndern.

7. Genau so wie die Funktion g,(z, ¥) nimmt auch die Funktion y,(z, y) auf C
jeden Wert (n%)-mal und zwar an jeder Stelle hichstens r-fach an. Es muB eine lineare
Funktion

Z=a,% -+ a,y

mit zwei ganzen rationalen Koeffizienten a, und a, geben, die speziell in allen Nullstellen
von y,(z, y), so weit diese getrennt liegen, auch verschiedene Werte erhilt. Durchliduft
nun (z, ) alle Punkte aus %,, so nimmt z unendlichviele rationale Werte an. Nach den
Konvergenzgesetzen der Korper der reellen und P-adischen Zahlen ist es moglich, eine
unendliche Teilfolge aus N,, welche N5 heiBe, so auszuwiihlen, dal in ihr die Zahl z
gleichzeitig gegen eine reelle Zahl «, eine P,-adische Zahl «,, eine P,-adische Zahl «,, . . .,
eine Pp-adische Zahl «, konvergiert, wobei einige von diesen Zahlen auch unendlich
groBl sein konnen und die Konvergenz jeweils in bezug auf die betreffende Bewertung
zu verstehen ist.

Es gibt eine ganze rationale Zahl a; unter den Zahlen 0,1,2,...,p -+ 1, die von

®) Der letzte SchluB setzt voraus, daf im Zihler Z(y,(zy)) wirklich alle Primzahlen Py, P,, ..., Pp aufgehen;
darin liegt aber keine wesentliche Einschrinkung.
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den sdmtlichen Grenzwerten
T X, Ty T Ky e ey T Kp

verschieden ist; dabei ist zu beriicksichtigen, daB a; als rationale Zahl mit jedem dieser
Grenzwerte in einem gemeinsamen Korper liegt, der Begriff der Ungleichheit also Sinn
hat. Mit der so bestimmten Zahl a; werde die neue rationale Funktion auf €

. 1 1

Z(@y) = i ay aymy - ag Ty, + ag
eingefithrt; durchliuft (z, y) alle Punkte aus Ny, so konvergieren die verschiedenen
Bewertungen

IZ(x7?/Ha IZ(xi y).[l’p |Z(x, y)ipgw-': |Z($C, ?/)IPP
der Reihe nach gegen die reelle, die P;-adische, die Py-adische, . . ., die P,-adische Zahl
1 1 1 1

b " b - AR .vs__w”v’__.’
& -ag’ o fag’ Xy - ay &p 1 ag

und diese sind alle endlich, da die Nenner nach Voraussetzung nicht verschwinden.
Daraus folgt insbesondere, dafl die Werte
2@ )y 120 Dy 1200 D)y -0 1205, )y,

von Z(x, y) beschrinkt bleiben, wenn (z, ) die unendlichvielen Punkte aus 35 durch-
lauft; die etwaigen endlichvielen Ausnahmepunkte dieser Menge, in denen gerade z = — aj
ist, denken wir dabei bereits aus RN} fortgelassen.

8. Die neue rationale Funktion Z(z, y) besitzt genau wie die lineare Funktion
2 = a,x - a,y die Eigenschaft, in allen Nullstellen von y,(z, i), soweit diese getrennt
liegen, verschiedene Werte anzunehmen. Zwischen

Z(z, y) und y,(z, y)
besteht eine algebraische Gleichung mit rationalen Koeffizienten, die in Z(z, ) von

nicht héherem Grad als n2rist, weil ja y,(z, y) diese Ordnung hat. Man kann die Gleichung
in der Form
F(Z(T, y)) >+” y?l(x’ y) G(Z(‘Ty 7/)7 )’n(xv y)) =0
schreiben, wobei F(Z) ein Polynom in Z, G(Z, 7,) ein Polynom in Z und y,, ist und beide
lauter rationale Koeffizienten haben. Die Nullstellen von ¥(Z) entsprechen den Stellen
auf der Kurve C mit y,(x, y) = 0; sie konnen also alle hichstens r-fach sein; ferner
darf F(Z) in Z von nicht hoherem Grad als n2r sein.
Durchliuft (z, y) die Punkte von 9%, so streben die Bewertungen

G DI A C )| PR P CR )RS P C R
nach Voraussetzung gegen Null, wihrend die Bewertungen

2@ 120 W)y 12(2 Ylpy -+ 0 1202, )lp,
beschriinkt bleiben. Also bleiben auch die Bewertungen

1G(Z(2 y), v (2, 9D, 1G(Z (2, y), v,(2, 9)lp, (r=1,2,...,p)

alle beschrinkt, etwa unterhalb der positiven Konstanten ¢,. Dann geht die obige Glei-
chung gerade in die p + 1 Ungleichungen
| B, )] = e (20 1FE @ y)le, S ¢ 7@ ), (1=1,2,...,p)
itber, und aus der Siegelschen Ungleichung entsteht eine solche fiir die Funktion F(Z):

nEtr

P, )| I\ F (2, )], < et (6] + ]+ [2) 2

Man kann dieser Ungleichung noch eine einfachere Form geben und damit zu einer Frage
Journal fir Mathematik. Bd. 170. Heft 3. 23
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itber Diophantische Approximationen im Rationalen gelangen. Sei zu diesem Zweck
fiir beliebige rationale Punkte (z,7) mit
g= ", y=-r, (£ 9, 8) =1
5 5
die Darstellung der gleichfalls rationalen Zahl Z(x, y) als gekiirzter Bruch gegeben in
der Form

X

wo X und Y teilerfremde ganze rationale Zahlen sind. Es ist

1 ¢

Z(il' y) e e —— — - .
) axFoayy -ag a & agn - oagl’

die Zahl
X, Y| = max (| X],| ¥)
bleibt also stets kleiner als
(| &4 [ ] -+ 1)),
wobei ¢, eine positive Konstante bedeutet. Durchliuft der Punkt (z, y) die Folge RN s
so nimmt ferner die Funktion Z(z, y) unendlichviele verschiedene Werte an, denn die
Kurve C hat mit jeder Geraden nur endlichviele Punkte gemeinsam.

Beachtet man noch, dafl
nEr nir
cATEN+ ] 4 1ED) ® = ed T (G XY
ist, und setzt man

nér

2 BT
02 b

€3 = €}
so ist damit gezeigt, daB es eine unendliche Folge gekiirzter rationaler Zahlen Z = X/Y
gibt, fiir die das Polynom F(Z) der Ungleichung

§ ol X\ ? X 7 _7}"”

171, 2o xS

' fr=1 T
geniigt.

9. Um von hier aus zu einem Widerspruch zu kommen, mu man von dem ver-
allgemeinerten Thue-Siegelschen Satz Gebrauch machen. Dieser 18t sich nicht unmittel-
bar anwenden, weil das Polynom F(Z) im allgemeinen reduzibel ist. Es moége im Kérper
der rationalen Zahlen etwa in die Faktoren

F(Z) ::gj[l Fi(Z)%
zerfallen, wobei
F\(2), Fo2),.... FuZ)
Aauter verschiedene irreduzible Polynome in Z mit rationalen Koeffizienten sind, und
die siamtlichen Exponenten
dl’ (12, cvey d;
natiirliche Zahlen bedeuten, die nicht griofer als r sind.

Bezeichnet Fi(Z) und F,(Z) zwei verschiedene von den letzten Polynomen, so
miissen diese wegen ihrer Irreduzibilitit zueinander teilerfremd sein. Es gibt also eine
nichtverschwindende rationale Zahl d und zwei Polynome F(Z) und F(Z) mit ratio-
nalen Koeffizienten, so dafl identisch

FAZ)FX(Z) + Fu(Z)Fu(Z) = d
ist. GemilB der Konstruktion sind aber die simtlichen Bewertungen
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Iz(x’ ?/)I’ IZ(:)), ?/):P' Yyt }Z(w, z/)lpp

von Z(z, y) fiir die Punkte (z, %) aus % beschriinkt; dasselbe gilt folglich auch fiir die
samtlichen Bewertungen

\FX(Z(x, ), | FX(Z(x, y))l,, (t=1,2,...,p)
und
FulZ(z, y)), | FuZ(x, y)l,, (t=1,2,...,p);

diese bleiben etwa unterhalb der positiven Konstanten c¢g. Ist noch
C; = min (!dl’ !dipn .oy ldlpp)1
so folgt aus der obigen Identitit durch Ubergang zu den verschiedenen Bewertungen, daf}

max (| Fi(Z(z, y))|, | Fu(Z(z, y))|) = 20

max (IFI(Z J))Ip, lﬁ Z(l‘, y))lp >‘ 204 (t:‘ 1,29---717)

ist. Entsprechende Ungleichungen gelten fiir irgend zwei andere von den Polynomfaktoren
von F(Z). Daraus folgt, daB beim Durchlaufen der Folge %, jeweils fiir hochstens eine
der Zahlen

FI(Z(xa y)), F2(Z(‘E, ?/)), ct FI(Z('Ty ?/))
der gewohnliche Absolutbetrag oder der Pj-adische Wert oder der P,-adische Wert,
usw., oder schlieBlich der P,-adische Wert kleiner als eine gewisse positive Konstante
sein kann. Daraus ergibt sich, daB beim Durchlaufen der Folge Ry zu gleicher Zeit
hochstens fiir p 4 1 Indizes 4 der Reihe

0,1,2,...,1

das Produkt

P
| Fa(Z(, )| L |Fy(Z(, 9))),
oder, was dasselbe besagt, das Produkt

w5 17,

kleiner als eine feste positive Konstante sein kann. Ist fiir ein Argument Z(z, y) = X/Y
etwa das Produkt mit dem Index A das kleinste, so wird wegen max (d,dy, ..., d;) =r

DI R
P, = w Tly [1\y), 1

T=1
wobei ¢ eine gewisse von A unabhiingige positive Konstante ist °).
Fiir das einzelne Produkt

=511,

liefert jetzt der verallgemeinerte Thue-Siegelsche Satz eine untere Schranke, wenn man
von den endlichvielen Elementen von %, absieht, fiir die dieses Polynom verschwindet.
Es ergibt sich, wenn das irreduzible Polynom F;(Z) den genauen Grad n; hat, daBi?)

LXK\ Sl (X —2¥n,;
w5, = X

7=1

%) Diein 9. gegebene Herleitung dieser Ungleichung verdanke ich Herrn Prof. Siegel; mein eigener Ansatz war
umsténdlicher und machte Gebrauch von Eigenschaften der Teilungsgleichung der elliptischen Funktionen.

7) Siehe den Hauptsatz meiner Arbeit (2). Dieser bezieht sich auf Bindrformen; der hier benutzte Satz iiber
Polynome ergibt sich aber daraus auf triviale Weise. In meiner Arbeit wird vorausgesetzt, daB der Grad der Form

mindestens 3 ist; ist er aber gleich 2 oder 1, so ist das hier benutzte Ergebnis ganz selbstverstéandlich.
23*
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ist, wobei ¢; eine gewisse positive Konstante bedeutet. Nun haben aber natiirlich die
Faktoren Fy(Z) des Polynoms F(Z) vom Grad = n®r erst recht einen Grad n;, der n’r
nicht iibersteigt; also i.st

und damit folgt schliethh dle Unglelchung

(XN 7T R = ey F—2p 1) en
@l*-X.’/]!I’XP;:cﬁc-, (X, V|
: =1 T

fiir eine unendliche Folge von Briichen X/Y aus 9?: . Andrerseits ist nach fritherem

| -
[ 5(3) = e,

LoP x| ner
IR, s e
fiir die Zahlen aus ;. Ist nun die beliebige natiirliche Zahl n groBer als
Gh(p + 1)V,
so wird
n?

2h

und die vorigen beiden Ungleichungen stehen fiir hinreichend groBes | X, ¥ | miteinander
im Widerspruch.

Damit ist bewiesen, daf} es keine auf C nicht identisch konstante rationale Funktion
g(z, y) mit rationalen Koeffizienten gibt, deren Wert in einer unendlichen Folge von
rationalen Punkten (z,y) auf C einen Nenner besitzt, in dem nur die endlichvielen
festgegebenen Primzahlen

4 <2(p + 1)r'kn,

plvpzv--'7PZ’
aufgehen.
Anhang.
Es soll bewiesen werden, daff eine Kurce C vom Geschlecht Eins, deren Gleichung
f(z,y) =0

lauter rationale Koeffizienten hat und auf der hinreichend viele Punkte (x, y) mit rationalen
Koordinaten liegen, sich durch eine birationale Transformation
x = D(u,t), Yy = ¥(u,t), u= (z,y), t= y(z,v¥)

derart in eine Kurve € der Gleichung

1 = hu’ —gyu — g,
iberfiihren lift, daf sowohl die Koeffizienten der rationalen Funktionen @, ¥, ¢, v als
auch die Zahlen g,, g5 rational werden.

Nach bekannten Eigenschaften der Kurven vom Geschlecht Eins ist es jedenfalls
immer moglich, die Kurve C durch eine birationale Transformation
T = (pl(u,, t,), ¥y = !{ﬂ(u’,a t/)a u' = Q),(x, y)1 U= ’l/),(.??, y)

in eine Kurve €' mit der Gleichung

12 = 4u" — giu — g}
zu tberfithren, so dall gleichzeitig ein Punkt p, = (z, ;) auf C mit rationalen Koordina-
ten in den uncndhchfernen Punkt u’ =t = oo auf €' iibergeht. Seiweiter p, = (z, 7,) 4=,
ein solcher zweiter Punkt auf C mit rationalen Koordinaten, daB sein Bildpunkt (us, t5)
auf €’ nichtverschwindende Koordinaten u’ und ¢’ erhilt. Alsdann gibt es eine affine
Abbildung

t" = A%t, u = A%u (A == 0und = o),
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die die Kurve € in eine Kurve € mit der Gleichung
12 =4ud—gou—g,
iiberfithrt, so dafl gleichzeitig der Bildpunkt (u,, t,) von (us, #3) auf der Geraden I' mit
der Gleichung
==
zu liegen kommt; dazu braucht man nur 4 in eindeutiger Weise gleich

4

A= 2

us

zu setzen.
Eliminiert man ¢, u
r=0@u,t), y="ut), w=g(y), t=yy),

’

, so entsteht eine birationale Transformation

die die Kurve C direkt in die Kurve € iiberfiithrt, und zwar entspricht dabei dem Punkt
p, auf € der Punkt u ==t = oo und dem Punkt p, auf C der Punkt (u,,t,) mit u, =,
auf der Geraden I Obhne Einschrinkung kann angenommen werden, dafi sowohl die
Koeffizienten der rationalen Funktionen @, ¥, ¢, y, als auch die Zahlen g,, g, algebraisch
sind und also etwa gleichzeitig in dem galoisschen Zablkorper K liegen; dann miissen
offenbar auch u, und ¢, Zahlen aus K sein.

Bedeute 6 einen der Automorphismen von K. Durch Anwendung von 0 auf
die Koeffizienten der rationalen Funktionen @, ¥, ¢, v entstehen neue rationale Funk-

. 0 6 U] 0 .

tionen @, ¥, ¢, v, durch Anwendung auf die Zahlen g,, g;, uy I, neue Zahlen
6 0 6 46

g, &% ub 1. Dann stellt auch

0 6 0 0
&= D (u,1), y="¥u,t), uw=¢(xy), =y(zYy)
eine birationale Transformation dar; durch sie wird € in die Kurve 6’ mit der Gleichung
2 =4ut—gu—gl

iibergefiihrt. Dem Punkt p; muf dabei auf 6’ wieder der Punkt u = ¢ = oo entsprechen,
dem Punkt p, aber ein Punkt (uf, 5) mit uf = 1. Denn es ist nach Voraussetzung
u, = t,; diese Beziehung bleibt aber unverdndert, wenn man 0 anwendet.

Die beiden kubischen Kurven € und ¢’ miissen ineinander iiberfiihrbar sein mittels
einer birationalen Transformation. Da die unendlichfernen Punkte beider Kurven
einander entsprechen, so kann diese Transformation nur eine Affinitit

t—>udt, u-uu
sein. Diese mul} aber gleich der Identitat sein, denn es entsprechen einander die beiden
Punkte (u,,t,) und (a8, %) mit u, =t, und uf = 5. Also stimmen die beiden Kurven
€ und ©° iberein.

Daraus folgt erstens, daf die Invarianten g, und g; von den Automorphismen 6
nicht geindert werden; also sind sie rationale Zahlen. Zweitens ergibt sich, daf die
birationalen Transformationen

oo uyt), oy =Put), w=¢'(2y), t=7y'(27y)
unabhingig von 0 jedem Punkt (x, y) denselben Punkt (u, ) zuordnen. Also sind sie
alle identisch und auch identisch mit der Transformation

._i 0 W,i 0 __1 0 ~1 (]
T = k‘e‘:d)(u, t), yu-l;%’&”(u,l), uM—-/?;q) (%, ), @~~]C‘-%’1p(x,y),

wo die Summen iiber alle Automorphismen von A erstreckt werden und k die Anzahl
dieser Automorphismen bedeutet. Hier steht aber nach den bekannten Sitzen iiber
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symmetrische Funktionen jetzt wirklich eine birationale Transformation, die durch
rationale Funktionen mit rationalen Koeffizienten vermittelt wird; der behauptete Satz

ist also wahr8), ot s 53
ottingen 17. 2. 33.

8) Dieser Beweis ist einem entsprechenden Beweis fiir Kurven vom Geschlecht Null in der Siegelschen Arbeit
(1), S. 50, nachgebildet.



