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Uber Diophantische Approximationen
im Gebiete der p-adischen Zahlen,

Von Kurt Maurer in Krefeld.

1. Bei Untersuchungen iiber die Anndherung reeller Zahlen durch
rationale Zahlen geht man hiufig aus von folgendem bekaunten

Minkowskischen Satzl):

. Seten L (x) = _Xah ¥ x, (h==1,2, ..., 1)
k=1

n Linearformen in n Unbestimmten mii reellen Koeffizienten und dey
nichtverschwindenden Determinante

d=|a®»],
Sferner A, A@ A

n posttive Zahlen mat dem Produkt
J]A® =|d].
=1

1) Siehe etwa: Geometrie der Zahlen. Leipzig 1896, B. G. Teubner.
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Dann gibt es n ganze rationale Zahlwerte fiiv %y, %y, . . ., %,, die nicht
alle zugleich verschwinden, so daf gleichzeitig

| LW (x) | = AW (h=1, 2, ..., n)
AN

Wie in dieser Note, die die erweiterte Fassung eines Vortrags auf
der Mathematiker-Tagung in Bad Nauheim im Jahre 1932 darstellt, ge-
zeigt werden soll, besitzt dieser Satz eine Verallgemeinerung im Ge-
biete der p-adischen Zahlen; es ist sogar mdglich, gleichzeitig Formen
mit Koeffizienten aus verschiedenen p-adischen Kérpern zu betrachten.

2. Seien P,, P,, . . ., P,endlich viele verschiedene Primzahlen. Wie
iiblich werde der P_-adische Wert einer beliebigen P -adischen Zahl a
mit |a| P, bezeichnet ; nach Definition ist |o | p, =0, fiir a 40 dagegen

la|, = P—f, wobei P~/ diejenige Potenz von P, ist, fiir die P;fa eine
T

P -adische Einheit wird.

Die Verallgemeinerung des Minkowskischen Satzes lautet folgender-
mabBen:

Satz 1: ,,Seien

n

L(")(x) ::Za("vk)xk (h=1,2,..., %)
k=1

n Linearformen in n Unbestimmten mit veellen Koeffizienten und der
nichtverschwindenden Determinante
d=|amm],
ferner fiir t=1,2, ...,
n
(/ nE ,
L\il)(x) :2(1(, )x,c (h=1,2,..., 1)
k=1
je endlich viele Linearformen in denselben Unbestimmien mit ganzen
P _-adischen Koeffizienten,

AU A@ A
n positive Zahlen,
SO, O, [
fir t=1, 2, ..., 1t jen, nichtnegative ganze vationale Zahlen. Wenn

dann die Gleichung

Tlaw I [l e =1

T=1I h=1

erfiillt ist, so gibt es n ganze rvationale Zahlwerte fiir xy, %a, . .., %y,
die nicht alle zugleich verschwinden, so dafy
|L(")(x)| = A0 h=r1,2,...,n),
= p—s& =1,2,..., ¢
]L(zh)(x) IP,= Pz fe (‘tzi’ i, n,)

1884
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3. Der Beweis gelingt sehr leicht. Nach Voraussetzung besitzt z. B.
die Form

n
3 S (7, &)
L(,’(x) = Sa, " 1,
k=1

ganze P_-adische Koeffizienten. Es gibt also eine Linearform

"

L (x) = 2al" P x,

k=1
mit ganzen rationalen Koeffizienten, so dafl die Differenz
n
L(fk% (x> - L(zk) (x) :2W(a£h,k)_ ﬂih’ Io)) X
k=1

(h)
lauter durch P! teilbare P -adische Koeffizienten besitzt. Wenn fiir
ganze rationale Zahlwerte x,, x,, ..., x,:
(€2}

ILY (x)|p, = P
ist, so mul} also gleichzeitig
| L ()
oder damit gleichbedeutend
L (x) =0 (mod. P!*")
sein. Es gibt somit eine ganze rationale Zahl x, ,, so daB
LP(w)+ P % =0
ist. Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung wieder die Ungleichung

_ __¢R)
| L () e, = P

)
= —fz
= P

Sei zur Abkirzung
() +(h) . fé/l) i
L (x) =LY (%) + P77 ..

Dann ist demnach erlaubt, statt der P -adischen Ungleichung

ngh) (X) = P;‘fr(/l)

Ip,
die Gleichung L"(x) =0
oder auch die Ungleichung |L," (x)] <1 °

zu betrachten; denn in der Linearform L (x) sind sowohl die Ko-
effizienten als auch die Unbestimmten ganz rational.
Man darf somit das Ungleichungssystem

IL" (x)] =a® h=1,2,. 0 m),

7 — g T=1,2,..., t)
IL(T (x)lP, Pf ‘ (h_—:l,z,...,nt

I
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ersetzen durch das Ungleichungssystem

| L™ (%) | = A® h=1,2,...,m),

L) <1 H]
wo jetzt nur noch reelle Koeffizienten und gewdhnliche Absolut-
betrige auftreten. Die Anzahl dieser Bedingungen ist gleich

N+ Ny ng + oo 4 Wy

und ebensogroB ist auch die Anzahl der auftretenden Unbestimm-
ten x; und x, .. Man hat also ein System vor sich, auf das sich der
Minkowskische Satz anwenden liBt. Berechnet man die Determi-
nate der linearen Formen

L(h) 2@(” k)xk (h=1,2,...,7m),

N N 10

il

W

I
~
S——

“(h) hL) o T=1,2,...,
L{ (x):2( X+ PI Xz b Bom1, 2 ...
so erhilt man den Wert
(h)

aIT [7PY.

t=1h=1
Der genannte Satz zeigt demnach die Existenz von ganzen ratio-
nalen Zahlen

Xk > Xz, k
die nicht alle verschwinden, von denen also auch die % ersten nicht
alle gleich Null sind, so daB

iL(k) (x)[é/l(h)_ll_e (=1, .., ),

L™ ()| <1 (=)

wie klein auch die positive Zahl ¢ ist; daraus folgt die Behauptung.
4. Satz 1 gestattet Anwendungen dhnlicher Art wie der gewdhliche

Minkowskische Satz. Hiervon seien zwei erwihnt, die sich auf die
Approximation p-adischer Zahlen beziehen.

™

W

Seien &;, &», ..., &, je eine ganze Zahl aus den Korpern der Pi-
adischen, P,-adischen, ..., Psadischen Zahlen. Indem man
n=m-+1, N ="MNyg=++>=MN; =1
nimmt und
L<")(x):x,, (h=0o0,1,2,...,m),
L,(%) =%y + 5,8+ -+ 4 %07 (T=0,1,2,...,0

setzt, kommt man zu folgendem Ergebms.
Satz 2: ,Wenn die ;bosz'tive Zahl A und die nichinegativen ganzen
rationalen Zahlen fi, fo, ..., fe der Glewlmng
Am+r pr,

T=1
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gentigen, so gibt es m + I ganze vationale Zahlen xy, %y, ..., %n, die
nicht alle gleichzeitig verschwinden, so dafs

max(’x()%»}xli,.‘.,]xm é/l’

)
Ko+ Mle 4o A 2all], =PI T=12...,9
188.¢¢ '
Sei ferner ¢ noch eine beliebige reelle Zahl. Dann zeigt man ent-
sprechenderweise, indem man

N=m—+ I, N =Ng=-cr=My=1,
LO(x) = xg+ %0 + -+ 2, 0™ LW (%) =2, (h=1,2,..., m),
Lo(x) = %o+ 2:8c 4+ 2 7 =12 .19
setzt, daB folgender Satz gilt:
Satz 3: ,,Wenn die positiven Zahlen A, M und die nichinegativen
ganzen rationalen Zahlen fy, fo, ... f; der Gleichung
tt

AnM = [] Pk

T=1
geniigen, so gibt es m + I ganz vationale Zahlen x4, %y, ..., %m, die
nicht alle gleichzeitig verschwinden, so daf
max (| x;], [ %], ..., [Zn]) =4,

Gob il M =M, [ xod mlet e+ il ], = PR

. (t=1,2....,%
18¢.¢

Diese beiden Sitze zeigen, daB es moglich ist, Zahlen aus den
reellen und verschiedenen p-adischen Korpern beliebig genau durch die-
selbe gewodhnliche algebraische Zahl anzunihern, natiirlich jeweils in
bezug auf die betreffende Bewertung. Nimmt man speziell m = 1, so
ergibt sich, daBl man die beiden Produkte

t t
L x ! | x 7
| — | und | = — l l |— —
nfy Selp, 'y Cl T

l=1 t=1

Py

beliebig klein machen kann, indem man fiir ;— geeignete gekiirzte

Briiche einsetzt. Man {iiberlegt sich leicht dariiber hinaus, daf man
beide Produkte unendlich oft nicht gréBer als
C
max ([, [y
machen kann, wobei im ersten Fall ¢ = 1 ist, im zweiten Fall ¢ > o
noch von der reellen Zahl { abhéngt. Ob diese Aussage die scharfste
ist, die sich machen 14B8t, hingt von den speziellen Zahlen¢, ¢, ..., ¢,
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ab. Fir geeignete Zahlsysteme, die ein Analogon zu den Liouville-
schen Zahlen bilden, 148t sich z. B. erreichen, da3 beide Produkte
kleiner als jede noch so hohe Potenz von max(x , y) werden,

wenn % eine gewisse Folge gekiirzter Briiche durchliuft. In anderer

Richtung liegt der verallgemeinerte Satz von Thue und Siegel;
er sagt aus, daB beide Produkte héchstens endlich oft kleiner als

max (x|, y)~"

sein koénnen, wenn ¢, ¢, ..., {, derselben algebraischen Gleichung
n-ten Grades geniigen. Dieser Satz gestattet Anwendungen auf die
Theorie der bindren Formen hoheren Grades und verkniipft die Lehre
vonden Diophantischen Gleichungen mit der der Diophantischen
Approximationen im Gebiete der p-adischen Zahlen. ?)

2) Siehe meine Arbeit: Zur Approximation algebraischer Zahlen, Math. Annalen
107 (1933), 691—730, und 108 (1933), 37355

(Eingegangen am 30. 9. 1932.)



