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In der Arbeit: «Quelques théorémes sur I'équation de Pell
v? — Dy? = -1 et leurs applicalions» (Videnskabsselskabets
Skrifter, 1. Mathem.-naturvid. Klasse. 1897. No. 2) zeigte
C. Stormer, wie sich diejenigen Losungen dieser Gleichung in
natiirlichen Zahlen finden lassen, fir die in y allein solche
Primzahlen aufgehen, die Teiler von D sind, und in der spiiteren
Arbeit: «Solution d’'un probléeme curieux qu’on rencontre dans
la théorie ¢lémentaire des logarithmes» (Nyt Tidsskrift f. Math.
B. XIX) vereinfachte er diesen Beweis. Die angekiindigle Verallge-
meinerung seiner Untersuchungen auf die Gleichung x?—Dy2?—=A,
wo A eine beliebige ganze rationale Zahl = 0 isl, ist dagegen
nicht erschienen und anscheinend auch von andere Seite bisher
nicht durchgefithrt worden.

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem wenigslens in
einem speziellen Fall, niimlich unter der Annahme, dass A quadrat-
frei und Teiler von 2D sei, vollstiindig geldst; es gibt dann entweder
keine, eine oder zwei Losungen in naliirlichen Zahlen, und diese
lassen sich auf finite Art bestimmen. Der Beweis ist dem Stor-
merschen vollstindig nachgebildet, und beruht auf einem Hilfs-
satz von D. Schepel, der einen einfachen explizilen Ausdruck
fir die Losungen der Gleichung a? — Dy? = A vermiltels der
Fundamentallosung gibt. Auf Grund weiterer Ueberlegungen der
Stormerschen Arbeit folgere ich aus meinem Ergebnis den Salz:

«dst A, eine der vier Zahlen + 1, — 1, 2 —2 D, qua-
dratfrei und zu A, letlerfremd, x eine naliirliche Zahl und zu A,
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teilerfremd, so ist [iir jedes ¢ > 0 und hinreichend grosses x, der

Ausdruck

_loglog:

. . . . ty, -
durch mindestens eine Primzahl p > [ Y teitbar.
= &

- ¢

Der Beweis dieses Satzes macht Gebrauch von einfachen
Abschiitzungen aus meiner Note: «Uber den grossten Primteiler
der Polynome a2 =1 (Archiv for Math. og Naturv. 1933.
B. XLI. Nr. 1), wo ich die gleiche Frage schon fiir die beiden
speziellen Polynome mit D=1 und A;= 4+ 1 mittels des Stor-
merschen Satzes geldst hatte. Man vergleiche auch die Arbeiten
von S. Chowla in den Proe. Indian Acad. Sci. Sect. A, I (1934),
269-—270 und 271—273, der gleichfalls und unabhiingig von mir
diese beiden speziellen Polynome untersuchte.

I
Bezeichnungen: Der Kiirze halber bezeichnet im Folgenden:

D eine natiarliche Zahl, die kein Quadrat ist,
A eine quadratfreie ganze rationale Zahl ungleich Null,
die in 2D aufgeht,

X, Y Paare ganzer ralionaler Zahlen mit

X2 —DY? =A,
R(D,A) die Menge aller dieser Paare,
u, v das Paar naliirlicher Zahlen mit kleinstem v, [ir das
ut — Dv? = A
ist: wir nennen dies das Fundamentalpaar von
M D, A),

x, y Paare ganzer rationaler Zahlen aus S0(D, A) mit y=0
und der Eigenschaft, dass jeder Primteiler von y auch
in D aufgeht,

M(D,4) die Menge aller Paare x, y.

Wir stellen uns das Ziel:

«Zu gegebenen Werten von D und A ein Verfahren anzu-
geben, mittels dessen sich alle Elemente der Menge Dt(D, 4)

hestimmen lassen.»
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1) For A =1 wird die Frage gelost durch folgenden Satz
von C. Stérmer (Videnskabsselskabets Skrifter, 1. Math.-naturv.
Klasse (1897), Nr. 2):
«Die Menge DU(D, 1) st entweder leer, oder sie besteht allein
aus den Elementen
Xo== L, Y o= D,

wobei u, v das Fundamenialpaar von
u? — Dp? =1
darstellt.»

In derselben Arbeit zeigt Stérmer einen ganz analog lauten-
den Salz fiir die zweile Menge (D, — 1); dieser Satz wird sich
in der vorliegenden Arbeit als Spezialfall allgemeinerer Ergeb-
nisse ergeben.

Das gestellte Problem lisst sich weiter in trivialer Weise

fosen fiir 4 = — D. Denn aus
x?-—Dy? = -—D
folgl, dass a durch D teilbar ist, da wir ja A = — D als quadrat-

frei voraussetzen. Aus dem gleichen Grund miissen x und gy
teilerfremd sein, weil das Quadrat ihres grossten gemeinsamen
Teilers in D aufgeht. Da nun jeder Primteiler von y in D auf-
gehen soll und folglich auch in x, so kann nur y = 4 1 sein;
damit ergibt sich:

«Die Menge DV(D,— D) besitzt allein die Elemente

r=0, y=-+1

Aul analoge Weise zeigt man, dass die Menge DV(D, D) fiir
D+ 2 leer ist, dagegen fir D = 2 allein aus den Elementen
a - L2, y=41 besteht.

2) Da nach § 1 die beiden Mengen N(D, 1} und N(D,—D)
bekannt sind, so diirfen wir im Folgenden ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit voraussetzen, dass

A4+1 und A+ —D

sei. Die Ergebnisse der Arbeit: Over de Vergelijking van Pell,
von D. Schepel, Nieuw Archief voor Wiskunde (1935), erlauben
alsdann, zuniichst die Menge I (D, A) aller ganzzahligen Lésungen
X, Y der Gleichung

X2 —DY? = ;

auf einfache Weise zu charaklerisieren.,
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Wegen A =+ 1 hat diese Gleichung gewiss kein Losungspaar
X,V mit Y =0, und wegen A # — D auch
Falls M (D,4) nicht dberhaupt leer ist, in welchem Fall erst
recht O¥(D, 4) ohne Elemente sein wiirde, muss demnach jedes
Element X, Y von 9R(D,A) den Ungleichungen X 4 0, Y = 0
geniigen, und es existiert daher das Fundamentalpaar u, v von
M (D, 4), das natiirlich auf Grund seiner Definition eindeutig
bestimmt ist.

Weil nach Voraussetzung A4 quadratfrei und ein Teiler von
2D ist, sind die aus diesem Fundamentalpaar n, v gebildeten
Zahlen

[ 2uv |

< |2u*—4 v |
‘ 14 ‘

S=la e 1=

beide ganz rational, und wie leicht einzusehen, sogar positiv:
nach der erwiihnten Arbeit von Schepel stellen &, % das Funda-
mentalpaar von MN(D, 1) dar, also die Losung der Pellschen
Gleichung
2 — Dyt =1

in natiirlichen Zahlen mit kleinstem ».

Fir jede nattirliche Zahl m 4 1 definieren wir zwei positive
ganze rationale Zahlen X,, und Y, vermoige der Gleichungen

XAV VD =(u+0V D) &V D), XYV D=(u—0V D)(&V D)

auf eindeutige Weise. Das Hauptergebnis von Schepel, das wir
benutzen missen, lautet alsdann:

«Falls A # 1 und A = — D und YN (D, A) nicht leer ist, und
falls ferner u, v das Fundamentalpaar dieser Menge darstellt, so
besteht die Menge YN (D, A) aus den unendlichvielen Paaren

X=4X,, Y=4Y, (m=0,1,2, ...
und aus keinen anderen.»
Dieser Satz lisst sich aul eine noch etwas elegantere Form
bringen. Wegen A!2u, d. h. 2u? > A = u? — Dv?, und also

o - —(u? — Dp? 2uv =
g+nVD— <’A )¢ +7a] VD—- u+vVI))‘2
ist namlich offenbar

. i ll UVD 2m~+l .
‘\m ‘+“ ‘m VD = + ‘Xr,ﬁ‘ 3 Am """ YmVD =

(w—v l/D)%f"+‘

fm
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so dass sich, wenn wir diese Gleichungen noch nach X, und Y,
auflosen, der folgende Salz ergibt:

«Sei A+ 1 und A+ —D und IN(D,A) nicht leer, ferner u, v
das Fundamentalpaar dieser Menge: dann besteht N (D, A) aus
den unendlichvielen Paaren

X = “Y‘ 4\uu Vo= -f" Ym ';’“ 20\ 1,2,)

und keinen weileren, wobel

Xy = ((w+v VDot 4 (u — ol Dpmet)

1
Q‘EA'I}IQ
1

gy oV PR — (w — oV Dpmet)

m =

Ist».

3) Die Frage nach den Elementen von N(D,4) kommt
demnach zuriick auf die nach denjenigen ungeraden Zahlen
n==2m -4 1
fir die der Ausdruck

Y, = “L ((u+4 vV Dy — (u—vV D)

242 VD

allein durch solche Primteiler dividiert werden kann, die auch
in D aufgehen. Fir jede solche ungerade Zahl n gehoren dann
die Paare

XN=+4Xun, Y=41V,

zu N(D,A), und diese Menge kann als Untermenge von IN(D, A)
auch keine anderen Elemente besitzen.
Statt X,,,, Y, schreiben wir zweckmissigerweise x,, y,, so
dass also
1

N nl

204 2

-vn -

(11+UVD n !——UVU)")»

Y= — n} ( u+ vV D —(u—vV D))
2|A|72

st; beide Ausdriicke stellen selbstverstindlich gemiss ihrer Kon-
struktion natiirliche Zahlen dar. Die so definierte Zahl y, hat
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eine besonders einfach ausdriickbare Eigenschaft. Sei niamlich
v eine zweite ungerade natiirliche Zahl und zwar ein Teiler von
n. Dann st

n

v

eine rationale Zahl, die sich auch schreiben lisst in der Form

TIT

Ja - IYVI)‘}” ju— (,rlf/yi)\”
Vo \ va

(’u 1 v V-I)‘»)" ju-——uv VD
v ) U v
oder
-
(;1 ‘1 4}_" ) ‘,"I)E hy o g “V I)SL’KZ' —h «I);/
ny T ld ( s ) r .
hoo Vial Via

Die Quadrate

lu+oVD oV D\2
i T ( i1 szl . 5 - ‘ D

{\ V4 L Via

der einzelnen Faktoren in den Termen auf der rechten Seite

2
) =543V D  und

sind aber gewiss ganze Zahlen des durch VD erzeugten qua-
dratischen Zahlkérpers, so dass z, , selbst auch eine ganze
algebraische und daher sogar ganze rationale Zahl darstelit. Es
folgt also:

«Ist die ungerade natiirliche Zahl v ein Teiler der ungeraden
natiirlichen Zahl n, so ist auch y, ein Teiler von y,.

Verstehen wir unter

nh, A
die Menge derjenigen ungeraden natiirlichen Zahlen n, fiir die
die Paare
Ne=fxn, V=_14y,
zu N(D,A) gehoren, so folgt also insbesondere,

«dass mil einer ungeraden natiirlichen Zahl n auch jeder
ungerade Teiler v derselben, insbesondere also die Zahl 1 zu
n(D,A) gehort.» '

Ist N(D, A) nicht leer, so muss somit speziell y, = v allein
solche Primfaktoren enthalten, die auch Teiler von D sind.
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4)  Aus der Gleichung

1 , re ,
Yn==——1—1 ((w + oV Dyt — (u — I)V]))")

24 2 VD
folgt die Reihenentwicklung
n--1

n—1 2

y; =14 ? y,= UZ (21({;_ 1) uit—2k=1 (Do)t

k=0

Sei n ein beliebiges Element von n(D,A). Dann sind zwei
FFalle zu unterscheiden:

Fall a: A ist ein Teiler von D.

Alsdann ist evident, dass y, allein durch solche Primzahlen
teilbar ist, die auch in D aufgehen.

Fall b: A geht wohl in 2D, nicht aber in D auf.

Nunmehr muss D ungerade sein, und A ist wohl durch 2,
nicht aber durch 4 teilbar. Da das Paar x,, y, zu MDD, A
gehort, so ist

2 2
Ty — Dyn == A,

also y, zu x, teilerfremd und folglich ungerade. Demnach ist

n—1 n—1
P N T (et
y 'J: =27 (“)i> 2 Yn

genau durch die Potenz
n—1
22
von 2 teilbar, und also
n—1
— — Ko
2 2 Yn
ganz rational und nur durch solche Primzahlen teilbar, die auch
in D aufgehen.

Um die Menge N (D, A) zu beslimmen, ist es also in beiden

Fillen erlaubt, statt y, den einfacheren Ausdruck y}'f zu betrachten.

5) Von jetzt ab werde ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit angenommen, dass die Menge (D, A) nicht leer ist. Alsdann
gehen nach § 3 in » und folglich auch in

D* = Dv?
allein solche Primzahlen auf, die auch Teiler von D sind.
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Bedeute fiir zwei beliebige ganze rationale Zahlen a und b,
die nicht zugleich Null sind, das Zeichen (a,b) die grosste na-
tiirliche Zahl, die gleichzeitig in a und b aufgeht.

Der Gleichung

u? — Dp? = u? — D¥ = A

entnimmt man die Relationen
(w,v) =1, A, v)=1, (D, A)=(D*A),
da A quadratfrei ist. Die Zahl
D, = (D, A) = (D* A)

ist als Teiler von A auch quadratfrei; sie geht in u? und folg-
lich sogar in u selbst auf. Demnach gibt es drei ganze rationale
Zahlen D,, 4, und u, mit

D=DyD,, A=A,D,, u==uyD,.
Zwischen diesen neuen Grossen bestehen die Beziehungen
(Dyo2, D) =1
und
(Dyv2,uy) =1.
Denn wire die erste dieser Gleichungen falsch, so giibe es
eine Primzahl p mit

pDyv?, pD,, also p2?D* p?u? und folglich p2?4,

was falsch ist. Wire ferner die zweile Gleichung unrichtig, so
ginge eine gewisse Primzahl p in (Dyv? u,) und daher in
(Dy, u,) auf; wegen
D,ul —D,v* = 4,

wire sie ein Teiler von A,, so dass auf Grund der gerade be-
wiesenen Gleichung (D,, D) =1 nicht nur D,, sondern sogar
D,p ein gemeinsamer Teiler von D und A wire, was unserer
Voraussetzung widerspricht.

6) In der Reihendarstellung

n—1

’: =0 Z ( n )un—»zlc»~ I(DU?)"‘
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" n -1
yn = UDI 2 ']n 3y
und zwar ist dabei
n—1

2
) n—l__
b= 20 (') (D,u2) 2 (D02t

k=0
Liegt nun der Fall a nach § 4 vor, so ist nach dieser De-
finition von 7, klar, dass in 1, allein solche Primzahlen auf-
gehen, die auch Teiler von D, d.h. von D, oder D, sind. Liegt
dagegen Fall b vor, so ist v und D, also auch D, und D, un-
gerade; in diesem Fall wird demnach
oon—1
2 T
eine ungerade ganze rationale Zahl, in der allein Primzahlen
aufgehen, die auch Teiler von D, oder D, sind. Der Reihen-
entwicklung von 7, entnimmt man jedoch die Kongruenz
n—t
’/‘l'l'?:(D()U?) 2 \mOd 1)1)5
und da nach dem vorigen Paragraphen
2 —
(Dyv?, D) =1
ist, so ist 7, gewiss zu D, teilerfremd.
Damit ergibt sich, dass der Index n dann und nur dann

zu n(D,A) gehort, wenn in Fall a die Zabl 5, und in Fall b
n—1
die Zahl 27" 2"y, allein durch solche Primzahlen teilbar sind,

die auch in D, aufgehen; im letzteren Fall ist also die Primzahl
2 als Teiler ausgeschlossen.

7) Aus der Reihe fir », folgt noch die zweite Kongruenz
n—1
in— n(Dyuy) 2 (mod D,).

Nach § 5 ist aber
Dy,D)=(D,,u,)=1.
Eine Primzahl p, die in v, aufgeht und in Fall b von 2 ver-

schieden sei, und die nach dem vorigen Paragraphen auch in D,

n—1
aufgeht und also zu der Zahl (D, u}) 2 teilerfremd ist, muss dem-
nach den Index n teilen und also auch im Fall a von 2 verschieden sein.
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Wir wollen zeigen, dass die Elemenle n aus n(D,A) durch
keine Primzahl p > 35 teilbar und folglich reine Potenzen von 3
sind. Nach § 3 gehort mit einem n auch jeder Teiler hiervon
cu n(D, A); der Beweis ist also erbracht, wenn wir zeigen kon-
nen, dass keine Primzahl p>5 zu der Menge n(D,A) gehort.

Sei p >3 eine Primzahl. Nach Voraussetzung ist D, durch
p teilbar und demnach

Dy=Dg p
mit einer natiirlichen Zahl D, . Man hat folglich:
p-1
2
N . p—1 .
P - 2N e ko E 2 Vi
np = ;}_JO (1) pR (D ul) 2 (D, v2)k.

In dieser Reihenentwicklung sind die beiden ersten Binomial-

koeffizienten

P\ p\_prp—1ilp—2
(1)”” und (>_ 1-2.3

«

genau durch die erste Potenz von p leilbar und die iibrigen
auch ganz rational; von den Summanden
» 9 p—1 I: % p -1
‘ o T E ¥ ek o -
<2k+l>pl ([)lu()) 2 (D(; Uz) (l\—0717 2")

von 7, sind demnach alle bis auf den ersten Multipla von p?,
und also besteht die Kongruenz

p--1
mp = p(Dyul) 2 (mod p2),

aus der wegen
(p,I)lug) =1

folgt, dass 7, wohl durch p, nicht aber durch p? teilbar ist. Da
‘ p—1 .
im Fall a in 7, und im Fall b in 27 2 7, auch keine andere

Primzahl als p aufgehen kann, so muss demnach im Fall «a

=P
und im Fall b
p—1
hp =22 p
sein. In der Reihenentwicklung von 7, sind nun jedoch alle
Summanden positiv und treten mindestens drei Summanden auf;
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beriicksichtigen wir nur den letzten davon, so ist also ins-
besondere

p—1 . p—1 p—-1 p—1 ,:> 2
mp =p 2 (DjoY) 2 >p 2 =2 3 p.

und folglich wegen p > 5
P ,!
rp, > 2 2 p,

so dass in beiden Fillen a und b die Zahl 1, nicht von der
verlangten Form ist, und somit p wirklich nicht zu n(D, 4) gehort.

8  Wir betrachten weiter die Primzahl p — 3 und wollen
zunichst annehmen, dass D, nicht nur durch 3, sondern sogar
durch 9 teilbar ist; sei demnach

D, =9Dy"
mit einer natiirlichen Zahl D}*. Man hat alsdann

0y = 3Dyug + 9Dy 02,
also
Mg = 31)1113 (mod 9),

so dass wegen

(3,D,ul)=1
die Zahl »; durch 3 und nicht durch 9 teilbar ist. Entsprechend
wie im vorigen Paragraphen folgt somit, dass 5, im Fall a gleich
3 und im Fall b gleich 2.3 sein muss; der vorigen expliziten
Formel fiir n, entnimmt man aber unmittelbar, dass n, grisser
als jeder dieser beiden Werte ist und somit unter der Annahme
9 D, die Primzahl p = 3 ebenfalls nicht in der Menge n(D,d)
vorkommt.

9) Sei endlich, wie im vorigen Paragraphen, p=3 und D
nur durch 3, nicht aber durch 9 teilbar. Wie wir zeigen wollen,

«gehért in diesem Fall vielleicht n = 3, jedenfalls aber nicht
n =29 und erst recht keine héhere Pofenz von 3 zu n(D,A).»

Vorab werde bemerkt, dass wegen der Definitionsformeln

Al2D, D, =(D,A), A=A,D,
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offenbar Fall a dann und nur dann vorliegt, wenn

A, =11,
und Fall b dann und nur dann, wenn
Ay = 2

ist; andere Werte kann A, natirlich nicht annehmen. Somit
gehort n =3 dann und nur dann zu n(D,A), wenn 7, die Form

Ny =4, -3
mit einem Exponenten [, der eine naliirliche Zahl ist, besitzt.

Von jetzt ab werde vorausgesetzt, dass n=3 zu n(D,A)
gehort, so dass also die beiden Gleichungen

I)lug — Dy =A4A,,
3D ul + Dy =4, 3
bestehen, aus denen umgekehrt
D u? = L "34'“}"‘40 . Do — 4o 314”" 34,
folgt. Setzt man diese Ausdriicke in
N, = ((';)(1)1113) | ("\(l) 110) (Do) 1'—(:)(1)1113)2(1)01)2)? e
H+((D,u2) (D) +(D,0")*
ein, so ergibt sich nach einiger Rechnung die Formel
Ay Ty, =3B — 32 ) é‘z‘{:(yzsgllr!”,
0

und, falls auch n=9 zu n(D,4) gehdrte, miisste die rechte
Seite dieser Gleichung eine reine Potenz von 3 sein. Offenbar
ist das aber allein mdoglich fir e =41, =1, also in den
beiden Fillen

=1, Du}=1,D,0*=0 und A, — 2, Dui=2, D=0,

und diese sind evidenterweise sinnlos und auszuschliessen. Damit
ist die obige Behauptung bewiesen.

10) Die Ergebnisse der drei letzten Paragraphen fithren zu
der vollstiindigen Losung der Frage, alle Elemente von (D, A)
zu bestimmen. Denn die zugehoérigen Indizes n aus n(D,4) sind
ungerade, nach § 7 durch keine Primzahl p > 5 und nach dem
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letzten Paragraphen auch nicht durch 9 teilbar. Also sind nut
folgende drei Moglichkeiten vorhanden:
I: Die Menge n(D,A) ist leer.
IT: Die Menge n(D,A) enthélt nur das Element n = 1.
IIT:  Die Menge n(D,A) enthilt nur die beiden Elemente
n=1 und n = 3, aber keine weiteren.

Indem man die Bedeutung von n(D, A) beriicksichtigt, lisst
sich also auch die folgende Aussage machen:

Salz 1: Ist A 4+ 1 nnd A 4 — D, so ist die Menge N(D, A
entweder leer, oder sie besteht aus den vier Paaren

(fu, +0),
oder sie besteht aus den achl Paaren
—u® 4+ 3uvD  3u20 + 03D
<’+’ u, —+ D)v + o 1‘17"' s '“"\A’T” B
|4 1
Dabet bezeichnet u, v das Fundamenlalpaar.

Zusammen mit den ergiinzenden Sitzen des § 1 fiir die
ausgeschlossenen Fiélle A=1 und A = — D ist damit N(D, A)
in allen Fallen ermittelt. Dabei ist es in jedem numerischen Fall,
d. h. fiir gegebene Zahlwerte von D und A, immer moglich, alle
Elemente von O(D,A) explizit in endlichvielen Schrillen auszu-

rechnen. Dies ist in der Tat fiir 4 = — D trivial und folgt fir
A =1 aus den klassischen Sitzen iiber die Fundamenltallosung
der Pellschen Gleichung. Sei ferner A 4+ 1 und 4 + — D und

u, v das Fundamentalpaar von SN(D,A). Nach dem in § 2 zitier-
ten Satz von Schepel stellen die natiirlichen Zahlen

2u% — A 2w l
AT .

alsdann die Fundamentallosung der Pellschen Gleichung
§2— Dn? =1

dar und koénnen somit, wie schon erwihnt, in endlichvielen
Schritten gefunden werden:; aus ihren Werlen folgen aber alsdann
die von u und v auf triviale Art, wenn tberhaupt ein Funda-
mentalpaar u, v von M (D, A) existiert. Ist dieses Paar aber erst
einmal bekaniit, so lisst sich sofort feststellen, welcher der drei
in Satz 1 genannten Fille vorliegt, und gibt es kein Paar u, v,
so ist erst recht D¥(D, A) leer.
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11) Besonders interessant sind diejenigen Zahlpaare D, A,
far die n(D,A) aus den beiden Zahlen n==1 und n=23 besteht;
wir wollen sie singuldr und alle anderen requldr nennen. Ver-
moge der Formeln in §9 gelingt es, alle singuliren D, A zu
bestimmen.

Ist D, A singulir, stellt u, v das Fundamentalpaar von
M (D, A), das natiirlich existiert, dar, und sind die abgeleiteten
Zahlen D, D,, A, und u, nach § 5 ermittelt, so muss nach
$ 9 mit einer geeigneten natiirlichen Zahl [

A, -3 44, A

, | 31— 34
I)lué = Y i i

o
4
sein; beide Briiche miissen also speziell positive ganze rationale
Zahlen darstellen und ferner im Fall b, d. h. fir A, = 2 un-
gerade sein. Darin liegt eine Einschriankung fiar I, die, wie man
leicht erkennt, sich nur mit den folgenden Werten fiir A, und
[ erfillen lasst:

7 9 __ ol"
Dyv? = :

’

32+ 111 324 +1

Ayt1, 1=2241, 1)1u3:—~7—i-, Dor="" (1=1,2,3,..);
. 3% 1

Ay=-1, =24, Dyug == D= (4=1,2,3,...);

32 4 q ,

A =2, 1=24, Du? =% 2*7 L D= (4=1,2,3,..):
, 3%H_g 3u+yy

AOS*Q,, [:2/%"}"17 Dtuf): B T D002= '*Ej“m (/‘2071}2}"')'

Diese Formeln bestimmen zu gegebenem A und A, noch
nicht unmittelbar die Zahlen D,, D,, u,, v sondern zunichst

nur D,u) und D,v?. Die Werte von D, und u, kénnen aus
ihnen aber leicht gewonnen werden, denn es ist ja (D, u,)=1
und D, ist als Teiler von A quadratfrei; der Ausdruck fir D, u,
muss demnach eine Primzahlzerlegung besitzen, in der die
Exponenten der einzelnen Primzahlen entweder gleich Eins oder
gleich einer geraden Zahl sind, und alsdann ist D, das Produkl

der Primzahlpotenzen mit Exponent Eins und ] das Produkt
der iibrigen Primzahlpotenzen. (Solche A, fiir die der Bruch
324141 a2 __ 1 3% 11 2% 1 q

ZW. LW, ZW. R
i , bzw i hzv 5 , bz 5
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nicht eine Primzahlzerlegung der verlanglen Art besitzt, sind
dabei von der Betrachtung auszuschliessen.) Aus dem Wert von
Dyv? lisst sich dagegen D, und » nicht unbedingt eindeulig
erschliessen, sondern es ist erlaubt, quadratische Faktoren von
D, auf v? und umgekehrt zu tibernehmen.
Seien nach diesen Vorschriften zu gegebenem 4, und A
die Zahlen
D,, D

u D

0> 12 0>
ermittelt worden; dieselben geniigen dann nach Konstruktion

und wegen

Dl — D=4,
den Relationen

Dy, uy) =1, (D2, I)lug):—- ,
und sind ferner im Fall b, d. h. fiir |4, = 2 alle vier ungerade.
Setzt man
D=DyD,, A=A,D,, u=u,D,,

so stellen u, v das Fundamentalpaar von SR (D, A) dar. Denn beide
Zahlen sind so konstruiert, dass in v und in 3D;u} 4 D, v? und

. 3utv+ 03D
daher auch in - ‘—1{7—7
4]

auch Teiler von D sind; wegen

ud 4 3uv?h\? 3u?v 4 v3D\?
W) et ) =

nur solche Primzahlen aufgehen, die

u? — PDv?2 = A4 und (

gehoren daher die acht Paare
) _u3 4 3uvthD __3u?v -+ v3D)
(+u, +v) und <+ A o F Y ““")

. Ju?v 3D
mit v < ouT a—‘v

moglich, wenn das Fundamentalpaar von 0(D, A) durch u, v
gegeben wird.

zu N(D, A), und das ist nach Satz 1 nur

12) Indem man in die Formeln des letzten Paragraphen
fiir Dlug und D o? fiir 4 der Reihe nach die Zahlen 1,2,3, ...
bzw. 0,1,2, ... einsetzt, kommt man zu beliebig vielen singuliren
Paaren D, A und den Fundamentalpaaren der zugehorigen Mengen
M(D, 4); man vergleiche hierzu die Tabelle, wo die niedersten

7 — Archiv for Math. og Naturv. B. XLI.
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Fille und zwar jeweils mit den Primzahlzerlegungen von D, 4,
u und v zusammengestellt sind. Man beachte, dass fiir alle diese
singuliiren Paare D immer durch 3, nicht aber durch 9 teilbar
ist, wie es ja auch sein muss.

Aus den Formeln aus § 11 lassen sich allgemeine Aussagen
dariiber gewinnen, wann Paare D A singulir sind. Sei etwa

A=--1, also
D, =1, Dy=1D, 4;=-~-1, n,=u.
Da die Gleichung
g 3% —1
o= 4

gewiss keine Losungen in natiirlichen Zahlen u, und 4 besilzt,
so ist jedes Paar D, — 1 requlir und also die Menge N(D, —1)
fiir jede naliirliche Zahl D, die kein Quadral ist, entweder leer,
oder sie besleht nur aus den .vier Paaren

(+u, 0.
Diese Verschirfung von Satz 1 ist identisch mit dem in
3 1 erwiihnten zweiten Satz von (. Stérmer.
Jst ferner A = 4 2, also

1, Dy D, Ay +2, uy-n, bzw. D 2, D,

)

so ist D, -2 héchstens dann singuliir, wenn die Gleichung

92 - 32 W in? = 8241

Quy = 3% 41, bzw.  8nj = 3%+ 11
sich in natirlichen Zahlen u,, /4 befriedigen lisst: beide sind
aber unlésbar, da es nichtmals eine ganze rationale Zahl a mit

2a* — 1 (mod 9

gibt. Folylich ist jedes Paar D,-+ 2 regulir, so dass DV(D, + 2)
entweder gar keine Elemente besitzt oder nur die vier Paare (-u, +v),

Dritlens sei 4 = — 2, also
D 1
D1, Dy D, Ay —2, ug-u, bzw. Dy 2, Dy 9 Ap=-1, 1, 9 -
Damit D, — 2 singuléar ist, muss die Gleichung
(2u)% — 6342 = — 2, bzw. (4uy)?— 18 (34— =—2

eine Losung in natirlichen u, und einer ganzen Zahl A2>0.
bzw. A>>1 besitzen. Beidemal kommt man damit auf eine
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Frage von der in dieser Arbeil behandelten Art, und man kann
Satz 1 anwenden, um alle Losungen zu finden. Das Ergebnis,
zu dem man auf diese Weise gelangt, laulet:

«Es gibt genau drei singulire Paare D, —2, nimlich 3,—2
und 6, —2 und 123, —2; zu thnen gehéren die Mengen

N@B,—2) mit den Elementen (11, F1), (+5, +3),
N6, —2) mit den Elementen (+2, 1), (422, + 9,
N(123, — 2) mit den Elementen (111, 1 1), (4 2695, 1= 243).

Fiir jedes andere D) ist die Menge N (D, —2) entweder leer, oder
sie enthdlt allein die Elemente (fu, 4+ v).»

13) Andere Werte von A lassen sich auf dhnliche Art be-
handeln; dabei reduziert sich die Bestimmung aller D, so dass
D, A singulir ist, jedesmal auf die Bestimmung aller ganzzahligen
Losungen endlichvieler Diophantischer Gleichungen fiir u, und A:

Fuar 214, A >0 ist

entweder
, 324141 32413
Ao"~+1, 1)1:,, A, Dluézmwzf,ﬁ7 [)“,)2 - o 1):[)01)1, ”‘""ol)n
oder
A g 3% 41 , 32
Ag=+2, D= 9 “1"03'"'”;2’ —,  Dyv*= , D-D,D, u=u,D,.
Fir 24, 4 < 0 ist
entweder
. e 3% -1 , 3% 43
Ag=—1, D =4, D,u, B Dy~ > D=DyD,, u=u,D,,
oder
) A s 321 324143
AU;:—Z’ ])l::j,’ ])lao; - ;,,‘2,,,,,,, , D‘,U?T' 2 -, D ::.])Ol)l, u-— ”0”1'
Fir 24+ 4, 4 >0 ist
321+1+1 Y 324413
Ay=+1, D=4, Dul- S DS, D=DoD gD
Fiar 244, A <0 ist
i 9 32}~ — 1 5 32/ -+ 3
Ag=—1, D= A, Dul="" , Dyt . D=DyD,, u-uD,.

4

Jedesmal ist vermoge dieser Formeln jede Losung 4 zu be-
stimmen, fiir die u, teilerfremd zu D, wird; vermdge dieses A
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sind dann D, und v bis auf hichslens endlichviele Moglichkeiten
bestimmt, so dass jedem A insbesondere hdichstens endlichviele
D zugehoren, fiir die D, A singulir ist. Andrerseils besitzt eine jede
einzelne der vorigen Gleichungen fiir u, und 4 hichstens endlich-
viele Losungssysteme. Diese Behauptung ergibt sich sogleich aus
dem bekannten Satz von Pdlya, wonach die grosste Primzahl, die
in dem Ausdruck at®-} bt + ¢ mit ganzen rationalen Koelfizienten
a, b, ¢ mil b? — 4ac 4 0 aufgeht, Giber alle Grenzen wichst, falls
{ durch alle naliirlichen Zahlen liuft; insbesondere kann das
Polynom daher nur fiir hochslens endlichviele { eine reine Potenz
von 3 sein.

Also erhalten wir:

Salz 2: Zu jeder quadralfreien Zahl A gibl es hdchstens end-
lichviele naliirliche Zahlen D mit A'2D, die kein Quadrai sind, so
dass D, A singaldr ist; folglich ist [iir alle geniigend grosse D die
Menge QN (D, A) enlweder leer, oder sie enthdlt nur die Paare (4-u, 4+ v).

TABELLE SINGULARER PAARE D, A UND DER ZUGEHORIGEN u, v:

A, =-+1: D=237 A= 7 n=7 v==1
3.5.61 61 61 2
2.3.7.13.547 547 547 1
2.3.5.7.19.37.41 7.19.37 7.19.37 2
A, =—1: D=23 A=—2 u==2 v=1
3.5.7 — 5 2.5 1
2.3.7.13.61 — 2.7.13 2.7.13 1
2.3.7.19.37.61 — 2.61 2.11.61 1
Ay = -=2: D=235 = 2.5 n==1>5 p=1
3.13.41 2.41 41 1
3.5.73 2.5.73 5.73 11
3.17.193.1093 2.17.193 17.193 1
3.13.757.1181 2.1181 5.1181 1
A,=—2: D=3 A=—2 u=1 v=1
3.5.13 —2.13 13 1
3.41 — 2 11 1
3.5.73.1093 — 2.1093 1093 1
3.13.17.193.757 — 2.13.757 13.757 1
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IT.
Bezeichnungen: Der Kiirze halber bezeichnet im Folgenden:
4, eine fesle unter den vier Zahlen 41, —1, -2 und — 2,
Dy eine feste zu Ay leilerfremde quadralfreie naliirliche Zahl,
z eine veriinderliche und geniigend grosse positive Zahl,

M(z) die Menge aller natirlichen Zahlen x, mit (x,, 4, =1, fir die
Dxl— 4,

positiv und allein durch Primzahlen p <Tz teilbar ist
m(z) das grosste Element x; von M(z).

7

Wir stellen uns das Ziel:

«Fin Verfahren anzugeben, durch das sich zu gegebenen Werten
von Ay, D, und z alle Elemente x, der Menge M(z) beslimmen
lassen, und eine obere Schranke fiir m(z) herzuleiten.»

14)  Aufl Grund der beiden Voraussetzungen

( 3\ { p -
(Ag, D)) =1, (A, x,) =1

ist 1)1:v3~r A, ftr jede Zahl x; zu der offenbar quadratfreien Zahl

A= DA,
teilerfremd. Wir wollen mit
o= 71(z A)

die Anzahl aller verschiedenen nicht in 4 aufgehenden Prim-
zahlen p <<z und mit
Pis P2y -5 Py

diese Primzahlen selbst, nach steigender Grosse geordnet, be-
zeichnen: dabei mdge z so gross angenommen werden, dass
>>1 ist. Da allein solche x, betrachtet werden, fiir die I)lx?, — 4,
positiv ist, so gehort jedes x; mit (x,, 4,) =1 dann und nur
dann zu M(z), wenn es hierzu =z nichinegative ganze ralionale
Zahlen hy, h,,..., h, gibt, so dass

2 y hy  hy hyy
Dyxg—Ag=p/'py ... p,;
ist. Setzt man

0 far h, =0,

k, = 1 far h, 1 (mod 2), (T=1,2,...,7)

l 2 fir h, =0 (mod 2), h, >0
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und
ko Kk k b — ks h—k iy — ko
Dy=py py -opi’s y=pi * py P p P
so geht diese Gleichung tber in

D xg — Ag = Doy,
also in
x? — Dy?= A,
wenn die Bezeichnungen

D=DyDy, A=AD,, x=ux,D,
benutzt werden. Dabei hat
D=DyD, =D, piph . pkr

hochstens 3" verschiedene Maoglichkeiten, da die Exponenten
ki, ky, ..., k, einzeln nur der Werle 0, 1, 2 fihig sind. Weiter
ist y eine natiirliche Zahl, in der allein solche Primzahlen auf-
gehen, die auch D; und daher erst recht D teilen. Die Zahl 4
ist, wie schon erwihnt, quadratfrei; x und g sind offenbar teiler-
fremd, und endlich noch ist

A 2D, (Dy,D))=1, (A,D)=1D,.

Da nach Voraussetzung D, quadratfrei ist, so wird D dann
und nur dann ein Quadrat, wenn D, =1 und jeder Exponent
ki, ky,...,k, gleich Null oder Zwei ist. Da die alsdann ent-
stehenden Gleichungen

x? — d¥y? = A,

wo d die natiirliche Zahl V'D und A eine der vier Zahlen +1,
—1, +2 oder —2 bezeichnet, aber offenbar keine Lésungen
in natiirlichen Zahlen besitzen, so brauchen diese Werte von I
nicht berticksichligt zu werden.

Weiter ist dann und nur dann A = — D, wenn gleichzeitig
Ag=—1, also A=—D,, und D, =1, also D= D, ist; die
alsdann entstehende Gleichung

x?— Dyt =—D,

hat aber nach § 1 keine Losung in natiirlichen Zahlen x, y,
derart dass in y nur -solche Primzahlen aufgehen, die auch D,
teilen, und somit braucht in diesem Fall der Wert D = D, nicht
beachtet zu werden.
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15) Aus Satz 1, bzw. dem Stormerschen Satz in § 1 fir
den Ausnahmefall A =1 (d. h. 4; = D, = 1) ergibt sich damit
folgendes Verfahren zur Bestimmung aller Elemente a der
Menge M(z):

Zum gegebenen z bestimmt man alle zu A = A D, teiler-
fremden Primzahlen

Pis Pos -5 P>

die nicht grisser als z sind, und alsdann alle Zahlen der Form

ky  ky kn

D=D\py Py - Pu
deren Exponenten k,, k,, ..., k, gleich 0, 1 oder 2 sind, wobei
aber fir D; =1 jede Quadratzahl D und fir A, = —1 die Zahl

D = D, fortzulassen ist. Seien

DO P& Db
die so erhaltenen verschiedenen Werte von D ; die Anzahl { dieser
Zahlen ist hochstens gleich 37. Zu jedem einzelnen Wert D'®
von D sucht man dann das Fundamentalpaar ur = u(l)@),

vr=0(DW) der Menge 9))}(0(’), A), falls ein solches iiberhaupt
existiert; dies sei etwa fiir die Indizes

T=1T,, Ty, ..., Ts 0<s<t
und fir keine anderen aus der Folge 1, 2, ..., t der Fall. Es
gehort jetzt

o e
o D,

dann und nur dann zu M(z), wenn nur solche Primzahlen in

vz, aufgehen, die auch Teiler von D) sind. Ist ferner I)(th), A
singuliir, so gehdren sogar beide Zahlen
D und o sy f,‘r‘,f?’fié,,',”zf,l,f@,
oD, 0 AlD,
zu M(z); unabhingig von dem Wert von z kann dies aber nach
Satz 2 jedenfalls nur hochstens fir eine beschriinkte Anzahl von
Zahlen D) der Fall sein.

Also folgt speziell, dass fiir iiber alle Grenzen wachsendes :
die Menge M(z) hdichstens

x

3 o)
Elemente besiizl.
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16) Nachdem so gezeigt worden ist, wie sich alle Elemente
von M(z) finden lassen, soll nunmehr eine obere Schranke fiir
das Maximum m(z) der Elemente x;, dieser Menge hergeleitel
werden.

Da nur endlichviele D existieren, fiir die D, A singulir ist,
so wird m(z) fiir alle hinreichend grossen z einen Wert

u
(o) Yo
0 =

m(z)==1 o D,

- s It e
haben, wo u, , v, das zu einem reguliren Paar 1)'\’ﬂ), A geho-
(1] & s
rige Fundamentalpaar bezeichnet. Es gentigt also, fiir die Zahlen
u, , v, obere Abschiitzungen zu bestimmen.
[y [
Im Ausnahmefall A =1, also A, =D, =1, ist u, , v, die
? 0 1 ’ g7 g
Fundamentallésung der Pellschen Gleichung
4 /. 4
& D) =1
und also
2V D06
[y T (1)
7 ) do)
u, + zral Do) < (8D\%e))

(wegen des Beweises dieser Ungleichung siehe meine Note «Uber
den grossten Primteiler der Polynome x® 4 1, Satz 1), und folg-
lich erst recht

. u, 5 . 21 D7)
(A = <)

Sei dagegen A + 1. Da auch A+ — D% und DU kein
Quadrat ist, so wird alsdann nach § 2

(. + 0y, VD) = 4 (& 4 3V D),
wo &,n die Fundamentallosung der Pellschen Gleichung
§2— D) =1
bezeichnet und daher der schon soeben benutzten Ungleichung

- . 2V Do)
&+ ,?VI)GGD <(8D%)) ’

geniigt. Somit wird in diesem Fall

o

) NPT ]
u, 4 I)TGV D) < (A,D )" (8p\7e))
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und erst recht

. e R

In beiden Ungleichungen (A) und (B) ist D) von der Form

I/ D7)

D) — p Pl < (pyp, . op,)E,

( o . . . .. .
und da x\g) fiir geeignet gewiihltes o gleich m(z) ist, so ergibt
sich das folgende Paar von Ungleichungen:

Fir 4 =1:

ITI<Z> < (8(])1 Po - Py )2)2171 P2 P .

fiir A4 + 1:
0 \2 Vl)l P1P2...Pn
m(z) < “ (8])1(1)1]) N ) 2)
In denselben bezeichnet
PiPg - Pxn

das Produkt aller zu A teilerfremden Primzahlen, die nicht
grosser als z sind, ist also nicht grosser als das Produkt aller
Primzahlen p <z. Bedeutet ¢ eine beliebige positive Konstante

und ist z grosser als eine von & abhingige Schranke, so gilt
folglich nach dem Primzahlsatz:

&
pipa py <L)

und demnach ist fiir A =1

5

0 ” ‘)
m(z) < (Se(“ré")
und fir A + 1

&
A, . . — (14 )=
m(z) <l/5‘1 ( 8D, L2 )Vl)le< .4)

In beiden Ungleichungen sind aber die rechten Seiten fiir
geniigend grosses z hdchstens gleich

L0z

e ’

und da Dla‘g — A, far alle x, >3 positiv ist, so lasst sich fol-
gender Satz aussprechen:
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Saiz 3: Sei A, eine der vier Zahlen 41, —1, 2 oder —2,
D, eine zu A, fteilerfremde quadratfreie natiirliche Zahl, ¢ eine po-
sitive Konstante und z eine positive Zahl, die grisser als eine von
¢ abhdngige Schranke ist. Ist dann die natirliche Zahl x; zu A,
teilerfremd und

e(l -+ &)z
Ty, > e

so geht in D x; — A, eine Primzahl p > = auf.

Man erkennt tbrigens leicht, dass dieser Satz auch dann
noch bestehen bleibt, wenn die Voraussetzungen, D, sei quadrat-
frei und zu A, teilerfremd und x sei zu 4, teilerfremd, fallen
gelassen werden.

Juli 1935.



