UEBER DIE DEZIMALBRUCHENTWICKLUNG
GEWISSER IRRATIONALZAHLEN.

VON
KURT MAHLER in Krefeld.

An nichttrivialen Sitzen iiber die Dezimalbruchentwicklung
spezieller Irrationalzahlen sind bisher nicht viele bekannt.
Borel zeigte, dass in der Dezimalbruchentwicklung fast jeder

positiven reellen Zahl eine jede der zehn Ziffern0,1,2, ....,9
asymptotisch mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 4 und

allgemeiner jede der 10° Ziffernsequenzen aus ¢ Ziffern mit
derselben Wahrscheinlichkeit 107! auftritt '). Nach Maillet
ist ferner der Dezimalbruch jeder Liouville-Zahl (kurz: L-Zahl)
quasiperiodisch, d.h. er enthdlt immer wieder Sequenzen,

1) E. Borel, Rend. Circ. Mat. Palermo 27 (1909), 578—34.

Man sagt, dass fast jede reelle Zahl eine bestimmte Eigenschaft
E hat (oder dass fast alle reellen Zahlen eine bestimmte Eigenschaft
E haben), wenn diejenigen Zahlen, denen die Eigenschaft E nicht
zukommt, simtlich einer Menge angehéren, die auf der Zahlengerade
das Borel-Lebesguesche Langenmass Null hat. Kenntnis der Mass-
theorie ist fiir den Leser dieser Arbeit aber nicht notig.
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die sich eine stark wachsende Anzahl von Malen wiederholen 2).
Ein quantitatives Ergebnis iiber die Anzahl der Wiederho-
lungen der speziellen Sequenz {0} bei Nichi-Liowville- Zahlen
(kurz: NL-Zahlen) stammt von Burnside 3).

In der vorliegenden Arbeit behandle ich die Frage, wie oft
hinter der (n—1)-ten Dezimalstelle im Dezimalbruch einer
irrationalen NIL-Zahl

0]
=g+ X ap 107" =g, ayasay ....,

v =1
also z.B. einer algebraischen Irrationalzahl, der Zahl e, der
Zahl 7z oder der Zahl log 2, eine gegebene Sequenz

A ={AA; .... A}
aus ¢ Ziffern sich wiederholen kann. Fiir diese Anzahl s wird
eine einfache Ungleichung abgeleitet; beschrinkt man sich auf

¢
Sequenzen mit geniigend grossem Quotient —, so zeigt sich,
n

dass s unter einer nur von ¢ abhingigen Schranke liegt und
insbesondere fiir ¢ = ¢ und sogar fiir fast jedes ¢ von einem
n ab hochstens gleich 2 ist.

Weiter wird fiir jeden positiven echten Bruch ¢ der Begriff
der d-Sequenz eingefiihrt ; hierunter versteht man eine Sequenz
A, fiir die der gekiirzte Bruch 4)

1—1
Z_% s a0—WHrEl o AAL A
N p=0 r=0
dessen Dezimalbruchperiode gleich dieser Sequenz ist, einen
Nenner von héchstens 6¢ Stellen hat. Der erwdahnten Unglei-
chung fiir s entnimmt man, dass im Dezimalbruch der irra-
tionalen NL-Zahl ¢ von einem 7 ab d-Sequenzen mit geniigend

2) Introduction a la théorie des nombres transcendants (Paris 1906),
Kapitel 7.
Eine Irrationalzahl ) heisst Liouville-Zahl, wenn es zu jeder

noch so grossen Zahl ® > 2 unendlich viele Briiche ;%mit ganzen x

und ¥y (¥ = 1) und
LR
_ y y®
gibt.
3) W. Burnside, Messenger Math. 49 (1920), 127.
4) Die iiberstrichene Ziffernsequenz ist periodisch wiederholt zu
denken.
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grossem - iiberhaupt nicht auftreten konnen, falls d kleiner
n

als eine nur von ¥ abhdngige Schranke ist. Merkwiirdigerweise
sind also nicht alle Sequenzen in bezug auf ihr Auftreten im
Dezimalbruch fir ¢ gleichberechtigt.

Zu jedem noch so kleinen ¢ kann man ¢-Sequenzen gewinnen,
indem man eine beliebig gegebene Sequenz geniigend oft wieder-
holt. Dass es aber auch d-Sequenzen gibt, die nicht durch
Wiederholung einer Teilsequenz entstehen, zeigen wir durch
Angabe einer unendlichen Folge von rationalen Zahlen, deren
Dezimalbruch-Perioden gerade §-Sequenzen mit 6 — 0 sind.
Solche Briiche ergeben sich z.B. als Annidherungen an die Zahl

o = 0,1234....891011....9899100101 .. ..,
deren Dezimalbruch aus den hintereinander geschriebenen
natiirlichen Zahlen besteht. Es zeigt sich, dass ¢ selbst eine
irrationale und sogar transzendente NL-Zahl ist. In einer
demnichst in den ,,Proceedings’’ der ,,Koninklijke Akademie
van Wetenschappen te Amsterdam’’ erscheinenden Arbeit
wird dieses Ergebnis iiber o wesentlich verallgemeinert.

Alle Ueberlegungen dieser Arbeit sind von der speziellen
Basis 10 unseres Zahlsystems unabhingig und werden deshalb
sogleich fiir eine willkiirliche Zahlsystem-Basis ¢ = 2 durch-
gefiihrt.

I.

1. Sei ¢ = 2 eine ein fiir allemal feste natiirliche Zahl.
Es ist wohlbekannt, dass jede positive reelle Zahl ¥ auf genau
eine Art in der Form

X Vv
(1) b= S apg

v=d
geschrieben werden kann, wo d eine gewisse von ¥ abhidngige
ganze rationale Zahl und a,, ay, |, 44,9, .... einzeln Zahlen
der endlichen Ziffernfolge 0,1, ...., ¢—1 sind; wenn ¥

rational ist, moge dabei die Zusatzannahme gemacht werden,
dass nicht alle Koeffizienten a, von einem Index ab gleich
g — 1 sind. '

Analog der Dezimalbruchdarstellung schreiben wir statt
(1) der Kiirze halber symbolisch fiir d < 0

(.
) ::éld(ld+1 e e. Gy, Aqdodg .. ..
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und fir 4 > 0
d—1

9=0,00....0a5a;,,a;,9 .

Beide Fille lassen sich in die eine Darstellung
(2) U =g, ;maxay .. ..
zusammenfassen ; dabei bedeutet ¢ = [J] = 0 die grosste in
J enthaltene ganze rationale Zahl, ist also fiir 4 << 0 gleich

g =aga5,. 1 .... a5, 000 ... =aga, .1 ....4
und fiir d > 0 gleich Null. Im letzteren Fall verschwinden
zugleich fiir d = 2 die Anfangsziffern a,, a,, ...., a4__, hinter
dem Komma.

2. Im Folgenden werde die Zahl ¥ als eine NL-Zahl vor-
ausgesetzt; es gebe also eine natiirliche Zahl vy, und zwei
positive Zahlen I' und o = 2, so dass fiir alle Paare ganzer
rationaler Zahlen x» und y = vy,

- —

(3)
y
ist, falls der Absolutbetrag nicht verschwindet. Dies schliessen

wir aus, indem wir ¢ weiterhin als irrational annehmen.
Unter

: =Ty @

A={A A .... A _1}
werde irgend eine Sequenz aus ¢ der Ziffern 0,1, ....,¢—1
verstanden ; wir nennen ¢ ihre Linge. Es gibt einen eindeutig

/
bestimmten gekiirzten Bruch N mit positivem Zdhler und

Nenner, der gleich dem periodischen Bruch *)

(4) — = X 27 Ay (] (pt 4v 41) :O,A\)A1~--At—1

ist. Hat der Nenner N genau # Ziffern in seiner Darstellung
zur Basis ¢, so heisse » die Hohe von A. Offenbar ist
®) s Z <N < g
und ferner ¢ die kleinste natiirliche Zahl, so dass die Kongruenz
(6) ¢' =1 (mod N)
besteht.

In der Darstellung (2) von ¢ moge die Teilsequenz

az{anan-Fl"”an%—sl—l} (%Zl)

aus einer genau s-maligen Wiederholung der Sequenz A be-
stehen ; es sei also



(7) Cp ot v = Ay

w=0,1,2, ..., s—1I
(5 —0,1,2, ;—«1)

Zerlegen wir ¥ in die vier Teile \
Vo= L0, —0; + Y,

mit
n—1
R I Oy =g, ayay ...d, 1, Uy=10,00 ... 0A;A, ... A _,,
(b) n+st—1 n+st—1
Ug=0,00 ... 0A A, .. A, 4, ),=0,00...0 Aprst Apisie1 - -
so wird
Z
‘ ~ o (n—1) 0 —n—1
o, = Gg I , Uy = 1\7{‘7 n ,
K Z —(n+st—1) - —(n+st—1) K ~ —(n+st—1;
Ug = N q =9 Uy = ¢ ’

mit einer gewissen natiirlichen Zahl G, wegen
¢"TINY—g" T IN (I 0y) =¢" NI — (NG HZ) =" N (1),
also wegen (5)

¢TINY — (NG 4+ Z) | < ¢ N < gt
Andrerseits ist fir ¢" 7' N =y, und erst recht fir
log v,

log ¢

n=1-+

= ]

nach Voraussetzung (3)
l\qn~1 NY—(NG+ 2Z) l =~ F(([""‘l N)—{w—l) > I'q-—(@ﬁl)(n—1+u>’
also
Fg*‘(mAl\/(l’l—*l"f‘u) < q—st-)—u
so dass wir schliesslich zu folgendem Resultat gelangen:
Satz 1: Die drrationale NL-Zahl O geniige fiir alle Paare
ganzer rationaler Zahlen x und y mit v = v, der Ungleichung
| x
- —
v

=TIy,

Die Teilsequenz
0 = {an ﬂn+1 e 'an+stA—1}
threr Darstellung
U= g, a1asa, .. ..
zur Basis g sei identisch mit einer s-maligen Wiederholung der
Sequenz A von der Linge t und der Hohe w. Dann ist fiir
| log v,

n =1 - :
log ¢



log I" \
9) stg——a% to—1]+ (©—1)n+ on.
log ¢ /

3. Der vorige Satz kann auf alle irrationalen NL-Zahlen

angewandt werden. Aus bekannten Ergebnissen {iiber das
Transzendensmass und aus dem Mahlerschen Invarianzsatz
fiir S-Zahlen und T-Zahlen geht also hervor ), dass ihm mit
geeigneten Konstanten y,, I' und o die folgenden Zahlklassen
unterworfen sind:

a. Alle algebraischen Irrationalzahlen. ©)

b. Jede Zahl a = eV, wec y # O algebraisch ist, und allge-
meiner qjede von endlichvielen solchen Ausdriicken algebraisch
abhingige Irvationalzahl. ®)

¢c. Die Zahl m und allgemeiner jede von ihy algebraisch ab-
héingige Irrationalzahl. ®)

d. Der natiirliche Logarithmus jeder rationalen Zahl v # 0
wnd +# 1, und allgemeiner jede von ihin algebraisch abhingige
Irrationalzahl. ®)

e. Jede Zahl bis auf eine Menge vom Lingenmass Null. )

Bei der Anwendung von Satz 1 in diesen Féllen sind haupt-
sdchlich die folgenden zwei Annahmen von Interesse:

Erstens sei A eine festgewdhlte Sequenz, also ¢ und # von
n unabhingig. In diesem Fall ist aus der Ungleichung (9)
ersichtlich, dass die Anzahl der Wiederholungen von 4 in
der Entwicklung von o fiir # — o hochstens wie

(10) n - O(1)

o —1

zunimmt. Wir wollen speziell folgende Zahlen betrachten:
A. Alle reell-quadratischen Irrationalzahlen. *)

-+ b
B. Alle Irrvationalzahlen der Form ~a—€— wo a, b, ¢, d
ce +d

rationale Zahlen sind.?)

5) K. Mahler, J. reine und angew. Math. 166 (1932) 118—150.
6) J.Liouville, C. R. Acad. Sci. Paris (1844) 883—885, 910—911.
7) A. Khintchine, Math. Annalen 92 (1924) 115—125.

8) Da solche Zahlen periodische Kettenbruchentwicklung haben,
kann fir sie @ = 2 gewahlt werden.

9) Aus dem bekannten Kettenbruch fiir ¢ geht hervor, dass fiir
® jede Zahl > 2 genommen werden kann. Siehe z.B. 2), Kapitel 6.

Sogar ein analoger Satz mit e statt e (v =4 0 rational) bleibt giiltig,
wie z.B. aus den Untersuchungen von Popken iiber das Transzen-
denzmasz von e folgt. Siehe 9).
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C. Alle Zahlen bis auf eine Menge vom Linienmass Null. 7)
Aus den zitierten Arbeiten geht dann hervor, dass unter diesen
Annahmen fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 sogar o <2 + €
angenommen werden kann und also fiir n = n (€)

1 4+ €

(11) s = "

ist.

Zweitens betrachten wir Sequenzen A, deren Linge { min-
destens von derselben Grossenordnung wie der Anfangsindex
n von 6 ist. Wegen # << ¢ kann fiir diese die Ungleichung (9)
auf die bequemere Form
(I2) s <o+ %ﬁjr 7= max 51 -+ IOgyO, —~(10g FA‘T— o)—1>)>

¢ { log ¢ Jog ¢ f
gebracht werden. Nehmen wir noch an, dass

©
13 L e
(13) >[m]-@+1%

ist, so wird also s < [w] + 1, d.h. s < [w], so dass jede
gentigend lange Sequenz A sich in der Entwicklung von ¢
hochstens [w]-mal wiederholen kann. Nun kann speziell bei
den drei Zahlklassen A, B und C jedesmal o << 3 angenommen
werden ; fiir solche Zahlen gilt demmnach, dass eine Sequenz, die
berm n-ten Glied der Entwicklung wvon o beginnt und deren 1
gross im Vergleich zu n ist, sich hichstens einmal wiederholen
kann. Diese Aussage erscheint um so merkwiirdiger, weil sie
auf fast jede positiv-reelle Irrationalzahl angewandt werden
kann.

4. Sei ¢ ein willkiirlich gegebener positiver echter Bruch:
(14) 0<é<1.
Die Sequenz .4 heisse eine 6-Sequenz, wenn ihre Linge ¢ und
ihre Hohe # mit einander durch die Ungleichung
(15) u < Ot
verkniipft sind. Es ist evident, dass durch hinreichend viel-
malige Wiederholung einer gegebenen Sequenz J-Sequenzen
mit beliebig kleinem ¢ entstehen, da ja alle so konstruierbaren
Sequenzen die gleiche Hohe, aber immer mehr wachsende Linge
besitzen. Wie im folgenden Kapitel gezeigt wird, gibt es aber
auch d-Sequenzen zu jedem noch so kleinen ¢, die nicht gleich
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einer mehrfach wiederholten Teilsequenz sind; solche d-Se-
quenzen wollen wir einfach nennen.

Fiir 6-Sequenzen grosser Linge lassen sich die Ergebnisse
aus der zweiten Hilfte des vorigen Paragraphen wesentlich
verschirfen. Zu diesem Zweck ersetzen wir die Hohe # in (9)
durch die grossere Zahl 6: und erhalten alsdann

1 log I
(16) s§6(o+m—;4f1‘irn2max{l+ o8 Yo —<Og —i—o)——l>}

log ¢’ log g
und unter den beiden Zusatzannahmen
17 ; w7 5 1
( /) > 1 — o0’ < (:)’

also s < 1, d.h. s = 0. Somit konnen unter diesen Vorausset-
zungen die in der Entwicklung von ¥ bevm Index n beginnenden
t Ziffern unmdoglich mit der betrachteten d-Sequenz A zusammen-
fallen. Gehort O zu einer der Zahlklassen A, B und C, so kann
6 = 1 gewihlt werden; in diesen drei Fillen ergibt sich also,
dass in der Entwicklung von ¢ beim Index # iiberhaupt keine
1.Sequenz mit im Vergleich zu 7 grosser Linge ¢ anfangen
kann.

Die Takellen der Periodenldnge von Dezimalbriichen ratio-
naler Zahlen machen es wahrscheinlich, dass flir ¢ = 10 und
also wohl auch fiir beliebiges ¢ ein grosser Teil der Sequenzen
einer vorgegebenen Linge aus o¢-Sequenzen mit kleinem &
besteht; die vorigen Aussagen wiren also hiernach ziemlich
scharf. Jedenfalls wire es von Interesse, fiir jedes o eine asymp-
totische Formel fiir die Anzahl der §-Sequenzen, bzw. fiir die
der einfachen d-Sequenzen mit grosser Linge aufzustellen.

II.

5. Die natiirlichen Zahlen gestatten in bezug auf die Basis
g der Reihe nach die Darstellungen
1=1,2=2,...,¢9g—1=q—1,¢g=10,¢ -1 =11, ...,

2 =20, ..., ¢ —1=qg—1q¢g—1,¢ =100, .. ..
Indem wir diese Symbole der Reihe nach hinter das Komma
niederschreiben, kommen wir zu der Zahl

(18) 6,=0,12...¢—11011... 1¢g—120...g—1 ¢—1 100...
Offenbar ist o, ein positiver echter Bruch und obendrein eine
irrationale Zahl; denn in der vorigen Darstellung tritt evidenter-
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weise jede {iberhaupt mogliche endliche Kombination der
Ziftern 0,1, .. .., ¢ — 1 immer wieder einmal auf, wahrend
fiir eine rationale Zahl diese Entwicklung von einer Stelle ab
periodisch sein miisste.1?) Es ist moglich, fiir 6, einesehr schnell
konvergierende Reihe rationaler Zahlen anzugeben, aus der
sich weitergehende Folgerungen ziehen lassen.

Bei der Darstellung zur Basis ¢ werden die ¢ — 1 Zahlen

L2, ..., g—1
einstellig, die (¢2 — 1) — (¢ — 1) = ¢*> — ¢ Zahlen
gq=10, ¢+1 =11, ...., ¢#—1 =q9g—1q¢g—1

zweistellig, die (¢3—1) — (¢2—1) = ¢® — ¢* Zahlen
¢ =100, ¢ +1 =101, ...., ¢#—1 =¢g—1g—1qg—1
dreistellig, usw. Da jede weitere Stelle rechts hinter dem

1
Komma aus der vorangehenden durch Multiplikation mit —

hervorgeht, so ldsst sich demnach die Definitionsgleichung
(I8) tbertithren in

q—1 ?—1
6, = 5 kg "4 X kg—l—bH—2{i—(e—D} 4
k=1 /{:q
31 2 2 1
(19) Loz i kgl —21a —q)—3{k—(¢*—1)} +
h=q2
g1 D (2 32y 4f) 3__1 }
SR T e Bt i i AU b b Ui V) SES
k=q3

Diese Darstellung kann noch wesentlich vereinfacht werden.
Offenbar ist

g*—1

—1)Y—-: - — —(g— —_ L9
(g—1)—2(@—1) = —(¢—1) RS
, g>—1
(=D H2AP—0 =3 —1) = —(+g—2) = — — 13,

(@—1)+2(¢ =)+ 3@ —¢) —4(@>—1) =
. gt —1
:_,(gs+q2+q,.3):_q 1+4, Usw.

Weiter ist fir veranderliches x

10) Wegen der arithmetischen Eigenschaften der Dezimalbriiche
und der Entwicklungen zur Basis ¢ siehe z.B. A. Leman, Vom perio-
dischen Dezimalbruch zur Zahlentheorie, Math. Bibliothek 19, (Leipzig
und Berlin 1916, Teubner).
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Nglkxk_l _ ii_Ni—zxk _ i AN _@1 _
M dx M dx x — 1
(r — 1) (NN M) (N oY)
- > — 1) :
also nach einer einfachen Umrechnung und firn = 1, 2, 3, ..
qni_1 kq——lm g <q‘zn—1_w_qnf1+1)q_nqnvl_(qgn‘_qn+l)q_nqn
=gt (¢"—1)2 '
Daher kann (19) iibergefiihrt werden in
o — % q?’n g g )T (g g L)
Lo (¢" —1)*

oder auch in

0 (q";’”'l A__q"‘l -+ 1) —Ei—l{(nqAn—q)q"‘hsl}

§ (qi’n o qn + ) _rii{(angn—l‘/q”ﬂl-l}.
n=1 (qn - 1)2
Fassen wir nun das zu %-+1 gehorige Plusglied mit dem zu #n
gehorigem Minusglied zusammen, so wird schliesslich:
o ng—n—1yg" + 1
N
g1 Sl -1 (gt 1))
6. Fir jede natiirliche Zahl # werde unter D, das kleinste
gemeinsame Vielfache der Zahlen
g—1, ¢#—1, ........, ¢"—1
verstanden. Alsdann sei zur Abkiirzung

A, = 2< e Ul L S i U Y
R N

Va—v—1¢"+1\  (ng—n—qqd" t+1
XQ— ¢—1 ) q ¢—1 ,
(R1) (ng—n—qq" " '+1
Bn:qu (]—]. ’
o (g2 ___ 4V w41 Yo (rg—v —1)¢¥+1
R,= X ]q 4 —1—1_(] q - lq—T,
V:nl (qv—1)2 (q”+1 ._1)2 I
so dass also
Afl
< G, — — = — n = y Ry O, e
@) T I
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ist. Offenbar sind A, und B, natiirliche Zahlen, wihrend
— R,, eine negative Zahl darstellt, die mit wachsendem #
gegen Null strebt gemdss der asymptotischen Gleichung

1 _(ng—n—1)¢"+1
(23) an(l ——>q g1
\ q
Von einem 7 ab ist also R, # R,,;, d.h. wegen (22)
(24) AB, 1 —A, 1B, #0.

Die natiirliche Zahl D? geniigt evidenterweise der Unglei-
chung
Dy = (g.¢*¢° ....q")° =¢""" 0.
Aus den beiden ersten Glelchungen (21) und der Gleichung
(23) folgen somit die asymptotischen Formeln

(25) log A, oo log B, co ng"tlog g, log R, oo — ng" log g,

so dass insbesondere tiir jedes konstante ¢ > 0 und # = n4(€)

(26) R, < B, le—9
wird. Weiter folgt aus (20) noch

, log B

(27) lim o 2nel

7. Um eine erste Folgerung aus den letzten Ergebnissen
zu ziehen, ziehen wir ein neues Resultat von Th. Schneider
mit folgendem Wortlaut heran: ,,Zu der algebraischen Zahl
) gebe es eine unendliche Tolge von gekiirzten Briichen

X1 Ko X . .-
—, —, —, .... mit positivem Nenner, so dass

Vi V2 Vs

x —

) — = = Yn @

Yn

ist, wo » > 2 nur von ¢ abhangt. Dann ist 1)
log v
. & 1
- lim sup ——""" — .’

n—>wn logy,

Auf Grund dieses Satzes und wegen (22), (26) und (27)
folgt also, dass o, fiir ¢ = 3 transzendent sein muss. Fiir g = 2
versagt das Xerfahren jedoch, da alsdann in (26) ein Exponent
2 — e auftritt. Gliicklicherweise ist jedoch B, bis auf einen

11) Th. Schneider, J. reine angew. Math. 475 (1936), 182—192.



Faktor D? eine reine Potenz von ¢ und ferner

Iim =0,

so dass dieser Faktor fiir grosses # von geringerer Grossenord-
nung als jede noch so kleine Potenz von B, wird. Durch geringe
Aenderung des Beweises kann daher ein weiterer Schneiderscher
Satz der Arbeit 1t), der die Transzendenz von ¢ schon fiir
® > 1 lehrt, falls die Nenner y, Potenzen einer festen Zahl
sind, so erweitert werden, dass er auch diese Ausnahmezahl
o, umfasst. Somit gilt der allgemeine Satz:

Satz 2: Die durch die Entwicklung (18) zur Basis q definierte

~.

Zahl o, ist fiir jeden natiirlichen Wert von g = 2 transzendent.

8. Um eine zweite Folgerung zu ziehen, betrachten wir

einen Nidherungsbruch an s, mit bereits sehr grossem Nenner.

Zu diesem Bruch ol werden eine natiirliche Zahl »# durch

(28)  3(n—2)(g—1)g" *logg<logy=f(n—1)(¢g—1)¢"'logg
bestimmt ; auch # ist also gross. Somit ist wegen (2D)
(29) logB,<logB, ;<2(n—1)¢"logg<4 9“1 log v,
q R—

ferner

log B,,,R, ,; < log B,R, co— (n —1) (¢ —1)¢" " log ¢
und also

1 1 1 1

(30) —R, = = und —R, =

yB, yB, 2B YBi 2B

Wegen (24) muss aber eine der beiden Determinanten

An Yy — an und An+1y - Bn+1x
von Null verschieden sein,.also mindestens vom Absolut-
betrag 1; die beiden Identitdten

. _f:fi"}_:]i!’f__R und o _?_C:An+1y—Bn+1x R
q y an n q y an.;_] n+l1

ergeben also selbst im ungiinstigsten Fall fiir gentigend grosses
y die Abschdtzung

X
G — —

1 —(4q_1+1)
T

1)
2yBrH—l
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Somit kommt man zu folgendem Ergebnis:
Satz 3: Die Zahl o, ist fiir jeden natiirlichen Wert von ¢ = 2
eine NL-Zahl.

9. Schreibt man die Gleichung (22) in der Form

A
B—nch—f—Rn,

n

A

so ldsst sie erkennen, dass die Entwicklung von B—” zur Basis
n

g fiir wachsendes » immer weiter mit der von ¢, zusammen-

q
fallt. Nun ist offenbar
Hg—1)+2(¢—9)+3(@°—¢*) + ... +(n—1)(¢" ' —¢" %)=
(ng —n—q)g" ' + 1
g —1
die Gesamtheit der Stellen aller zur Basis ¢ hochstens (n—1)-

A
stelligen Zahlen. Die Periode der Entwicklung von E'l beginnt
daher genau mit

n—1 n—2 n—2 n—2
100....0100,,..01100....02100....03..
und endet fiir grosses n wegen (23), soweit sie mit 6, zusammen-
tallt, erst kurz vor der Ziffernfolge
g—lg—1....¢—1;
ausserdem kann sie hiernach noch gewisse Ziffern enthalten,
die nicht unmittelbar vorauszusagen sind. Aus dieser heuristi-

A,
schen Betrachtung geht also hervor, dass die Periode von —"
‘ n

und also erst recht wegen (21) die von

A, TA,
LDz

D2
im Verhidltnis zur Ziffernzahl des Nenners sehr lang sein muss
und in ihrem Anfang sehr lange mit den hintereinander geschrie-
benen Darstellungen der Zahlen
' gn—-l’ qn—1+ 1’ gn~1+ D)

ANy e e

zur Basis ¢ iibereinstimmt.
Es ist jedoch moglich, einen wesentlich einfacheren Bruch
mit der gleichen Eigenschaft anzugeben, wenn wir eine Formel
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heranziehen, die schon bei der Umtransformation von o
benutzt wurde.
Nach § 5 ist ndmlich

q

U T T ) (g ) g
Y kgTM=yg - = .
=g (" —1)

Sei zur Abkiirzung
n 7
Z_ﬂ kg—kn+nqn—1~1 _

kn———l

q
(32) o, (n) =
g=

o= n
=0,10,,..01....¢9—1¢g—1....9—1;
hinter dem Komma stehen also bei diesem Ausdruck alle natiir-
lichen Zahlen von ¢" ! bis ¢"—1 in ihrer Darstellung zur Basis

g der Reihe nach hintereinander, insgesamt #(¢g—1)¢" !
Ziffern. Nach der vorigen Gleichung ist

n—1¢.2n—1__ n—1 1
@3) ¢ (g n qgf):
(¢"—1) _—
qn—l (q?n__ qn + 1)‘2*"(0—1)'1
(¢" —1)°

und also folgt leicht, dass die Entwicklung des Bruchs
gl g — gt )
(¢" — 1)
zur Basis ¢ mit o, (%) in den ersten
n(g —1)¢"t — O(n)
Stellen hinter dem Komma iibereinstimmen muss. Andrer-

seits ist leicht einzusehen, dass der Anfang von o, (n):
n—1

= oq(n) 4

(34)

100..... 0 sich innerhalb von ¢, (n) nirgends wiederholt, da
ja die Darstellung keiner Zahl zwischen ¢"~! und ¢"—1 mit
einer Null anfangen kann. Also muss die Zahl (34) eine Periode
mindestens von der Linge

n(g —1)g" " — O(n)
haben. Ihr Nenner ist aber offenbar héchstens 2#u-stellig. Also
folgt :

Satz 4: Zu jedem noch so grossen n gibt es eine Sequenz, die
nicht duvch Wiederholung einer Teilsequenz entsteht, deren Hohe
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nicht grosser als 2m, deven Ldnge aber mindestens gleich
n(g—1)g" ' — O(n) ust.

Damit ist die Existenz von einfachen 6§-Sequenzen mit
beliebig kleinem ¢ bewiesen.



