Uber einen Satz von Th. Schneider.

Von
Kurt Mahler (Manchester).

Vor etwa drei Jahren zeiste Th. Schneider folgenden wichtigen Satz:
.Zu der reellen algebraischen Zahl : gebe es unendlichviele verschiedene
gekiirzte Briiche
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wo v > 2 konstant ist. Dann ist
lim log qit1

>~ log 9

Der Schneidersche Beweis (Journal reine u. angew. Math. 175 1936}
ist ziemlich umstindlich und kann wesentlich vereinfacht werden; dies war
nach einer brieflichen Mitteilung Herrn Schneider bereits vor mir bekannt.
In der vorliesenden Note (die ich schon vor zwei Jahren schrieb) gebe ich
meinen vereinfachten Beweis und zwar zugleich fiir den allgemeineren Fall,
dass man gleichzeitig die Anniherungen endlichvieler algebraischen Zahlen
betrachtet.

§ 1. Die Existenzannahme.
Seien 2, ..., zy beliebige N reelle algebraische Zahlen, ferner
it > 2 eine Konstante,
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P, P P
1): Pv, Px 2<q, <q,<q,<...
( 0 a. a (2<q,<gq,<g, )

eine nach wachsenden Nennern angeordnete unendliche Folge verschiede-
ner gekiirzter Briiche mit positivem Nenner, derart, dass zu jedem dieser

Briiche P ein Index v=v (*) mit 1<v<N und
I3

(2]

gehort. Wir werden zeigen, dass alsdann

lim log qii1
> o log q;

ist. Der Beweis ist indirekt. Wir nehmen an, dass der vorige Grenzwert
endlich ist, dass es also eine natiirliche Zahl ¢ > 1 gibt, so dass fiir alle 1

ist. oder mit anderen Worten, dass zu jedem geniigend grossen positiven

s ein Bruch P»  mit
g,

(3): s <log q; <cs
existiert. Hieraus wird sich weiterhin ein Widerspruch ergeben.

§ 2. Konstruktion von Néaherungssystemen.

Im Folgenden sind 2 und r, zwei natiirliche Zahlen und ¢ — | eine
positive Zahl, die wir alle drei fest annehmen, iiber die aber erst spiter
senauer verfiigt wird.

Zu jeder geniigend grossen natiirlichen Zahl s kénnen wir nach

§ 1k Niherungsbriiche

(s)

() _ P _
z, = (=1,2,...,k
q" )
aus der Folge (1) mit
‘ k= - k.
(4): st Tlog Y= s (r=1,2,...,k)

und folglich erst recht mit
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) 1 Sk log g Sk o
(5): LIS og df!;f<crk (z=1,2,...,k)
angeben. Zu diesen k Briichen gibt es alsdann £ Indizes

\,‘:5)

i), v(zs)' . ,\,/[:)

zwischen 1 und N, derart, dass gemdiss (2)
(6): Tt gt (n=1,2,.. k)

ist. Das geordnete Indexsystem (v, v{,..,»\7) hat nur N°® Moglichkeiten;
man kann demnach eine unen\dhche Folge »H*  wachsender natiirlicher
Zahlen s finden, fiir die die Glieder diesesSystems feste Werte

W=y x=1,2, ..., k)

haben, die von s nicht abhidngen. Somit ist fiir alle s aus H%:

(s) |
{

(7): q(; — " <gq (==1,2,...,k),
wenn zur Abkiirzung
(8): L, T, (=1,2,...,k)

gesetzt wird. Natiirlich brauchen die Zahlen w nicht alle von einander
verschieden zu sein').

Aus der Folge $* wihlen wir schliesslich eine unendliche Teilfolge 5
wachsender s-Werte aus, fiir die die & Grenzwerte

. log q(s]

lim =, 7 .
§ s~ "k log q< ‘ (=12 k)
sin ©

gleichzeitig existieren; dies ist wegen (5) gewiss moglich. Setzen wir nun

(o] = 72 (=1,2...k),

nehmen wir ferner an. dass r, grosser als eine gewisse nur von ¢ abhéngige

1) Im Schneiderschen Fall N —— 1 ist die Auswahl der Indizes v(s) natiirlich iiberiliissig,
Z

und man kann sofort das Ungleichungssystem (7) und zwar mit
My =My =T =L

hinschreiben.
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positive Schranke P,(g) ist, so wird jetzt offenbar fiir alle geniigend
grossen s aus

(s
e log qp r,

. <r, 2 Tk o ] L, |
o 14z Flog g 1 (z=1,2, .. k).

Man hat ferner ebenfalls wegen (5) fiir r, > P,(e.c):
e (O o AU 20 (AN ) LS L CAITEE S § LIS SR 1 (r,+1)

und demnach

k
(10): er, > |l (ry,+1) (~=1,2,...,k —1).
) = %1
§ 3. Konstruktion des Naherungspolynoms.
Es gilt nach Schneider *}:

.Seien k. r,. r.. ... r, natiirliche Zahlen. ¢ <! eine positive Zahl.

k
H—~ 1l (r, 1), und H. die Anzahl der Systeme nichtnegativer ganzer
7= 1

rationaler Zahlen h , h,, ..., hk mit

O<h —r,0<h,<ryyo. ,0<h, <, X , Gk

Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es zwei positive Zahlen K und P, von
denen die erste nur von ¢ und n, die zweite nur von ¢, n und %k abhingt. so
dass

H. g;nH fiir k> K, min (r,,7,,...,7,) P,

st

Wir wenden diesen Satz an, indem wir unter n den Grad des durch
Zv %y, Ly erzeuglen algebraischen Zahlkirpers verstehen; hiernach hdngt
n nicht von k ab und ist n nicht kleiner als der Grad des durch v, .. ... 7,
erzeugten Zahlkorpers.

Zu n und dem gegebenen ¢ werde nunmehr die Zahl K bestimmt und
dazu k> K fest ausgewihlt. Danach werde weiter r, fest, aber grdsser als
max (P,, P.. P,) genommen und hierzu die Folge © und damit die
Zahlen 7y, 1y ... r, gemiéss dem vorigen Paragraphen konstruiert; wegen
(10} ist dann auch jede der letzteren Zahlen grésser als P, so dass sich auf

2} Hilfssatz 1 der Schneiderschen Arbeit.
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n, = k, r.,r,...,r, der Schneidersche Satz anwenden lisst. Dies geschieht
folgendermassen:

Sei
Ty r% " ,
(11): R(z;zp-oiz)= % .. Y Ruy...nz ...zk’f
hy=0  h=0
ein Polynom mit unbestimmten Koeffizienten, von den Graden r,, r.. ..., r

in z,2,...,2z,. Damit irgend eine der Ableitungen

YR
B ey P RRGL 2
1112'.' [k Py %) = ll!".l}e! (}2111.,.f’zkl}e

an der Stelle z, =1, z,=., ... z, =1, verschwindet, miissen die Ko-
effizientenR, ..., offenbar héchstens n homogenen linearen Gleichungen
mit rationalen Zahlkoeffizienten geniigen. Damit alle Gleichungen

(12): R["“Ik(v“,..,v%)::Ofﬁr0\<[1\<r1,..,O\<[k<rk, > g(

erfiillt sind, miissen also héchstens n H.. und nach den Satz von Schneider
erst recht hochstens H — 1 homogene lineare Gleichungen mit rationalen
Zahlkoeffizienten durch die H Koeffizienten von R (z,, z., ..., zk) erfillt
werden. Nach den klassischen Sidizen {iber lineare Gleichungen lasst sich
folglich dieses Polynom Rlz,, ..., z,E) so auswihlen, dass es erstens nicht
identisch verschwindet, zweitens ganze rationale Koeffizienten hat und
drittens die samtlichen abgeleiteten Werte den Gleichungen (12) geniigen.

§ 4. Anwendung der Schneiderschen Identitit.
Nach Schneider besteht eine Identitit °):

(13): Az ) A% (z) . A ()~
f} by
- L cre _>: A,{:i]) (Z,) L A[,,le) (Zk—l) RTIQ-" v Th—10 (Zl’ AT ’Zk)'
- =0 ~ - =
1 k~140

3) Siehe die Schneidersche Arbeit oder auch § 7 meiner Arbeit Proc. Royal Acad.
Amsterdam 39 (1936), 633—640 und 729—737.
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Dabei bedeuten

AT (z), AP (z) ., AR (z))

k Polynome in den einzelnen Verinderlichen, die sdmtlich nicht identisch
verschwinden,

Az,

gewisse andere Polynome, und ¢, .. ..., t,_, gewisse nichtnegative ganze
rationale Zahlen, die den Ungleichungen

k
{14): t, 1< (r,+1) (#=1,2,...,k—1)
D= ep ]

A=y

geniigen.
In dieser Identitit werde den Unbestimmten das Wertsystem

2,=2,2,= 28, ...z, =2}

erieilt. wo s durch die Elemente von $ ldufi. Da jeder Faktor der linken
Seite von (13) nur an endlichvielen Stellen verschwindet, ferner aber wegen

(4) jede der & Zahlen
A0 () (2=1,2,...,k)

nur fir endlichviele verschiedene s-Werte den gleichen Wert haben kann.
so muss folglich fiir alle geniigend grossen s aus © die linke Seite von (13)
ungleich Null sein, und also gilt fiir solche s eine Ungleichung

(15) R o oGzl 20)+0
mit Indizes t,.7,,..., LA far die
0<r1, <t, (r=1,2,... k—1)

und daher auf Grund von (10) und (14)
(16): 0<rt, <er, (#=1,2,...,k—1)
ist. Natiirlich hingen diese Indizes aber noch von s ab.

§ 5. Schluss des Beweises.

Die linke Seite in (15) stellt eine rationale Zahl mit dem Nenner
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car; da derselbe wegen der linken Hilfte von (9) nicht grosser als

k
g7 R1+e)
/I,Fl q(k)

ist, so gilt fir alle geniigend grossen s aus ¢

‘(s O~ Ry (1)
(17): R .oy old.. . 2> g B0
Andrerseits ist wegen (12) identisch
Al
RTI' < Tp10 (zl T Z}f) - l Rlxlz Lol (7"‘ v 'h’l}z‘) X
a L) Y Lt A\l
(f‘x) . '(T/Z‘i) (Zx’“’u) L (Z/eAl_‘ fik “1) k=t ko (Zk—-"k) k

wo summiert wird {iber alle I,.. .Jk mit

k
" l*/. )
,0\<I <rk’ S‘» ; (%__s)k
=1 ”

Hieraus ergibt sich aber ohne Miihe leicht fiir alle geniigend grossen s aus
& die Ungleichung

(18)1 Rt, <o Tp10 (Z?), cae, Z(hj))‘ < qk—— k TRl (% —2 5) 1- 5);

indem man die rechte Halfte von (9) und die Ungleichungen (7) und (16}
heranzieht. Nehmen wir also an, dass ¢ von Anfang an so lklein gewihlt
wurde, dass

s 29 () 1
ist, so fithren (17) und (18) fiir grosse s auf einen Widerspruch.

§ 6. Anwendung des letzten Ergebnisses.
Die Bindrform vom Grad n > 3:
Fx,y) = ax" tax'y+...+a,y"

habe ganze rationale Koeffizienten, nichtverschwindende Diskriminante.
und ersten Koeffizienten a, = 0. Wir nehmen an, dass fiir ein gegebenes

e > 0 die Ungleichung
(19): Flxy) < vy "2

nnendlichviele teilerfremde ganzzahligen L&sundspaare
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(xy,3,) (r=1,2,3,..))

hat; ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann demnach angenommen
werden, dass

(20): 2=y, =y, Sy, =
istund y, mit /. gegen >0 strebt. Dann gilt

) o> 0 log y;

Denn seien z,, z,,..., %, die reellen Nullstellen von F(x.1); es muss
mindestens eine solche geben. da sonst (19) {irivialerweise nur endlichviele
Lésungen haben kann. Alsdann existiert eine nur von der Form F(x.y)
abhédngige positive Zahl C und ferner zu jedem 2==1, 2, 3, ... ein Index
v=v(A) mit 1=y =N, so dass

und also fiir alle geniigend grossen A
—L =N =2t >2)

ist; daraus folgt aber sofort die Behauptung.

Manchester, Ostern 1938.

(Eingegangen am 18. April 1938.)



