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Uber die konvexen Korper,
die sich einem Sternkorper einbeschreiben lassen

Von

KURT MAHLER

Bezeichnungen (fiir nihere Einzelheiten s. den Enzyklopddie-Artikel Nr. 27 von
KELLER):

R, ist der affine Raum aller Punkte oder Vektoren N = (x, ..., x,) mit reellen
¥y, ¥, Sind NDO XY irgend n linear-unabhingige Punkte in R, so bedeute
(X X" ihre Determinante. Diese Punkte erzeugen ein Gitter A, welches aus
allen 2, XDy, X™ mit ganzen u,, ..., u, besteht und die Determinante d(A) =

il £ 1 n )
Hxw, \’”“}- hat. Ist S eine beliebige Punktmenge in K,, so heit A S-zuldssig
faHb, auber vielleicht dem Ursprung O = (0, ..., 0), kein Punkt von A innerer Punkt

von S ist. Unter der Gitterdeterminante /( S’) von S ist alsdann die untere Grenze von
d(A), erstreckt iiber alle S-zulissigen Gitter, verstanden. Ein S-zuldssiges Gitter A mit
d(A) = A(S) heilit ein kritisches Gitter von S,

Die Punktmenge S ist ein Strahlenkoérper, falls O innerer Punkt ist und falls ferner
fiir X©S und —1-<t< 1 auch tX zu S gehort. Ist fir Xc S und — 1 <¢ <1 sogar f.X
ein innerer Punkt von .\, so heillt S ein Sternkorper.

Sei 2> 2, S ein beschrinkter Sternkérper!) in K, und A ein S einbe-
schriebener konvexer Kérper von grofitmoglichem Inhalt 17(K). (Mit Hilfe
des Satzes von BLASCHKE iiber Folgen konvexer Korper zeigt man leicht dic
Existenz cines solchen Korpers K.) Man kann die Frage aufwerfen, ob es
cine nicht-triviale positive untere Schranke fiir 1(K) gibt, die allein von
einem geeigneten Funktional von S abhingt.

Es ist leicht einzusehen, dafl cine solche Schranke fiir V(K) nicht nur von
dem Inhalt V(S) von S abhingen kann. Denn sei z. B. S, der endliche Stern-
korper

Syt xay.x,

welcher in dem unendlichen Sternkorper
Set |xpay .,

enthalten ist. s ist wohlbekannt, daBl S zwar eine endliche Gitterdeter-
minante A(S,) hat, da3 aber sein Volumen V(S_) unendlich grof ist. Man
kann dalier ein 7> # so auswiihlen, dal

17(S)) beliebig grofl, aber §A(S.) <.

Iy Alle auftretenden konvexen Korper, Sternkorper und Strahlenkorper werden als
symmetrisch in bezug auf den Ursprung O=1(0, .., 0) angenommen, es sei denn aus-
J b 5 Ly » U) S s
driicklich das Gegenteil gesagt.
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ist. Nun st offenbar der konvexe Korper

- | 1A ]
1\0. ixll T },’Lz[ e
vom Inhalt
(2m)"

V(Ko) .
n.

eine Teilmenge von S, und stellt zugleich den grofiten konvexen Koérper
dieser Art dar. Far diesen Korper kann 1V(K,)/1V(S,) beliebig klein gemacht
werden; dagegen bleibt V(K )/A(S,) fir alle » > # groler als eine gewisse,
nur von n abhingige positive Zahl.

Dieses Beispiel legt die Vermutung nahe, dall man auch im allgemeinen
Falle V(K) mit A(S) vergleichen mull und dal immer V(K)/A(S):
wo die Konstante ¢ >0 nur von #n abhingt. Merkwiirdigerweise ist diese
Vermutung jedoch falsch und gilt das folgende Ergebnis:

Satz. Set >0 beliebig klein. Dann gibt es einen beschriankten Stern-
korper S in R, mit der Ligenschaft V(K)< e A(S) fiir jeden in S enthaltenen
konvexen Kirper K.

Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zuerst wird ein Strahlenkoérper 2*
konstruiert, welcher der Ungleichung

(a) V(K) < £ A(2%)

fiir jeden konvexen Korper K CA* geniigt. Danach wird in X* ein Stern-
koérper S mit der Eigenschaft

(b) A(S) = L A(X#)

einbeschricben. Da aus K C S auch K CX* folgt, so ist dic Behauptung einc
unmittelbare Folge von (a) und (b).

1. Der Mengenlehre entnehmen wir ohne Beweis den folgenden Hilfssatz:

Lemmat. Es gibt cine unendliche Menge M reeller Zahlen, welche tiberall
auf der reellen Achse dicht ist, devart, daf die [Elemente jeder endlichen Teil-
menge von M algebraisch unabhingig diber dem Kirper der rationalen Zahlen
sind.

2. Wir bezeichnen mit o =~ 0 eine beliebig kleine und mit » > 1 eine be-
licbig grolle Zahl, weiter mit

Gy |X|=po und [0 (X 0

0 |

die Kugel vom Radius ¢ >0 mit Mittelpunkt im Ursprung und ihre Ober-
fliche. Dabei bedeutet |N|— | xf-+ 234 -+ x; die Linge des Ortsvektors
N (xy, %y, ..., 1), Im TFalle der Einheitskugel lassen wir den Index 1 weg

und schreiben G und ["anstatt G, und [;.

Durch jeden Punkt X 40 geht genau ecine Gerade L(X), welche den Ur-
sprung enthilt; sie besteht aus allen Punkten P =¢X mit reellem 7. Dicse
Gerade schneidet /7 in zwei Punkten 4 O(X) und — Q(X), die in bezug auf O
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symmetrisch liegen. Die Bezeichnung kann eindeutig gemacht werden, indem
man etwa fir 4 Q(X) den Punkt mit positivem ¢ nimmt.

Aus Lemma 1 ergibt sich nun, dall man eine geniigend grofe natiirliche
Zahl N und dazu N Punkte

= (Xp1, Yoy o or Xp) (h=1,2,...,N)

derart auswihlen kann, dal die folgenden Forderungen erfiillt sind:

(1) Die n N Koordinaten x,, der Punkte X, sind verschiedene Elemente
der Menge M; sie sind daher algebraisch unabhingig iiber dem rationalen
Zahlkérper.

(2) Jeder Punkt von /" hat eine Entfernung kleiner als 0 von wenigstens
einem dev 2N Punkte

Q= + QX)) wund — Q= — Q(X,) (h=1,2,...,N)
auf 12,
Es bedeute jetzt X die Menge aller Punkte X der Kugel G,, die nicht von
der Form

’

X = +171Q, mit <t<r (h=1,2,...,N)

sind; 2 entsteht also aus G, indem man 2N Strecken der Linge » — 1 fortlaf3t.
Natiirlich ist 2" kein Sternkérper; es ist jedoch ein Strahlenkdrper. Denn
wenn X zu X gehort, so gilt dasselbe fiir alle Punkte s X mit —1 <<s< - 1.
Die Kugel G, ist fiir ¢ <21, aber nicht fiir o> 1 in X" enthalten, und 2’ liegt
seinerseits in G,.

3. Lemma 2. Es gibt eine Zahl ¢, > 0, die nur von n abhdngt, so dafs

,'(1\:) < ¢y Ill?lX('l, (jrn 71)

fiir jeden in X enthaltenen konvexen Kirper K ist.

= -

Bewels. Sei X, ein Punkt von A, fiir den [X,| = & >0 ein Maximum ist,
Im Falle &< 2 gilt die Ungleichung

V(K) < V(G,),
dialsdann KCG, 1st. Sei von nun an

£2
E>2.

IXine Rotation des Koordinatensystems hat keinen EinfluB auf die Behaup-
tung. Wir diirfen daher ohne Verlust der Allgemeinheit annehmen, dafl X
die Koordinaten

Xo=(0,0,...,8
hat.

) Zwei Punkte X und Y in R, haben die Entfernung [ X — V.
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Weiter bedeute K den Durchschnitt von K mit der Koordinatenebene
x,—0; Kist also ein (n — 1)-dimensionaler konvexer Korper. Es gibt einen
Punkt

E = (EI) 52: s Sf:nw] ’ O)

auf der Begrenzung von K mit kleinster Entfernung
d=|Z|>0

von Q. Die (n— 1)-dimensionale Kugel

in der Ebene x, -0 ist daher in K und so auch in K enthalten.

Wir konstruieren nun zwei Doppelkegel @ und ¢ mit den Spitzen 4 X
und — X, bzw. iiber der Basis K und der Basis ». Diese zwei Korper @
und ¢ sind wieder symmetrisch in bezug auf O und konvex, und es ist offenbar
pCP K.

Wie schon erwiihnt, ist G nicht in K, also auch nicht in ¢ enthalten. Da
nun O innerhalb, X, aber auBerhalb von G liegt, so enthilt der Durchschnitt
von ¢ mit dem Teil von I”, der im Halbraum x, = 0 liegt, eine groBte Kugel-
kappe P mit Mittelpunkt im Punkte X*=(0, 0, ..., 0, 1). Diese Kugelkappe P
besteht aus allen Punkten X = (x;, %y, ..., x,) auf " mit der Eigenschaft

dabei bedeutet 7 eine gewisse Zahl mit 0 <5< 1. Daher kann 7° auch als
die Menge aller Punkte X auf /7 mit
X xe = 20— )

aufgefaB3t werden. Andererseits liegt X* von wenigstens einem der Punkte

gehéren.  Daher mufl
r / R (32
f2(t—mn <o, d.h. =1 )
sein.

Indem wir nun den Rand von P von dem Punkte X, aus auf die Ebene x,
projizieren, erhalten wir die Proportion

d:|t—nr=E& (§—n).
Hier ist
11— < l"/l - ('l Jh‘) <o und E>2, y=1, E—n> L

und daher schlie3lich
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In den beiden Punkten = und —Z bringen wir nun ein Paar paralleler
Stiitzebenen von K an. Diese Stiitzebenen begrenzen cinen Parallelstreifen
der Dicke
----- E)| = 2d < 49,

in welchem A enthalten ist. Da andrerseits /X auch cine Teilmenge der Kugel
G, ist, so liegt K vollstindig in einem Zylinder der Héhe 44 und mit einem
Querschnitt vom (# — 1)-dimensionalen Inhalt

—~1.
Cu?" T

¢, bezeichnet hier den Inhalt der (- 1)-dimensionalen Einheitskugel. Also
ergibt sich die Abschidtzung
V(K) << 40 -cyrt
und damit die Behauptung, falls
¢, = max (V(G,), 4¢,)
gewihlt wird.

4. Sei /A ein beliebiges X-zuldssiges n-dimensionales Gitter. Eine gewisse
(moglicherweise verschwindende) Anzahl von primitiven Punkten dieses
Gitters3) liegt im Innern von G,; seien das genau die Punkte =Y, FY,,
T Y, Die Vorzeichen lassen sich so wihlen, dall es zu jedem dieser
Gitterpunkte Y, einen eindeutig bestimmten Index 7 =7 (h) gibt, derart daB3

Y,=s5,0; und 1<s,<7

ist; denn Punkte nicht von dieser Form im Innern von G, liegen auch im
Innern von X. Verschiedenen Punkten Y, und Y, kann offenbar nicht der-
selbe Index 7 entsprechen. Es laBt sich daher die Bezeichnung ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit so umindern, dall gerade

Y, =50, und 1=s,<7 (h=1,2,...,p)
ist. Nach der Definition von (@, lilt sich alsdann Y, auch in der Form
(‘) Yh::th’Xk (h:~"'1,2,...,f))

darstellen, wo jetzt ¢, ¢4,, ..., Ly gewisse von Null verschiedene reelle Zahlen
sind.
5. Von den p Gitterpunkten Y}, Y,, ..., Y, seien genau ¢ linear unab-

hingig, etwa die Punkte Y, Y,, ..., Yq; dabei ist natiirlich

g<-min(n, N, p).

3) YEA heiBt primitiv, falls Y40 ist und es keinen Gitterpunkt der Form ¢Y mit
0<<t<1 gibt.
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Falls ¢ << p ist, lassen sich die p —g¢ iibrigen Punkte Y, gi1s Ypia, ..., Y, durch
diese Basis in der Form

Y= A Yoy Yo b oo ]‘hqy:] (h=qg+1,9+2,.., ?)
ausdriicken.  Dabei sind die Koeffizienten 1,, gewisse rationale Zahlen, und
wegen ¥, ==0 sind 4y, Ay, .., 4, fiir keinen Index % alle gleichzeitig Null.

Aus (3) folgen nun die dquivalenten Bezichungen
Xy = Dy Xyt Ayaly Xy - - Aot X, (h=g+1,qg+2...9).
Nachdem hier die Koordinaten
‘Yh - (xhlr Xhgsoons X’hn)
eingesctzt worden sind, erhalten wir daher das System von 7 (p —q) homo-

genen linearen Gleichungen

(4)  tx = Aty Xpp ot Apaty Xy + -+ thtq Xok

fiir die p GroBlen ¢,==0.
Lemma 3. Es ist entweder q=p oder qg=p—1.

Beweis.  Sei die Behauptung falsch und daher ¢<p—2, so daB die
GIn. (4) wenigstens fiir 2==g¢--1 und h=g¢ -2 erfiillt sind. Keiner der hier
auftretenden Koeffizienten

g (h=q+1,94+2;k=1,2,... 0
kann gleich Null sein. Denn sei etwa 1 <<y < n und
R I e U L L PR R
Die v4-1 aus (4) entspringenden Gleichungen
tys1Xgin = Agpa i Xup+ gy alaXop + o0 Ayt ¥y (R=1,2,... v 1)

fir die nicht-verschwindenden Zahlen Lt
Determinante

2y - b, £,y verlangen, daf3 ihre

1% 11,00 Agin1 ks Apita Koo o Aty Morlict e vt

gleich Null ist. Aber dann sind, gegen die Voraussetzung, nicht alle #N
Koordinaten x,, algebraisch unabhingig iiber dem rationalen Kérper.

Fiir die Werte = q -1 und 2 =g+ 2 erhalten wir also aus (4) ein System
von 2z homogenen linearen Gleichungen fiir die ¢ -2 GroBen 4, £,, ..., Litos
die wieder alle von Null verschieden sind. Wegen n> 2 und ¢ < # ist jedoch
2n=g+2. Die Koeffizientenmatrix hat daher héchstens den Rang g1,
und es ergibt sich erneut der Widerspruch, daf3 die in ihr auftretenden Ko-
ordinaten x,, einer nicht-trivialen algebraischen Gleichung mit rationalen
Koeffizienten gentigen.
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6. Lemma 4. Es gibt eine nur von n abhingige Konstante c; > 0, derart, dafs
A(X) = egrn

Beweis. Nach dem letzten Hilfssatz kann, von einem Proportionalitiits-
taktor abgeschen, hochstens eine Gleichung

Zp y;z “+ %y yl + ‘K[Y; =0

mit von Null verschiedenen rationalen Koeffizienten gelten: dabei sind 4, &,
irgend dret verschiedene der Indizes 1, 2, ..., . Demnach ist fiir 2==% immer
nur hochstens einer der beiden Gitterpunkte Y, 4 Y, und Y, —Y, zu cinem
weiteren Gitterpunkt Y proportional. Nach der Definition dieser Punkte
bedeutet dies, daB hochstens einer der beiden Punkte Y, Y, und Y, Y,
im Innern von G, liegen kann. Anders ausgedriickt, es mull wenigstens ecine
der beiden Ungleichungen

Y, + Y, |=r oder |Y,—Y|=r
gelten.
Sei jetzt etwa
| Y}] == min (

Y

Yl YD)
Iis folgt dann fir 2==2,3, ..., p, daB}

reMEY[ =Y+ =20nl (b=

Bedeute jetzt I das Rotationsellipsoid in R, mit einer Halbachse der
Linge 1 in der Richtung OY,, und mit #» —1 Halbachsen der Linge 7/2 in
Richtungen senkrecht zu OE;. Das Innere von E enthilt dann keinen der
Punkte Y}, Y,, ..., Y, und folglich iiberhaupt keinen von O verschiedenen
Punkt von A; d.h., A ist E-zulissig. Es ist also

d(A) = A(E),
und da dies fiir jedes X-zulissige Gitter gilt, so ist auch
A(X) = A(E).
Das Ellipsoid E hat den Inhalt

n—1

V(E) = ¢4 1 (;) ’

wobel ¢y =V (G) gesetzt wurde. Nach MINKOWSKIs Gitterpunktssatz ist
andrerseits

AME) =z 27" V(E) = ¢y 273 Dyn1,
Also erhalten wir die Ungleichung
M)z g2 Brlyn—t

und damit die Behauptung, falls ¢y =¢,27®"~ 1 gesetzt wird.
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7. Aus Lemma 2 und 4 ergibt sich nun fiir jeden in 2" enthaltenen kon-
vexen Korper K, dal3
VI(K) c;max (1, 04" oy . (n—1) §
o amax = tmax(r )
Ax) T cyrh Cy ( 9)
ist. Geniigen also ¢ und # den Bedingungen
o § - £ [ yn—1) &
3 T2 C3 X
so folgt die Ungleichung
(5) V(K) < £ A).

Iis ist jetzt zweckmiBig, X durch einen neuen Strahlenkérper X* zu
ersetzen: man erhilt diesen, indem man zu X die 2N Punkte = Oy, TF (s,
T Qy hinzufiigt. Ein X-zulissiges Gitter ist offenbar auch 2*-zuldssig,
und umgekehrt; darum gilt

eey

A(Z*) = A().

Ist ferner K* irgendein X* einbeschriebener konvexer Korper und liegt ein
zweiter konvexer Korper K ganz im Innern von K*, so ist K auch im Innern
von X enthalten. Es folgt daher leicht, daBl die Ungleichung (5) bestehen-
bleibt, falls in ihr X durch 2* ersetzt wird. Also erfiillt 2* die Forderung (a)
der Einleitung.

8. Sei o> 0 eine sehr kleine Zahl, und bedeute T}, dic Menge aller Punkte X
der Form

X=s50,+(—10cY, wos>1und |YV]<1

ist; T, stellt also einen offenen Kegel mit der Spitze @, dar. Weiter sei —1T,
die zu T, in bezug auf O symmetrische Menge. Endlich bezeichne S, die
Menge, welche aus allen Punkten X der Form

[ X|<r, X¢FT, fir h=12...N

besteht. Offenbar ist S, eine abgeschlossene Menge und ein Sternkdrper.

Aus der Definition ergibt sich sofort, daB S,C2* und fiir ¢ <7 auch
S,2S, ist. Dies zieht fiir die Gitterdeterminante die Ungleichungen

AS)=AS)<AE*¥ fir 0<o<7

nach sich. Wenn also ¢ gegen Null strebt, so wichst 4(S,) monoton gegen
einen Grenzwert, der nicht grofer als A(X*) sein kann.
In der Tat ist sogar
lir?OA(So) = A(X*).
Denn fiir jede natiirliche Zahl & kénnen wir ein Syj-zulissiges Gitter A, so
auswithlen, daf}
1

d(A) < A(Sy) + I
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ist. Die Gitterfolge 1A4,, Ay, Ay, ...} ist offenbar beschrinkt, enthilt also
eine konvergente Teilfolge {A,, A, , A, , ...}, die etwa gegen das Gitter /1,
strebt. Dieses Gitter A, ist nun 2*-zulidssig. Denn andernfalls gibt es in
X% cinen inneren Punkt Z,==0 nit Z,<.1,. Alsdann besitzt /A, fiir alle ge-
niigend groBen ¢ einen Punkt in einer festen, beliebig kleinen Umgebung
von Z,. Dieser Punkt ist offenbar ein innerer, von O verschiedener Punkt
von Sy, so daB sich ein Widerspruch ergibt.

Da somit 1(S,) gegen A(2*) strebt, so gibt es einen Wert o = g, derart, dall
1(S,,) < 5 A(X%)

ist. Der Sternkdrper S-S, erfiillt also die in der Einleitung gestellte Be-
dingung (b).
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