Perfect systems
by
K. Mahler (Canberra)

During the years of 1984-5, while working as a refugee from
Germany at the University of Groningen (Netherlands), I wrote
a longish paper on the formal approximation theory of analytic
functions by rational functions. Both then and in later years, I
have repeatedly and in different places lectured on the results
of this paper, but for one reason or the other the paper so far has
not been published.

In recent years, H. Jager (1964) and J. Coates (1966), to whom
I had given access to my paper, extended my results in different
directions and obtained interesting results of their own. Neither
of them dealt in detail with the later sections of my paper which
are concerned with the transfer matrices P and PB. Since these
matrices seem to me to be of importance, both for theoretical
reasons and for possible use in numerical work, I have now decided
to publish the paper, but to leave it in its original German form
without any essential changes.

My work goes back to three basic papers by Hermite (1873a,
1878b, and 1898) which deal with the best possible formal rational
approximations of exponential functions. The problem I consider
deals with general analytic functions, and in a slightly specialised
form ecan be stated as follows.

Let m = 2, and let /,(z), . . ., /..(z) be m analytic functions that
are regular in a neighbourhood of the point z = 0 and do not all
vanish at this point. Let p,, ..., p,, be any m non-negative in-
tegers of the sum ¢ = p;+ ... +p,,. Then there exist, firstly,
m polynomials

(1) @ (2) = (2| pys o pm) (B=1,2,...,m)

at most of the degrees p,—1,.. ., p,,—1, respectively, which do
not all vanish identically and have the property that

(2) 7(3) = (2 | p1» - -+ pm) zéak(z)mz)
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vanishes at z = 0 at least to the order ¢—1. Secondly, there also
exist m polynomials

(3) 0 (2) = 0,(2 | 1>« os Pm) k=1,2,...,m)

at most of the degrees o—p,, ..., 6—p,, respectively, which
likewise do not all vanish identically and for which all the func-

tions

(4) Lal®) = 0a(2 ] prs + + s Pm) = Q(2)fi(2) —0,(2)f ()
k,1=1,2,...,m)

have zeros at least of order 041 at z = 0.

We now say that the m functions f,(z), . . ., f,.(z) form a perfect
system if, for every choice of the parameters p,, ..., p,,, each of
the polynomials a,(z) can only have the exact degree p,—1. As
is proved in this paper, this implies analogous properties for the
polynomials a,(z), and many other non-obvious properties of the
functions (1), (2), (8), and (4).

The simplest example of a perfect system is given by the m
functions

e, , . ., e’n*, where w, # w, for k £ 1.

This is the system of functions studied by Hermite, and it was
essentially their property of perfectness which allowed his classical
proof of the transcendency of e. In a paper of many years later
(Mahler 1982) I applied the perfectness of this system to the study
of the rational and algebraic approximations of algebraic powers
of e.

Another example of a perfect system is given by

(L+=2), ..., (142)%n, where w,—w, # integer for k #1

(Mahler 1981). Further examples have recently been obtained
by Jager and Coates in the papers quoted above.

In the case of perfect systems, each of the two sets of poly-
nomials a,(z) and a,(z) is determined uniquely up to a common
constant factor which is at our disposal. Of particular interest is
now the question how these polynomials depend on the para-
meters p;, ..., p,. One possible way of studying this question
is as follows.

Denote by (p)n w1 s,...., m 80 mXm matrix of non-negative
integers p,;,. With this matrix of integers one can then form the
two matrices of polynomials
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(ak(zfpnl» vees Pkm))h,k:zl, 2...,m and (ak(zIPhl» o e ey phm))h,k=l,2,...,m

which are obtained by allowing the parameters py, - . ., p,, t0 run
successively over the m rows of (p,,). In this paper, one chooses

. {Pk i-f h # k,
Pre =\ pet-1 if b =k,
for the polynomials (1), and

. Pr if h # k’
P = {p,c~1 if b=k

for the polynomials (8), respectively. The resulting polynomial
matrices, denoted by

A(z]pys -+ o py) and U(z [ P1s v o5 Pm)s

can be normed so as to have determinants equal to z” and z("-17,
respectively, and then further

(5) A prs oo p)W (] p1s - s pr) = 3°E,

where E is the unit matrix, and the dash denotes the transposed

matrix.
Let now py, . . ., p,, be a second system of parameters satisfying

m m ,
o=23p =0 =3 p.
%=1 k=1

It can then be proved that all the elements of the two matrix
quotients

P(z

14 ?
Pis e« s P . , .
PP Al PG s )

Pis» s P
and
pl ...p ’ _
%(3 P ,m):%(zipl,...,p,'n)ﬁl(z{pl,...,pm)1
Pi> + s Pn

are again polynomials.
Of particular interest is the case when p; = p,+1 for all k,
for now it is found that

p (z p1+1L, ..y ppt1

P1s~ v Pm
where P(py, ..., p,,) is a certain constant matrix depending on
the parameters p,, . .., p,,, which has the determinant z™. Thus,

) =B+ PG1s - p)
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on putting p, = ... = p,, = p say, this suggests the following
construction.

Denote by P,, P,, P, ... an infinite sequence of constant
m X m matrices such that, for every suffix p, the determinant of
sE+ P, is equal to 2™, and put

(6) A(z]p)=(RE+P,)RE+P, ))... GE+P,) (p=1,23,...).

The matrix A(z | p) is non-singular. One can now put the question
whether there exists a perfect system f,(z), . . ., f,.(2) such that

A@lp, .. up)=A{|p) (»p=128,...)?

If this conjecture should prove to be correct, the sequence (6)
would lead to the construction of perfect systems by means of a
simple algorithm.

My paper raises other questions, in particular that of gener-

alising the notion of perfect system. I shall mention only one of
the possible generalisations which seems to be of particular
interest.
- Let £1(z), . . ., f.(2) be again functions that are regular in a
neighbourhood of 2 = 0. These functions need not now form a
perfect system, but they are assumed to have the following
weaker property.

There exists a positive constant integer ¢ such that, for every set
of m non-negative integers p,, . . ., p,, and for every set of m poly-
nomzials a,(z), . . ., a,(z) that do not all vanish identically and have
at most the degrees p,—1, . . ., p,,—1, respectively, the function

r(z) = 3 ay(a)fu(z)

k=]
vanishes at the point z = 0 at most to the order p,+ . .. +p,+c.

If this condition is satisfied, f,(z), ..., f.(z) will be said to
form a near-perfect system. Such near-perfect systems seem to be
of importance in analysis, as the following example shows.

It is implicit in work by A. G. Shidlovski (1959 and 1962) that,
if f1(2)s - . fu(2) are regular in a neighbourhood of z = 0, are
linearly independent over the field of rational functions, and if,
further, they satisfy a system of homogeneous linear differential
equations

fi(z) =§ @fs)  (h=1,2,...m),

where the coefficients q,,(z) are rational functions, then f,(z), . . .,f,.(2)
form a near-perfect system.
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The proofs of this paper make it evident that there holds for
near-perfect systems a theory which is very similar to that for
perfect systems. The main difference in the definition of the
polynomial matrices A(2|py,y ... ppm) and (2| py, -« o Pm) 18
now expressed in a different choice of the parameter matrices
(par)- One would take for the A-matrix

(e for k£,
”""‘“{pk-;—c for h = k,

and for the A-matrix,
. {pk for h #k,
Pre =\ pe—C for h = k.

Here C denotes a sufficiently large positive integer which does
not depend on the parameters p,, ..., p,,- With this choice of
(Pre), the new polynomial matrices A(z]pg, ... pn) and
Az | p1» -« pm) Temain non-singular; but their determinants
become now powers of z multiplied by polynomials of bounded
degrees. Similarly, the elements of the matrices P and § are
now rational functions with denominators of bounded degrees.

Vollkommene Systeme
1.

1.) Sei G ein Gebiet in der z-Ebene und
zl, zz, 23, . e

eine unendliche Folge von gleichen oder verschiedenen Punkten
in diesem Gebiet, ferner zur Abkiirzung

A
pol3) =1, wa(x)=T[(—=,) (A=1,23...).
p=l

Eine in G regulire Funktion f(z) heisse von der Ordnung 2, wenn
wohl die Funktion
1(z)
va(z)
noch in G regulér ist, nicht aber mehr die Funktion
1(z)
Paa(?)
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Dafiir werde in Zeichen
[/=)] = 4

geschrieben.
Entsprechend werde der genaue Grad eines Polynoms a(z) mit

£

bezeichnet und, wenn dieses Polynom identisch verschwindet,
gleich —1 gesetzt.

2.) Seien im Folgenden 1)
Il(z)5 fz(z)’ e fm(Z) (m g 2)

endlich viele Funktionen, die in G regulir sind und die in keinem
der unendlich vielen Punkte

Rys By Bgy o s
alle gleichzeitig verschwinden. Ferner seien

Pis Pas «+ s Pm

m beliebige nicht-negative ganze Zahlen, etwa mit der Summe

m
o= 2 pi
kel
Wir bezeichnen mit
(2 | P15 Pas - + o5 Pm) (k=1,2,...,m)

irgend ein System von m Polynomen, die nicht alle identisch
verschwinden und zusammen mit der Funktion

m
T(2 | P1s Pas + + r Pn) = 2 (2| P1s Pas + « o5 P )fi(2)

Ree=]

den Ungleichungen

Gl pe ] Sp—1 (=12, m),

7’(2',01, Pas -+ "Pm) = o—1

geniigen. Es gibt immer solche Systeme. Denn die Polynome be-
sitzen zusammen o Koeffizienten, und diese sollen offenbar o—1
homogenen linearen Gleichungen geniigen; ein solches Gleichungs-
system ist aber immer lésbar, ohne dass alle Unbekannte ver-
schwinden. )

1 Der Fall m = 1 ist uninteressant.



[71 Perfect systems 101

Weiter bezeichnen wir mit
(%P1 pos o) (h=1,2,...m)

irgend ein System von m Polynomen, die nicht alle identisch ver-
schwinden und zusammen mit den Funktionen

L2 | Prs Pas - v s Prm) =
=0,(2 | p1s P25 - - - P )f2(2)—0,(2]p1;s P25 « -+ o5 pu)fi(R)
(k,1=1,2,...,m)
den Bedingungen

ak(z i Pis P2, .« 4.y pm) g U““Pk (k = 1, 2, " ey m)
rkl(Z{Pl, P2, ) Pm) g G"l“l (k, l - 1, 2, » e oay m)

geniigen. Auch solche Systeme gibt es immer. Denn offenbar be-
sitzen die Polynome zusammen (m—1)(o-+1)-+1 Koeffizienten.
Andrerseits bestehen die Identititen

rkk(z ' Pis Pos <« « pm) =0 (k == 1, 2, ..oy m),
L2 P15 Pas -« oo P)F T2 | P15 Pas o - s p) =0
(k,1=1,2,... m),
1)tz | pys P2s + « o Pm)+fk(z)rlj(z | P1s P2s - « o5 Pm) +

+ £1R)ta(2 | p1s pos - - s pm) =0
(j’k,l:_"‘ 1,2,...,?7&).

Bestehe jetzt die Zerlegung
.
Vo4a(2) = J] (z—2#),
#=1
und zwar seien
2,2, ...,

die simtlichen verschiedenen unter den Zahlen

21, 2{2, s on ey ZU_H
und
81-8z5 4 &,

die Anzahlen jhres Auftretens. Dann muss z.B. bei 3 = 3t jede
der Funktionen

I'M(Z l pl’ Pz, . e oay pm) (k, l == 1, 2, » . ey m)

mindestens von der Ordnung g, verschwinden. Nach Voraus-
setzung ist aber mindestens eine der Funktionen

11(2); fal2), « - oy fra(2)
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an dieser Stelle von Null verschieden, etwa die Funktion
1:(z).
Also ergibt sich aus den letzten Identititen, dass alle Funktionen
(2] P1s P2s « + o5 Prm) (k,1=1,2,...,m)
bei z = z'* von selbst mindestens von der Ordnung g, ver-
schwinden, wenn man dies auch nur von den Funktionen
L2 | p1s pas o s Pm) (B=1,2,...,m, k+#7)
verlangt. Dazu miissen aber die Koeffizienten der Polynome
ak(z ' Pi1s P2’ .« ey pm) (k — 1, 2, o oey m)

offenbar héchstens (m—1)g, unabhéngigen homogenen linearen
Gleichungen geniigen. Beriicksichtigt man die simtlichen Nullstel-
len von 9, ,,(2), so kommt man demnach auf héchstens (m—1)x
X (g1+8+ ... +g,) = (m—1)(c+1) unabhingige homogene li-
neare Gleichungen fiir die (m—1)(c+1)-+1 Koeffizienten dieser
Polynome; ein solches Gleichungssystem ist aber immer lésbar,
ohne dass alle Unbekannte verschwinden.

8.) Im Folgenden werden haufig Summen der Gestalt
e(z

auftreten. Dabei durchlaufe a,(2) und a,(2) je ein System von m
solchen Polynomen, dass zusammen mit den Funktionen

7179+« rms) _ % ()0, (%)

Tty...10,8 k=1

) = 3 alfu(a),

Ua(?) = ,(3)fe(2) —w()u(2) (k,I=1,2,...,m)
die Ungleichungen

lak(z)l S r—1 (k=1,2,...,m),

0] 2o

bzw. die Ungleichungen

[a.(2)] < 8—1, (k=12 ..., m),
[ta(z)] = 8+1 (k,1=1,2,...,m)

bestehen. Also gelten fiir j = 1, 2, . . ., m die Identitéiten
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Tirg .o 7,8
,1,...1,8

) = r(2)ay(2) +§ 0,(2)1(2).

1,(z)e (z
Offenbar ist erstens

(:

Ferner sind in den letzten Identititen die rechten Seiten minde-
stens von der Ordnung

Ty ... rms)
k=12, ..., m

fty .. t8) | S (1) (En).

min(s—1, 3-+1);

von mindestens dieser Ordnung miissen demnach auch die linken
Seiten

TiTs o o TS )
rlrz.,.tmé) g

fie)e (=
sein. Nach Voraussetzung verschwinden aber die Funktionen

fl(z)’ f2(z)3 v v oey fm(z)
in keinem_ der Punkte
215 Bas Bgs v o o

alle gleichzeitig. Folglich gilt zweitens auch

(-

Damit ist Grad und Ordnung dieses Polynoms e(z) abgeschatzt.

T1Tg -+ rms)

= mi —1, 8+41).
Tlp...7,8 = min (¢ +1)

II.

4.) Im Folgenden sollen nur noch vollkommene Funktions-
systeme

fa(2) k=1,2,...,m)

betrachtet werden. Diese sind durch folgende zwei Eigenschaften

definiert:
a: In keinem der Punkte

Rys oy Bgy o o o
verschwinden alle Funktionen

fl(z)3 fz(z), AL ] fm(z)
gleichzeitig.
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b: Fiir jedes System der m Parameter
P1s P25 <« s Pm
soll es unter den Polynomsystemen
(2| p1s Pas v+ o5 Pm) k=1,2,...,m)

mindestens eins geben, das den Bedingungen

,ak(z L P1s P2y o s Pm)l =p—1 (k=1,2...,m)
geniigt,

5.) Aus den Polynomsystemen
(2 | p1s Pas -+ s Pm) (k=1,2,...,m)

mit dieser Eigenschaft b werde fiir die Zukunft zu jedem System
natiirlicher Zahlen

P1s P25+ o5 Py

ein fiir allemal ein festes, im Uebrigen beliebiges System heraus-
gegriffen und mit

Azl pis pas - mwpm)  (E=1,2,...,m)

bezeichnet; ferner sei

R(z | P1s Pas « + o5 Py) = Z Ax(2 ] p1s Pas + + o P )f5(2)-

k=1

Dann gelten also die Relationen

IAk(z | P1s P25 -+ Pm), =p—1 (k=12,...,m),
‘ R(2 ] pys Pas -+« pm)! = o—1.

Weiter moge der Koeffizient der (p,—1)-ten Potenz von z des
Polynoms

Ak(z [ P1s P2y » « o Pm)
fiirk=1,2,... m mit
Awlp1s P2s « + 5 P)

bezeichnet werden; wegen b verschwindet er nicht.
Es ist zweckmdssig, neben dem Parametersystem

P1s P> >+ s Pm

gleichzeitig die Parametersysteme
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P1+01s PatOigs e o vy ptOhm (B=1,2,...,m)
zu betrachten; dabei sei wie tiblich

1 fir b =k,

Oy =
hE {o fiir h # k.

Zum Zweck einer Normierung setzen wir

A(zipy+65, PatOnzs + « o3 Pt Onm)
Ah(P1+6h1’ P2t0azs - - o Pm+5hm)
(h, ek =1,2,...,m),
R(x]py40pys pat-0sgs - - o Pt Onm)
Ah(Pl+5h1’ P2t0nas « + oy PmtOpm)
(hz1,2,...,m),
Ak(Pl+6h1’ Pz“f‘éhz' ) pm+ahm)

A yer o Pm) =
we(P1 P2 Pm) Anlpr+051s PatOags + o o5 PratOnm)
(h,k=1,2,...,m),

Ahk(zlpl Pas » « o Pm)':

Ry(z1p1pzs e vr P)=

so dass also

Ry(21p, pase-vspm) = 3 Ap(zlprs pasoeopnlfilz) (R=1,2,...,m),

kel

Apilp1s Pas -+ pm) =1 (h=1,2,...,m)

ist. Unter 4(2|py» p2s - - - pn) verstehen wir die Matrix

A(2|p1s Pas « + o Pm) =

A11(2]P1s Pas + o s Pun)s A12(B1P15 Pas -+ s P )s + « oo A1 (Z]P1s P2s « - s Pm)
A21(zlP1’ ffz’ aes Pm)s Azz(zlplr {’2& R Pm)a voey Azm(z“’l’ Fiz: “sey Pm)

Ap1(21p1spas e e os Pm)s Ama(R1P1s P2s v e s Pm)s - o5 Amm(Z1P1s P2 - o3 Pm)

und unter D(z]p;, pa, - - +» Pm) deren Determinante

D(z‘Plﬁ P2s « + o Pm) = !A(zlpl’ Pas -« o Pl

6.) Diese Determinante ldsst sich unschwer bestimmen. Ihr allge-
meines Element
An(Z(p1s P2y -+ o5 Pm)

ist nach Potenzen von z entwickelt gleich

Ane(z|p1> pas o« o pm) =
= A:(P1s Pas - - +» pm)2P¥+»=1 plus niedrigeren Potenzen von z;

es sind demnach die Diagonalelemente jeweils von hoherem Grad
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als die anderen Elemente derselben Spalte; ferner ist nach 5.) ihr
hochster Koeffizient gleich Eins. Somit besteht eine Entwicklung

D(z | pys pgs + + s pm) = 2% plus niedrigeren Potenzen von z.

Diese niedrigeren Potenzen lassen sich auch bestimmen, indem
man die Ordnung der Determinante abschitzt. Bedeute

A5(z)
die Unterdeterminante des Elementes
Ahk(z | Pis Pas » - Pm)

in der Determinante D(z | p;, ps, - - -, ps); €S ist also

;;gi‘ (=1 A5(2]p1 P2y« « s Pm)dni(2) = 80 D(z]py1, P2s - - o5 Pm)
(b, 1=1,2,...,m)
Folglich lassen sich die Gleichungen

Ry(z | p1s Pas + » s Pm) = kZIAhk(z | P1s Pas + =+ Pw)fe(R)
(h=1,2,...,m)
nach den Funktionen

11(2); f5(2)s -« o5 [u(2)

aufldsen, und man erhalt

D(z| p1s pas + -+ +» pulfi(3) = gl(-l)'*“A,,,(z)R,,(z | P1s P2s =+ s Pum)
l=12,...,m)

Hier besitzen alle Summanden der rechten Seite mindestens die
Ordnung o; von mindestens dieser Ordnung miissen also auch
die linken Seiten

D(z|p1spas+eopulfi(z) (I=1,2,...,m)
sein, Nach Voraussetzung a verschwinden aber die Funktionen
11(2)s fo(2)s « + o5 (%)
in keinem der Punkte
Rys Bgs Bz « -

alle gleichzeitig. Demnach muss die Determinante D(z|p, pg - - + )
selbst mindestens von der Ordnung ¢ und somit teilbar durch das
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Polynom v, (z) vom Grad ¢ sein. Da ihr Grad auch nicht grosser
und ihr hoéchster Koeffizient nach oben gleich Eins ist, so folgt
also schliesslich die Gleichung

D(z ] p1s pas + + s Pm) = 95 (2)-

Die Determinante verschwindet somit nicht identisch und besitzt
Nullstellen allein in der vorgegebenen Folge

Rys Bzs Bgs « v o
7.) Fiir vollkommene Funktionssysteme kann jetzt der fol-

gende Satz bewiesen werden:
Erster Eindeutigkeitssatz: Sei

(2] p1s P2y - v vy Pm) k=12,...,m)

ein System von m Polynomen, die nicht alle identisch verschwinden
und die zusammen mit den Funktionen

a2 | Prs Pos o v o Po) =

= 0,(2 | P1> P25 - + o> P )fe(2)—0(2 | p1s Pas « « oy P )fu(2)
kl=1,2,...,m)

den Ungleichungen

Iak(z!plﬁ Pz""’pm)l éﬂ'_Pk (k:l, 2"":m)’
,rk,(z}pl, Pas « « o pm)l =2o0+1 (k1=1,2,...,m)

geniigen. Dann gelten folgende drei Behauptungen:
a: Jedes Polynomsystem mit deselben Eigenschaften wie das Sy-
stem
ak(z’f)hpz”"’ Pm) (k=12,...,m)

geht aus diesem durch gliedweise Multiplikation mit derselben nicht-
verschwindenden Konstanten hervor.
b: Es bestehen die samilichen Gleichungen

lak(zipla Pz""’Pm), =o0—p, (k=12,...,m).
¢: Mindestens eine der Funktionen
Tl | p1s P2s -+ s Pm) (k,1=1,2,...,m)
ist genau von der Ordnung o--1.

8.) Der Beweis erfordert mehrere Schritte. Zunichst werde
gezeigt, dass Behauptung a aus Behauptung b folgt.
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Gibt es namlich neben dem System
(% | p1s P25« « s Pm) (k=1,2...,m)
noch ein zweites
0x (2 | p1s Pas « « +» Prm) (k=1,2,...,m),

das denselben Voraussetzungen geniigt, so kann man zwei Kon-
stante « und o* bestimmen, die nicht beide verschwinden, so dass

das Polynom
%0y(2 | p1y Pas - - » Pm)F0*AT (2 | p1s P2y -+ o5 Pm)
nur noch héchstens vom Grad o—p;—1 ist. Das System der

neuen Polynome

05 (2 | prs Pas + + v Pm) =
= ai(2 | p1> P2s + + o Pm)‘}‘a*a;:(z [ P1s Pas v v sPm)
(k=1,2,...,m)

und der daraus abgeleiteten Funktionen
T (3] p1s Pas « v s Pm) =

== a;k*(z | P1s P2s -« o Pm)fk(z)’“a:*(z P1s Pas - o o Pm)fl(z)
(ky1=1,2,...,m)

geniigt dann den Ungleichungen

!a;:* (‘z t Pl’ Pas s o sy Pm)l :§ G"“Pk"_élk (k == 1, 2, "o ey m),
[02* (2] p1s pas - - 5 p)| Z 01 (k,1=1,2,...m)

Das ist nach Behauptung b nur dann mdéglich, wenn alle Funk-
tionen des neuen Systems identisch verschwinden, und das sollte
gezeigt werden.

9.) Weiter kann man Behauptung b leicht aus den Ergebnissen
in 8.) ableiten. Wenn nicht alle Gleichungen

]ak(z | P1s P2y« v Pm)l =o0—p. (k=12,...,m)

erfiillt sind, so ist etwa

!al(z | P1s Pas e« s Pm)l = o—p;—L

Als dann ist die A-te der Summen

€a(z) =k§1Ahk(Z|P1+aus P2tSzs o s PO )0x(2] P15 P2y -+ o1 P)
(h=1,2,...,m)
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gleich einem Ausdruck

e

mit den Parameterwerten

8§ =042, 7, = p,+0+. k=1,2,...,m),

T1s Ty o v o rms)
Ty 0ap v oo 08

g == g . rk == pk+6kl (k _ 1, 2, . oey m).
Man hat also
l@h(z)! gk 1n;ax ((Pk+6hk+5kz“1)+(0’“"Pk“‘6kz)) = o,

lc&h(z)l = min {041, 6-4+1) = o1

und somit miissen alle Polynome
€y(2), €a(z), . . ., €n(2)

identisch verschwinden. Das liefert m homogene lineare Gleich-
ungen mit der nicht identisch verschwindenden Determinante

D(3 | p1+651s pat0izs + o o pmt+01m) = Vor1(2)
fir die Funktionen
ﬁk(z l P1s Pas v+ o P,m) (k = 1, 2, .o ey m).

Diese miissen also alle identisch gleich Null sein, und es folgt die
Behauptung b.

10.) Die Behauptung c schliesslich ist wieder eine Folge aus Be-
hauptung b. Sind némlich alle Funktionen

L2 | P15 Pas o+ o5 Pin) (ky1=1,2,...,m)

mindestens von der Ordnung ¢+2, so kann man offenbar das
Polynomsystem

0,(2 | p1s P3s + + o> Pm) (k=12,...,m)
als ein ebensolches System mit den Parametern

P11 pas o v o Py

auffassen. Das liefert sofort einen Widerspruch zu Behauptung b.

11.) Entsprechend wie in 5.) werde jetzt aus den Polynom-
systemen
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0(2 | P1s P25 « o Pm) (k=12,...,m),

die zu den Parametern
Pi>P2s « » s P

gehoren, ein fiir allemal ein festes, im Uebrigen beliebiges her-
ausgegriffen und mit

QIk(z l P13 Pas 5 o Pm) (k =1,2,.. m)
bezeichnet; alsdann sei weiter

Rz ] p1s P25 v+ 0 P) =

= W (=] P15 Pas - - = P )fa(3)—U(2 | P15 P2s - - o5 P )fi(R)
(kyl=1,2,...,m).

Es gelten also die Relationen

(ka(z | P1s Pas + o o Pm)l = 0Py (k=12,...,m),
lmkl(zlpl, Pas <« Pm)l =o+1 (k1,=12,...,m).

Weiter moge der Koeffizient der (0—p,)-ten Potenz von z des
Polynoms
We(2 | p1s P2y -« o Pm)

firk=1,2,..., m mit

%a(Pl, Pas « » Pm)

bezeichnet werden. Es folgt aus dem ersten Eindeutigkeitssatz
sogleich, dass die Funktionen

W2 | 15 P2+« s Pm)s Rial® ] P15 P2y o v s Pm)
(k,1=1,2,...,m)

bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor eindeutig bestimmt
sind und dass alle Zahlen

Welp1s> P2s « - s Pm) (k=1,2,...,m)
nicht verschwinden, dass ferner mindestens eine der Funktionen
S%k,(z ' pl’ Pg, " e ey pm) (]f, l == 1, 2, o« b ey m)

genau von der Ordnung o1 ist.

12.) Neben dem Systems mit den Parametern

P15 P2y v ¢ s P
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betrachtet man zweckmissigerweise auch die Systeme mit den
Parametern

P1— 0415 Po—0nzs « + 1 PO (R =1,2,...,m).
Zum Zweck einer Normierung werde gesetzt:

) — A (2 [ P1—0h1> Pa—0nss « « +» Pu—Onm)
QIh(Pl—“ahl’ P2 0sas « « o Pm"“éhm)
(h,k=1,2,...,m),

Wi | p1> P2s « - s Pm

Rer(2 ] p1—=0n1> P2— 02> « + +» Pru—04m)

mh(Px"“shn Pz—‘ahzs O p'm'—ékm)
hykyl=1,2,... m),

mhkl(z ‘ P1> P25+ + Pm) ==

%(Pl“‘shl’ Pz““‘shzs re Pm*“ahm)

th(pl—'ahh Pz Onzs « « + Pm'—'ahm)
h,k=1,2,...,m),

mhk(l’l» Pos <+ o Pm) =

so dass also

Rora(z | P13 P2s + « o Pm) =
= W1 (3 | P1s Pas « + o» P )Ie(3) — Wi (2 | P15 Py - - o P )f1(z)
hy kyl=1,2,...,m),

Wn(prs p2s - - pm) =1 (A=1,2,...,m)
ist. Es sei A(2 ] p;, p3s - - +» pm) die Matrix

(2 | p1s P2s » + s Pr) =
W11(21P1s Pas + = s Pm)> Ui (RlP1s P2s - s Pm)s o o s Wy (R] P15 Pas « v o3 Pr)
a1 (2lp1s Pas -« s Pm)s Uaa(3]p1s P2 <+ Pm)s« - o5 Wam(2lP1s Pas -« o5 )

Wn1 (21 P15 P25 s Pm)> ma (Rl P15 Pas < o o5 Pn)s -+ os nn (31015 P25+« o2 P)
und D(2 | py, pgs « « +» pm) deren Determinante
D(z| p1s P2s v - s Pr) = [U( | 1> P25 + - o5 Pwi)l-
Der erste Eindeutigkeitssatz lehrt, dass die Matrix
A(z | P13 Pas « + +s Pm)
fiir jedes System der Parameter

P1y P2 -+ 3 Pm

vollstindig eindeutig bestimmt ist.
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18.) Auch die Determinante D(z | py, pys - « -» pm) ldsst sich leicht
bestimmen. Es ist
W1(2) s [1(2)U1a(2) 5 « - o F1(2) Up(2)
g)/[21§z) s F1(2)Ugp(2) 5« o s f1(3) %Ztn(z) .

-
.

fulz)"1D(z) =
Wpna (2), 11(2) Upig(®)s + + o> 11(3) Ly (2)

Subtrahiert man hier der Reihe nach von der zweiten, dritten, . . .,
m-ten Spalte die erste, multipliziert mit f,(), f5(2), . . ., fu(2), s0
kommt man wegen

Roer(2 ] P1s P2s -« s Pm) =
= Wpi(2 | p1s Pas « + o P )fa(2)— W (2 | P15 P25 - + - P )2(2)
h,kyl=1,2,...,m)

zu der Formel

Wi (2), Rypalz) 500 Rygml(z)
f1(z)" 1D (2) = %21:(2)’ S)({21:2(3) s - ER21:»;(3) .
Uy (2) Rmz(8)s - - +» Roprm(2)

In dieser Determinante sind alle Elemente ausser denen der
ersten Spalte mindestens von der Ordnung o. Also muss

fl(z)mmli‘)(z | P1s P2s » - o Pm)
po(2)™

eine reguldre Funktion in G sein. Ebenso zeigt man, dass auch die
Funktionen

HhEY" D= | p1s Pas -« o5 Pm)
Yo (z)" 1

in G regular sind. Nach Voraussetzung sind aber die Funktionen

F1(2)s fa(2)s - - o Fr(2)

(h=2,8,...,m)

in keinem der Punkte

21, zz, 33’ . & »

alle gleichzeitig Null. Also muss die Determinante D(2|py,p25- -+ Pm)
durch

Yo (z)m1

teilbar sein, d.h. durch ein Polynom genau vom Grad (m—1)o.
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Andrerseits ist das allgemeine Glied
W (2 | P15 P2s « « o5 Pun) (hk=1,2,...,m)

der Determinante D(z | py, pas - - -» pn) Dach Potenzen von z ent-
wickelt gleich %5 (2] P15 P25 « « o3 Pm) = Unalprs Pos + « o» Py )7 PHHIML
plus niedrigeren Potenzen von z; es sind demnach die Diagonal-
elemente jeweils von hoherem Grad als die anderen Elemente
derselben Spalte; ferner ist nach 12.) ihr héchster Koeffizient
gleich Eins. Nach Potenzen von 2z entwickelt ist also die De-
terminante D(z|py, pas - - - p) gleich

D(2]p1> P> + + o> ) = 2™~ 17 plus niedrigeren Potenzen von z.

Diese niedrigeren Potenzen ergeben sich direkt aus der Teilbarkeit
der Determinante durch das Polynom y_(z)™-1 gleichen Grades;
man bekommt

@(Z ! P P2s v - o pm) = "/"o'(z)m,l'

Die Determinante verschwindet somit nicht identisch und hat
Nullstellen allein in der vorgegebenen Folge

15 %y Rz »

14.) Es ist jetzt moglich, fiir vollkommene Funktionssysteme
eine weitere allgemeine Eigenschaft zu beweisen:
Zweiter Eindeutigkeitssatz: Sei

(% | p1s Pas o+ o5 Pm) (k=12,...m)
ein System von m Polynomen, die nicht alle identisch verschwinden

und die zusammen mit der Funktion

m
72| p1s P2s o v v Pm) = 2 @2 | 1y Pos + + o Pm)a(2)

k=1

den Ungleichungen

las(z [ oo pas oo v pu)| S =1 (B=1,2,...,m),
!’r(z IPI’Pz""’Pm)l =o0—1

genugen. Dann stimmen folgende drei Behauptungen:
a: Jedes Polynomsystem mit denselben Eigenschaften wie das
System
@ (2| P15 P2s -+ > Pr) k=12...,m)

geht aus diesem dvrch gliedweise Multiplikation mit derselben nichi-
verschwindenden Konstanten hervor.
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b: Es bestehen die Gleichungen

lau(z | p1s pas - - o )| = Ps—1 (B =1,2,...,m)

c: Die Funktion
(2] p1s P> -+ o5 Pm)

ist genaw von der Ordnung o—1.

15.) Der Beweis erfordert mehrere Schritte. Zunichst werde
gezeigt, dass Behauptung a aus Behauptung b folgt.
Gibt es nédmlich neben dem System

Gz | prs pas o pm) (B =1,2,...,m)
noch ein zweites
a;',‘(z!pl, PZ""’Pm) (k:l, 2.0 M),

das denselben Voraussetzungen gentigt, so kann man zwei Kon-
stante § und p* bestimmen, die nicht beide verschwinden, so dass

das Polynom

Bay(z | p1s pas - - s pm)+B%aT (2| p1s Pas + - o5 Pm)

nur noch hochstens vom Grad p;—2 ist. Das System der neuen
Polynome

a:*(z | P1s P2s + o5 P) =
= Ba(z | p1; Pas - - o Pm)+B¥G (2 | p1s Pas + + s Pim)
(Ic=1,2,...,m)

und der daraus abgeleiteten Funktion

m
r¥¥(z [ P15 Pas v+ o5 Pri) szla:?*(z [ P15 Pas + « «s P )fi(Z)

geniigt dann den Ungleichungen

la:*(z [ P1s Pas -+ o Pm)l Sp—0p—1 (k=12,.., m),
[7**(z | p1s oy - - pm)| = 0—1.

Das ist nach Behauptung b nur dann méglich, wenn alle Funk-
tionen des neuen Systems identisch verschwinden, und das sollte
gezeigt werden.

16.) Weiter kann man Behauptung b leicht aus den Ergebnissen
in 3.) ableiten. Wenn nicht alle Gleichungen
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lax(z | p1s s o v pu)] = =1 (E=1,2,...,m)

erfillt sind, so ist etwa

laz(z | P15 pas -« Pm)! =p—2.

Alsdann ist die h-te der Summen

Ey(z) =k§1 Wor(21pr—0115 Pa—0125 - - 5 P01 )A(2] P15 P25« + o3 Pm)
(h:—’ ]., 2,...,m);

gleich einem Ausdruck
¢ (z

S == 0‘, Tk B pk“"'akl (k = 1, 2, . . vy M),
5 - 6—2, Ik _ pk—(shk-—akz (k - 1, 2, . 0wy m).

TisTos e v oy rms)
Tys Loy o v s Uy B

mit den Parametern

Man hat also

|Esx)l = max  ((pe—8u—1)+ (0—2—pp+-dunt8y)) = 0—2,

k=1,2,...,m
'E,,(z)l = min (0—1, 0—1) = ¢—1,
und somit miissen alle Polynome

E\(2), Ey(2), . .., E,(2)

identisch verschwinden. Das liefert m homogene lineare Glei-
chungen mit der nicht identisch verschwindenden Determinante

Dz | p1—0u, pr—0iz, - - s Pu—01m) = You(z)"
fiir die Funktionen
ar(2 | p1s Pas + s Pm) (k=1,2,...,m).
Diese miissen also alle identisch gleich Null sein, und es folgt die

Behauptung b.

17.) Die Behauptung c schliesslich ist wieder eine Folge aus
Behauptung b. Ist ndmlich die Funktion
(2] P> Pas -« o3 Pm)

mindestens von der Ordnung o, so kann man offenbar das Polynom-
system
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ak(z’f’v P2s + s Pm) (k: 15 23"', m)

als ein ebensolches System mit den Parametern

pP1t+L pas e o P

auffassen. Das liefert sofort einen Widerspruch zu Behauptung b.

18.) Der zweite Eindeutigkeitssatz zeigt, dass fiir jedes System
der Parameter
P1: P25+ - > P,
die Funktionen

Az [ P1s P2s -« o Pm)s R(2 | P1s Pas + « = Pm) k=12.., m)

bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor bestimmt sind
und dass die Matrix

A(Z] p1s P2s - - o Pm)
sogar vollstindig eindeutig festgelegt ist. Die beiden Matrizen

A(z ] p1s P>+« o5 pm) und AR | pys pas -« o Pm)
-amt den Funktionen

Ry(z| pys pas « « o pm) und Ryer(z | p1s pss « - s Pm)
(b, 1=1,2,...,m)

sind also schon festgelegt mit der Angabe des vollkommenen

Funktionssystems
fx(2) (k=1,2,...,m).

Unser Ziel im Folgenden wird sein, die formalen Eigenschaften
dieser Matrizen eingehend zu studieren.

Schon jetzt sei als triviale Folge aus der Behauptung c des
zweiten Eindeutigkeitssatzes erwihnt, dass die Funktionen

F1(2)s fa(2)s -« s [a(2)

eines vollkommenen System offenbar linear unabhéngig in bezug
auf den Korper der rationalen Funktionen von 2z sein miissen.

I11.

19.) Die Definition des vollkommenen Systems, die an die
Spitze des letzten Kapitels gestellt wurde, lasst sich durch andere
Definitionen ersetzen, dic manchmal schneller zur Entscheidung
fiihren, ob ein Funktionssystem vollkommen ist.
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Zu einer neuen Definition kommt man sofort, wenn man von
den Eigenschaften der Polynome
(2| p1s Pas « « o5 P) k=12,...,m)
Gebrauch macht. Es gilt namlich:
1. Kriterium: Ein System von in G reguliren Funktionen
fx(z) k=1,2,...,m)

18t dann und nur dann vollkommen, wenn es folgende zwei Eigen-
schaften hat:

a: In ketnem der Punkie
21, 22, 23, .

verschwinden alle Funktionen

11(3)s f2(2)s - - s f(?)
gleichzeitig.

b: Fiir jedes System der Parameter
P1> P2s + + > Pm
gibt es unter den Polynomsystemen
0:(2 | p1> P2y -+ o Pm) (k=1,2,...,m)

mindestens eins, das den Gleichungen

!ak(z | P1s P2y« « s Pm)l =0o—p (k=1,2,...,m)
geniigt,
Beweis: Ist dieses Kriterium erfiillt, so lasst sich ein Polynom-
system
(2 | p1P2s -+ s Pm) (k=1,2,...,m)

mit

|2z [ p1s p2s - - pu)| =0—p (kK =1,2,...,m)
und eine normierte Matrix
Az | p1s Pas - - o Pm)
entsprechend wie in 12.) und 18.) zu jedem Parametersystem
P1s P2s> « + » P

angeben. Alsdann kann man die Determinante

D p1s P> -+ s Pm)
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wie in 18.) berechnen und zeigen, dass dieselbe nicht identisch
verschwindet. Das erlaubt weiter, den zweiten Eindeutigkeits-
satz wie in den fritheren Paragraphen herzuleiten; also geniigt das
Funktionssystem

fx(2) k=12,...,m)

der alten Definition des vollkommenen Systers in 4.).

20.) Weitere Definitionen erhdlt man, wenn man von Eigen-
schaften der Restfunktionen

7(2 ] P15 Poy -+ o3 pm) UNA T3 | p1, Pas o« s Prm)
Gebrauch macht.

2. Kriterium: Ein System von in G reguldren Funktionen
fk(z) (k = 1’ 23 » e vy m)

ist dann und nur dann vollkommen, wenn es kein System von m
Polynomen
(2 | p1> Pas « = o5 Pm) (k=1,2,...,m),

die nicht alle identisch verschwinden, gibt, das zusammen mit der
Funktion

7(2 | P1s P2as v+ s Pra) :kzlak(z [ P1s Pas + + o P )i(2)

den Bexziehungen

Iak(zlpl’f’z’“" Pm)l =p—1 (k=1,2,...,m)
IT(Z | P1s Pas v v Pm)l > o—1

geniigl.
Beweis: Geniigt das System von m Funktionen
Fe(2) (k=1,2...,m)

den Voraussetzungen dieses Kriteriums, so muss offenbar jedes
System von m Polynomen

(2 | p1s Pas + « o Pm) (k=1,2,...m),

die nicht alle identisch Null sind und zusammen mit der Funktion

m
r(z ’ P1s Pas s« o Pm) :’;:lak(z | P1s Pos o+ Pm)fk(z)
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den Ungleichungen

lak(zlpl’ Pas - Pm)! =p—1l (k=1,2,...,m)
[ 7(z | p1s pas - - o pm)| 2 0—1

geniigen, auch die Gleichungen

)ak(zlpla P2as » o Pm)l = pp—1 (kz 1,2,... m)
[T(z 'Pl: Pas v oo pm)l = g—1

befriedigen. Denn die Ordnung von r(z | py, ps; - . ., pr) kann nicht
grosser als o—1 sein, wie unmittelbar aus dem Kriterium folgt.
Andrerseits kann aber auch der Grad keines der Polynome
a,(2 | p1s P2s + » 5 Pm) Kleiner als p,—1 sein. Denn wire etwa

la,(z [ P1s P2y« v o Pm)l = pi—2,

so liesse sich das Polynomsystem auffassen als zugehorig zu den
Parameterwerten

Px““éuy Pz‘“ézz’ se ey Pm"“ézm

und man kidme wieder zu einem Widerspruch gegen das Kriterium,
denn jetzt wire die Ordnung von r(2|py, ps) - - -, p) abermals
zu gross, ndmlich grosser als

2. (pr—0y)—1 = o—2.
k=1

Beriicksichtigt man noch den Existenzsatz in 2.), so folgt also
endlich, dass es zu jedem System der Parameter

P1s P25 +» 5 Pm
ein System von m Polynomen
(2 | P13 Pas s Prm) (k=1,2,...,m)

gibt, die zusammen mit der abgeleiteten Funktion

:

m
T(Z | p1s P2s « + +» P) =k§ak(z [ P15 Pas « + o5 P )fi(R)

den Gleichungen

Iak(zlplapzwu’i’m)l = pp—1 (k=1,2,...,m)
!T(z Il p1> oy« - o Pm)] = o—1

geniigen. Speziell miissen also die Funktionen
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(2| p1s Pas - - s Prm)

jeder Ordnung fihig sein, wenn man nur fiir die Parameter ge-
eignete Zahlen einsetzt. Das besagt aber, dass die Funktionen

ll(z)$ fz(z); oo [(2)
an keiner der Stellen
zl, zz, Z3, .-« » @

alle gleichzeitig verschwinden konnen. Denn sonst hitte auch
jede Funktion
7(2 | p1s P2s « + o Pm)

an dieser Stelle eine Nullstelle. Tritt nun diese Stelle in der Folge
Bys Bgs gy o+ -

zum erstenmal als das Glied 2, mit dem Index A auf, so kénnte
infolgedessen keine Funktion

’I‘(Z J P1s Pas « + o pm)
genau von der Ordnung
A—1

sein, gegen die vorige Bemerkung.
Ein Funktionssystem

Fu() k=12, ...,m)
das dem zweiten Kriterium geniigt, befriedigt also auch alle

Forderungen, die in 4.) an ein vollkommenes System gestellt
wurden; also ist die Behauptung bewiesen.

21.) Indem man die Schliisse des letzten Paragraphen in ganz
entsprechender Weise bei den Funktionen

(2 | p1s Pas + - o5 Prm) UNA Tyy(2 | p1s P25 -+ o5 Pon)
wiederholt und von dem 1. Kriterium Gebrauch macht, zeigt
man:

8. Kriterium: Ein System von in G reguldren Funktionen
f(2) k=12 ...,m)

st dann und nur dann vollkommen, wenn es kein System von m
Polynomen
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0.(2 | 1> P2y -+ > Pm) (k=12,...,m),
die nicht alle identisch verschwinden, gibt, das mit den Funktionen

L2 | p1s P2s o o o5 Pm)
= 0(2 | P15 2> + s P )fe(B)— (B | P15 P2 - - o Pu)a(2)
(k,1=1.2,...,m)
rusammen den Beziehungen

lak(zlpla Pz,--me)} So—p (k=12 ..., m),
ltkz(zfpla Pas - - o Pm)l >o—1 (k1=12...,m)

geniigt.

22.) Von den letzten Kriterien kann man z.B. leicht den fol-

genden Satz ableiten.
“Istzy = 2y = %3 = . .., und bilden die Funktionen

fx(2) k=1,2,...,m)

ein vollkommenes System beziiglich dieser Punkte, so sind fiir alle
Werte der Parameter p,, ps, - - ., p, S0wohl die Polynome

Ak(z I Pi1s P2s « » o pm) (k = 1, 2, e ey m),
als auch die Polynome
Q{k(z ! pl’ Pz, . e ey pm) (k == 1, 2, “ ey m)

teilerfremd.”
Denn hitten etwa die Polynome

Ax(z | p1s p2s o+ o Pm) (k=1,2...,m)
den gemeinsamen Teiler P(z), wo P(z) ein Polynom vom Grad

p = 1 ist, so geniligten die Polynome

A (2 s Pas e v v P
AX(z) = A ’Plp';’j) Pm) (k=12 ..., m)

zusammen mit den Funktionen

R 15 P2 -+ *s Pm LA
Re(r) = S PP ) § 2o

den Beziehungen
1A:(z)l = pp—p—1,
lR*(z)! = o—p—1.
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Dies steht jedoch wegen m = 2 und

kZI (pr—p) = o—mp < o—p

im Widerspruch zum 2. Kriterium.
In derselben Weise schliesst man bei den Polynomen

W (2 | p1s P25« - s Prm) (k=1,2,...,m)
und erhilt einen Widerspruch, indem man von dem 8. Kriterium
Gebrauch macht.

Dieser Saty braucht nicht mehr zu gelten, wenn die Punkte
1y B2, %3, » « - NECht alle zusammengallen.
Iv.
28.) Sowohl die Funktionen
Az | p1s Pas o s Pm)s R(Z | P15 P2y - < s Pra)s

als auch die Funktionen

W2 ] P15 P2s -+ s Pm)s (2 | P1s P2s « - o5 Pm)s
die zu einem vollkommenen Funktionssystem
lk(z) (k = 1: 29 LEEIRYY m)

gehdren, geniigen einer grossen Anzahl von Relationen. Einige
von diesen Identitdten sollen hier abgeleitet werden und zwar
zundchst diejenigen, die die Funktionen mit A-Index mit denen
ohne A-Index verkniipfen.

24.) Es bestehen die Gleichungen

m

(3—24 )41 (3lp1s P25 - - o ) = 2 Aulp1s Pes s Pm)Ani(2lPrs P2s - s Prm)
k=1

k=12 ...,m),

m
(2—27)R(2lpy, pas - s p) = zlAh(Pla Pzse-s Pm)BA(2]P1;s P23 - s Pr)
R==

m

Ws(lpys Pos s pm) = Zl Anp1s P25 v v os P ) Wi (2lP1s P25 - - s Pi)
he=

k=12,...,m),

m
Rea(2lprs 25 e oo pm) = 21 Wn(p13P2s v s P )Pra (P15 P2s o < o3 o)
he==
(kyl=1,2,...,m).
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Denn werde der Reihe nach die Differenz der linken Seite minus
der rechten Seite in diesen Formeln mit

43 (z), R*(z), W(z), R(z)

bezeichnet, so dass also

R*(z) =§:1 AXD)f(2) RE() = W )(z)— WL R)()
(k,1=1,2,...,m)

ist. Dann bestehen offenbar die Ungleichungen
[4%5(2)| < pr—1 k=1,2,...,m)
lR*(z)l = o,
lg)l;f(z)l <o—p—1 (k=12,...,m)
!S‘{;"Z(z)l >0 (k,1=1,2,...,m).

Das kann aber nach Kriterium 2 und 8 nur dann gelten, wenn alle
Ausdriicke
A (z), R*(z), W (), Ralz)

gleichzeitig identisch verschwinden, und das sollte gezeigt werden.

25.) Die Ergebnisse in 8.) fithren zu einer sehr einfachen Formel
fiir den Ausdruck

Ion(2) =k_21 A gz | p1s Pas o Pu) W2 | P1s P2s -+ 05 Pra)-

Offenbar ist derselbe gleich einer Summe
. (z T1s Tas o o o rms)

Ty gy o v oy L, 8
und zwar mit den Parameterwerten

s =041, 7, =p,+b, k=12,...,m),
é _ U—‘“]., rk == pk““ékk (k _— 1, 2, o ouy m)-

Es gilt somit
! eon(z ' ma‘{ ((prt85— 1)+(°“Pk+5hk”‘1)) =
= max (U+6gk+6hk“2)’

k=12...,m

}eg,,(z)l = min(o, ¢) = 0.
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Daraus folgt sofort fiir g = h

’eyh(z)l < leah(z I, d’h' eah(z) = 0,

hingegen fir g =h

o _2 Ie,h(z)’ = leah(z)l % o, d.h. egh(z) = CVJU(Z)

mit einem konstanten Faktor ¢. Dieser Faktor muss gleich Eins
sein, denn aus der Definition von ¢,,(z) folgt, dass dieses Polynom
eine Potenzreihe e, (2) = 2° plus niedrigere Potenzen von z be-

sitzt.
Also gelten die m? Identititen

m
kZIAgk(z Lp1s Pos v v s Pr) a2 | P15 Pas -+ o3 ) = Bgn ¥, (2)
(& h=1,2,...,m).
Bezeichnet wie iiblich ein Akzent die transponierte Matrix und

ist E die Einheitsmatrix, so lassen sich die letzten Formeln zu-
sammenfassen in die Matrizengleichung

A ] p1s oy oo P)W (R | P1s P25 o o s Pm) =
— Uz | p1» ppr - - o p)A'(2 | prs P - o ) = P2 E.

Nun steht rechts bis auf einen skalaren Faktor die FEinheitsmatrix;
die Faktoren der linken Seiten miissen also vertauschbar sein,
und es gelten auch die Matrizengleichungen

A,(z [ P1s P2y« v o Pm)gl(z | P1s P2s - - = Pm) =
= W(z|p1»pgs~+ o P )A(Z | P1s Pas + v s Pm) = Y, (R)E

oder ausgeschrieben

kZIAhk(z L P1s P2s v o P ) Mnit(R | P15 P25« s Pm) = O (2)
(k,1=1,2,...,m).

Die so bewiesenen Formeln bringen zum Ausdruck, dass das

Polynom
(=1 Wi (2 | p1s P25 - + s Prn)

die Unterdeterminante des Elementes
AR | p1s Pas o o Pm)

in der Determinante
D(z | p1s P25+« +s Pm)

ist; dadurch wird die frithere Berechnung dieser Determinante
verstindlich.
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26.) Nach den Formeln in 25.) sind die beiden Matrizen

1 ’
A(z | p1s 2>+« 5 pm) und Az p1s p2s e s Pm)s
Yo (2)

wie auch die beiden Matrizen
1

Y, (z)

zu einander reziprok. Daraus lasst sich eine sehr allgemeine
Relation ableiten, die gleichartige Matrizen mit verschiedenen
Parametern verkniipft.

Seien

Az | p1s p2s -+ » pm) und Az p1s Pas o v o Pm)

P1> P2s + - +» Pm und P;’ pé? s Pvln
je m natiirliche Zahlen mit den Summen

m m
o= p,und o’ = 3 p;
k=1 k=1

und zwar moge

q‘
1%
Q

sein. Alsdann werde gesetzt:
? ’ ’
Pis P25 -« P ’ -
P(z o ’ m)===A(zlpi,p;,...,pm)A(zlpl,pz,..., Pm) =
P1s P2s ++ o Pm
1

== A ’, ,,..., :,,QI'Z ’ LS ] ms
) (2] p1> pe Pm) W (2] py, Py Pm)

PisPas v P ’ -
;S :n) = (2| p1s Pa> « + »» Prn) W(Z|P1s Pos v v or Pr) L =
P1s Pas -+ P

Bz
1
Y (2)

Az | P;’ P;:' SRRY P;)A'(z P15 Pas  + s Pm)s

so dass

P1s P25+ Pm
P1s P25+« 5 Pm

P1s Pas s+ P
’ r, :n) %(z‘pl’ Pzs o o Pm)
P1s P25 =« +s Pm

) Atelpss pas s ),

AGEle3, piy - ) = Pz

U(zlp, Py - - s p) = as(z
ist. Die Elemente

’ ’ 4
pl’ Pzs ++ o pm) und S,th(z
P1s P2s -« Pm

’ ’

P1s P2s+ -+ Prm
(g h=1,2,...,m)

P1s Pas >+ o Pm)

P,,,(z
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dieser beiden Matrizen sind durch die Gleichungen

? ’ 1
Prs Pas - pm)

P,,,(z
P1s Pas + v v Pm

m

1 , ,
— e kzlAgk(zan P23« + o Pm) Wnr(ZlP1s P2s « o o3 P)
g =
&h=12...,m),

P1s Pas v Pm)
P13 P2s -+ s Prm

1 m

1/) ,(z) k%%ﬂk(zlpia P;, e oey p:ﬂ) Akk(zipl, p2, Y pm)
(g,h:I,Q,-..,m)

Bon (z

festgelegt; sie sind also rationale Funktionen mit dem Nenner

Pol2)-
Nach 8.) ist nun jeder der Ausdriicke

L4 ’ ’ ’
P P wnd ()| P P
P1s P25« - s P P1s Pgs -+ Pm

oz

und zwar sind die Parameter im ersten Fall gleich

mz)Pﬂ,(z

gleich einer Summe

Tis Tas oo oy TpyS
H
T, 09y .00 0,8

s=0+1, r,=p+6, (k=12,...,m),
§=0—1, ILi;=p—0 (k=12,...,m)

im zweiten gleich

§ = 0'+1, ’rk = Pk+6hk (k == 1, 2, TS m),
8=0o'—1, t,=p—0, (k=12,. .,m),

so dass man erhalt:

7 [ 7 1
P15 P2y« - Pm) <
P1s P25+« s Pm

< max ((pp0u—1)+(o—pptoy—1)) =

k=1,2,...,m

= max (0‘+pz'c”‘Pk+5gk+‘5hk“’2 )s

k=1,2,...,m

P1s Pos - o p;)

Pis P2y« ++s Pm

Aw,(z)Pgh(z

= min (¢, ¢) = o,

Po(2) Py (z
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und
P1sPas e P
pola)Bn (x| 720 02 )| =
P1s P2s -+ s Pm
4
= max ((Pk‘{"ahk”'l)+(0’_Pk+aak"”2))z
k=1,2,..., m
= maX (U'+Pk”P7:+5ak+‘5hk“2),
k=1,2,...,m
vol@Ban (277777 ) | 2 min (04, 0) = o
Pis P2y ++ s Pm

Aus den unteren Schranken fiir die Ordnung der Polynome

? ’ 4
P> Pay -+ P’") und w0<z>$gh(z
P1s P2s » « oy Py

’ 4

P1s P2+ + = Pm)
P1s P2r++ s Pm

Pol@) P2

folgt sogleich, dass dieselben ohne Rest durch y,(2) teilbar sind;
die Ausdriicke

P,,,(z

sind demnach nicht nur rationale Funktionen, sondern sogar ganze
rationale Funktionen von 2. Fiir ihre Gradzahlen gelten die Un-

gleichungen

’ ’

7 r ’
P1s Pas -+ o Pm) und gggh(z !
P15 P23« + s Pm

Pis P2s «+ = Pm)
P1yP2r o Pm

p’,p,,..., p’ ’
Pah(z 1 m) = max (pp—ppt0,+0u—2)
PI’ Pz, LYY pm k=1,2, e oM
(& h=1,2,...,m),

P1s P2y s P ' ’
213‘,,,(2: } ?’ ,) = 0'—0 + max  (pp—ppt0,+0p—2)
pl, p2, . s ey pm k=1,2...,m

(g, h=12,...,m),

.and zwar verschwinden diese Polynome jedesmal identisch, wenn
die obere Schranke fiir ihren Grad negativ ist.
Aus den frither berechneten Determinanten der Matrizen

A2 | p1s p2s + v o3 pr) und AR | py, p3s - - o5 i)

lassen sich auch die Determinanten der beiden Matrizen
P(z pl’ PS’ * e ey Pm) und 58(2

P15 Pas » v o5 P
.ableiten; man erhilt

! L4

P1s P2s « » = Pm)
P1s Pas + » »s Pm
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}P ( va(a)
oy -G

Ferner liefert die Reziprozitatsbeziehung zwischen den Matrizen

— wa‘(z)

P1s Pas - - o pﬁn)
P1sP2s -+ > Pm
P1s P2s -+ Pm)
P1s P2> - -+ Pm

A(2 ] p1spas e s pm) und A2 | gy pay o v o Prm)
leicht folgende Matrizengleichungen

P(Z P;’ P.‘,aa R P;:‘) ;‘B,(z P1> P>+ -+ Pm) —
P1:P2s -+ s P

! 4 ’
PisP2s v Pm

— SB(z P}a P?, o o1y P:n) P’(Z P:{, P;’ e ey P:n) — wa’(z) E,
P1s Pgs+  *s Pm P13 Pas++ s P Yo(2)
Pl(z p;’P;!*--, P':n) sB(Z p:}’p%""’ P:n)m
Pis P22 v+ o5 Py P1s P2s »+ 5 Pm
_ %,(z PLsPas - - o pfn) P(z PLs Pas -+ o PI:) _ ¥r(®) o
P1s P2y« + s Pm P13 P2s + - o P Vo(2)

27.) Von den Ergebnissen in 26.) sind hauptsichlich einige
Sonderfille von Interesse. Bevor wir diese angeben, ist es jedoch
zweckméssig, noch gewisse neue Bezeichnungen einzufiihren.

Nach Definition besitzen die Polynome

Ap( 2] p1s pos - s pm) und Wr(2 | p1s pas - + o5 o)
als hochsten Koeffizienten die Zahlen
Aulp1s pos - - o pm) und Wylpys s - - s P>

die alle nicht verschwinden und fiir 2 = k gleich Eins sind. Statt
dieser Zahlen werde jetzt das vollstindige Koeffizientensystem
eingefiihrt durch die Definitionsgleichungen

o0
A3 | p1s Pas o s pr) = 2P% 3 A p1s pas <+ o P )™
x=0
(hk=1,2,... m),

o0
Wps (2 | p1s P2y« s Pr) = 7P > W (p1s Pas « + o P )™
k=0
(hyk =1,2,...,m).

Aus ihnen bilden wir die Matrizen
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Aoy, pas v v s pm) =

Aﬁ)(Pl: Pzs oo Pm)s A{?(pl, Pas < Pm)s -

Aé? (P1> P2s - - Pm)s Aé;)(l’l’ P2s -

A::%(Pla Pas-» Pm)s Aa(;fz)(Pl’ Pas oo Pm),

und

) pm) =

o Pm)s 91%)(/’1: P2s - -
“ Pm)s QX&?(PI’ Pas - -

A (py, pgs - -

%gﬁ)(Pl: sz .
A (pys pas - -

ﬂﬁ:ﬂ(f’l’ Pas e Pm)s %gﬁ(f’u Pzs .-

o Al ey, pas - -

co Pm)s e e Az(’ﬁ(Pla Pzs -

cee A'r(rfr)n(pl’pZ’ .

) P

5 P oo Udprs pas - -

o P oo Wik (prs pas -

129

s Pm)

et Pu)

-,Pm)
(«k =0,1,2,...)

s Pm)
" Pm)

%gﬁ(Pl: Pgs -

-’Pm)
(¢« =0,1,2,...),

von denen natiirlich nur diejenigen mit hinreichend kleinem x
nicht gleich der Nullmatrix sind; fiir ¥ = 0 stimmen belde gerade

mit der Einheitsmatrix iiberein.

Fiihrt man noch die beiden Diagonalmatrizen

2P, 0,

Z(2|p1s Pas s pm)= | .7 .
0, 0,
271, (),

'8(2;“)1, Pos oo pm) =

: :
0, O0,...,

ein, so wird jetzt gerade

Az ] p1s p2s v o5 ) =

s Prm)

0, 2z, ..

0,37 P,

..,O

s 0
.

..y 3Pm

ey O

5 0

297 Pm

=(E+A(1)(P1:Pza--- m +A(2)(P1,P2w--»l’m)+

z

A®(py; py, -

. Pm)
23 +

+

%2

. ‘) Z(z | p1» Pas « o5 Pm)s
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9'{(7“" l P1s> Pgs «+ o Pm) =

=(E+

+

3 22

AWV (o1, pas o oo ) | AP (p1s P2y o v o Pm) +

[36]

A (py, pas v« or P
+ (p1: pe P )+) Bz P15 P2s e« o Pm)

%3

28.) Die zu den beiden Matrizen
A@|p1s pas o+ o pm) und AR | pyy oy« + o5 )

reziproken Matrizen
1 1

A (2] prs Pas - - o pry) und
oo (@) (1] p1s P2 Prm) o

A2 ] p1s P2y - v Pm)

lassen sich gleichfalls nach fallenden Potenzen von z entwicklen.

Es gibt eine Reihe nach fallenden Potenzen von z:

(x}
za’ o0 Co'

Yo (z) k=0 <

deren erste Koeffizienten die Werte

o a o
{0y __ (1) {2y _. 2
Co_) == 1, Ca,) ,__/\ZZA, Ca) __.I\z zk +A2A212AIZA’,...
=] ==} s Age=
XA

haben. Bildet man mit ihrer Hilfe die konstanten Matrizen

K
A’(K)(Pls Pas <« s Pm) =Az Cc(rx~A)A(/\)'(Pl’ P23+« s Pm)
=0

(«k=0,1,2,.
~ K RO
A (p1s pos « « o5 Pm) =AZ AN (o1, pas v+ s P
=0
(¢« =0,1,2,.

so wird gerade

1
A2 pys Pas « - v pry)~t = 9’ s Pgs o oo ) =
(2] p1s P2 Pm) @) (=] p1s P2 Pm)

o)

c o)

- Q.’I(K)(Pl’ Pzs e« Pm)

= Z(Z [ Pis Pas » v o pm)”l z

K==0 2*

1
m(z,pl, pz,..., pm)-.l: A,(z' pl, pz""’ pm)::
Yo (2)

© A%(py, pas- v pm)

= B(Z I P1s Pos o - P'm)m1 Z

k=0 ZK

’

-
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Diese neuen Matrizen

Ap1, pas -« s pm) und Aoy, py, + - oy pm) (1 =10,1,2,...)

sind fiir x = 0 wieder gleich der Einheitsmatrix; sie sind sowohl
untereinander, als auch mit den Matrizen

A" pys 3y« o pm) und A py, py, p,,) (¢k=10,1,2,...)

durch eine grosse Anzahl von Relationen verkniipft. Die ein-
fachste hiervon lautet:

AD(py, pay v v os p) FAD (15 oy v v o p) =
= S)I(U(Pl, Pgs e Pm)+ff(“(1°1v P2s -+ Pm) =0,

AN (py, oy Pm) FUAD (01, pas o« o pu) = —cPE.

29.) Es bleibt noch iibrig, auch fiir die beiden Matrizen

A(2]pys Pys - - s pm) und A2 | py, pg, -« oy pyy)

eine Entwicklung nach Potenzen von 2z aufzustellen.
Offenbar sind die Elemente der beiden Matrizen

A(z l P;’ P;» Y P;)Z(z | P15 Pas - o Pm)~1
und
W2 | p1s Pas -+ - P)B(Z | prs Pos v s Po)

rationale Funktionen von z und zwar mit einem Nenner, der eine
reine Potenz von z ist. Es gibt demnach zwei doppelt unendliche
Folgen von konstanten Matrizen

A® (p;, Pas - p,',.) und 91(:)(::1’ P2s s e s P"‘)
4 ’ 1
P1s P2s -+ > Prm 15 Pas + + v Prn

(x =0, F1, F2,...)

so dass die Entwicklungen

AR ] p1s Pas - v s Pm)Z(2 | Prs Pas v s P) 2 =
K==—00 P15 P2« - P
1 .

A2 | pys Pos + + o Pm)B(B ] P1s Pos v o or )t =

400
= Su(ror o)
P1s P2s « < <> Pm

K e OO

bestehen. Diese beiden Reihen sind nur scheinbar iiber unend-
lichviele Summationsindizes erstreckt; denn es sind jeweils nur
unter ihren Summanden endlichviele von Null verschieden.
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30.) Fiir die beiden Matrizen

P(z
kommt man jetzt sehr leicht zu expliziten Ausdriicken. Dazu
braucht man in den Formeln

P(s

Bz

P1s P2s «+ Pm)
’ 14

' e ’
pl’p29‘"9/’m) und $(z "
P1s P2s + « s P

P15 Pas « - s Pm

14 r ?
P15 Pas -« o5 Pm
P1s P2s + + o Pm

P1sPas v oy P ? ’ ! -
12 r) = Q’I(z!plﬁpzy"'apm)%(z‘plip29"" Pm) 1’

’ 4
P1sP2s - Pm

) = A(z|p1> pas -+ o P )A(Z ] prs pas -+ o pm)

rechts fiir die Faktoren nur ihre Potenzreihen einzusetzen und
alsdann auszumultiplizieren. Da die Elemente der beiden Matrizen
lauter Polynome sind, ist es hierbei nur nétig, in den Ausdriicken,
die nach der Ausmultiplikation entstehen, allein die nicht-
negativen Potenzen von z zu beriicksichtigen.
Auf diese Weise kommt man zu folgenden Formeln:

’ (4 1

P(z P1s P2s -+ o Pm) _
P1s P2y« + =5 Pm

o0 00 pl pl PI
= >3 A<~r—A»(P1’ A "‘)mm(px, P2s -+« +s Pm)s

£=0 A=0 15 P2s e« P

P1s P3s - o Pm)
14 14 ’
P1s Pgs ++ s Pm

o0 o+
=3y w-"“’“(pf’ Pasee o ”i”)“f‘“(pp Ps - + o Pm):
k=0 A=0 P1s P25« « s Pm

B>

Auch diese Summen sind nur scheinbar iiber unendlichviele
Glieder erstreckt, denn hé&chstens endlichviele Summanden sind
von Null verschieden.

81.) Nunmehr kann dazu iibergegangen werden, einige Einzel-
fille zu untersuchen, die besonders wichtig sind.
Erstens sei

p1=rp1+1, py=patLl, ..y pr = putl.

Dann ist offenbar gerade
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A(K) (P1+1, P2+19 L] pm“"‘l)
P1> P2s ++ Py
= A" (p, 41, py+1,. . ., pt1) (k =—1,0,1,...),

9[tx) P1s Pas - Pnm ) —
1+1, P2+19 v Pm+1,
= QI(k’*"m‘—l)(f)l'{"1, patl, ... ppt+1l) (k=1—m,2—m,.. ‘)

denn es gelteﬂ die beiden Gleichungen

Z(z | p1t+1L, patl, oo put1) =2 Z(2] p1s Pas -+ o Pads
:8(2 lP1+15 P2+13 e Pm+1) = gm—18(z , P1s P25 -+ o Pm)'

Die gesuchten Uebergangsmatrizen sind somit bestimmt durch
die Formeln:

1, ..., 1

P(z P11, pot Pmt )

P1> P2s - Pm

1 K

- ZOZI_KAE(:)A(K‘.*A)(P1+1’ petl, ooy pt1)AM 0y, pas - - v P
Bz
P11, pat+1, .. putl

m—1 x

= zozmal*KAEo A (p;+1, 941, .. put-1 )A'(A)(Pl’f’z’ cees Pm)e
K== !

Pi1> Pzs e Py )__:__

In beiden Fallen ist hiernach der Matrix-Koeffizient der héchsten
auftretenden Potenz von z, d.h. bei der ersten Matrix der von 21,
bei der zweiten Matrix der von 2™, gleich der Einheitsmatrix.
Auch der nachstfolgende Koeffizient lisst sich auf eine einfache
Gestalt bringen. Dazu ist es zweckmissig, mittels der drei
Gleichungen

AD(py, pas v v oy pu) = AV (py, py, . . ., pp)+CVE,
2‘iu)(Pv Pas e+ Pm) = —AYp, pos s Pr)s
%(1)(P1+15 pet1l, .. pptl)=
= —AY(p;+1, py+1, ..., pp+1)—c E

alle auftretende Koeffizienten-Matrizen durch die beiden speziel-
len

AD(ps, pyy oy pr) und AW (p+1, pp+1, ..., p+1)

auszudriicken.
Dann nehmen die obigen Formeln folgende Gestalt an:
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1, iI,... 1
P(Z p1t1, p2t Pm-t )
P1> P2s v Pn
= E2+(A(l)(P1+l’ pet1l, .« ppt1)—AD (o, py, - . ., Pm))’

%(z Pi1s Pzs -+ Pm )::
pr+1, pet1, .o pptl
= Ezmnl_(A(l)’(Pl“*‘la prt 1., pt 1) =AM (p1, pps s p) +
+ (c)m—cP')E)z™~2 plus niedrigere Potenzen von 2.
Die Matriz

1, pet+1, ..., put1
)_D(z p1t+1, pot Pmt )
Pis P2 -+ Pm

st hiernach bereits eindeutig bestimmit, wenn man die beiden Koef-
fizientenmatrizen

AN (py+1, po+1, ..., ppu-+1) und AN oy, pas - os Pm)
kennt. Dasselbe gilt aber auch fiir die Matriz
P Par e Pm )

i
Bz
P11l pet1, . . pptl
denn sie geniigt der Gleichung

P(z P1+1, P2+1, v . Pm+1) ,(z

P1s  Pas --v Pm
so dass auch ihr Wert aus dem der Matrix
P(z p1t+1, p2+1, . .o, Pm+1)
Pi1> P2s +co Pm
und folglich dem der beiden Koeffizientenmatrizen
AD(py+1, pat1, . o oy pp+1) und AW (py, pas - o5 i)
folgt. Man kann dieses Ergebnis folgendermassen aussprechen:

“Sind die beiden Matrizen
A2 ] p1s Pas v o pr) und AD(p,+1, po+1, ..., pt1)

P1> P2y -+ Pm )__
prt+1L patl, .oy pptl)
___’Pa+m(z)
T p.(3)

bekannt, so ist die Matriz

Az | pr+1, pot1, .oy ppt1)
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eindeutig bestimmt. Kennt man auch noch die Matrizx
WAz | pys pos - o5 P
so ldsst sich die weitere Matrix
Az | py+1, pot1, .. oy pu-t1)
ebenfalls auf eindeutige Art angeben”.

82.) Zweitens sei
pr=p1+1, P2 = Pas - - o P = P
In diesem Fall sind beide Uebergangsmatrizen

1’ FE R m
P(z Pitl py P ) und S}S(z
Pi> P2s -+ Pm

von erstem Grad in z. Die allgemeinen Formeln nehmen die
Gestalt

p1+1’ Pgs -+ o pm) — ZA(,_I)(p]._}—l’ P2s v Pm)+
P1s P25+ P Pis P2y Pm

fPr L pes s pa) <
L
12 %9 o » w5 Py

P11, pzs e e s Pm))
>
Pis Pzs - Pm

P1s Pass < pm)
p1t1, pas e« s P

P(z

-} A(O)(
Pis Pas e pm) _ 2‘,%_1,( P15 Pare - pm) I
P1+1, pas e ey P P11, pas e o o5 Py

+ (%(,__1)( Pi> Pzs e Pm) A"l)(plgpz, e p )+
P1tL pas - v oy pm "

+ %m(ppxa Pas oo Pm))
1L pes v s P

an und zwar ist dabei

3=

1 0 ... O

A(__._:[)(Pl_*“]" p29 AT ] Pm) e 0 0 . e O
Pis Pas- - Pm ‘ :

0 0 ... O

und
A(lll)(p1+19 P2s s+ o pm)a 0 ... 0
A0 (P1+1’ Pas -« Pm) — A<211)(P1+19 P2y oo Pm)’
Pis Pas e Py :

el
e

A prH1,p2s o spm)s O ool 1



136 K. Mahler [42]

ferner
0
%_l,( P1s st---:Pm) (o1 ... 0
P1t+1, pas e v o P Dol :
0 0 1
und

m(o)( Pis Pzse- Pm):
P1tL, pas e o P

L W (o1, pas oo o Pon)s - - oo W(p1+1, pay v v ey )
0, W (P11, Pas « + o Pum)s « - » Wh(py+1, Pas s s s Pm)

0, Andp1+1, pas v v oy P)s « « oo AL (P11, P2y v o o3 )

Mittels der Gleichungen

AD(py, pay -+ s pm) = AV (py, p3s -+ +» pra)+EVE,
AD (o1, pas -« v ) = —AD(py, pas - - o5 P
AP (py+1, pys v v vy pm) = —AD (py+1, pas - - oy Pm)“'cc(rl-{)—lE

lassen sich alle auftretenden Koeffizientenmatrizen durch die
beiden speziellen

AD(py, pys « v oy pr) und AV (o141, py, - . s p)

ausdriicken.
Alsdann wird in ausgerechneter Form:

Pt pes et P
Pll(z 2 ) = Z+A(111)(P1+1a P23y + s s Pm)'—"
P15 Pas - Pm .

— A5 (p1s P2y - - s P
= "“Agc)(Pls P2y« s Pr)

(k=28,...,m),

P+l pgy e e sy Pm)
P1s Pas v Pm

+A£11)(P1+1a Pas « s Pm)
(h=2,3,...,m),

(z Pit+1, pys e sy Pm) .
1 =
Pis P2y Pm

1 ’0", m
Ph,,(z Prt1s Py p)=1 (h=238,...,m),
P1s Pas- - Pm

1L, poy vy
Phk(z Prt1, o ”"‘) =0 (hk=2,8,...,m;h k),
P1s Pas - Py
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und entsprechend

Pi> Pas - Pm
Bz ) =1
\pi+1, pas - - P ’

Pis Pzs - Pm
s'Blk 2 ) = (1)(P1+1 P2s « - o pm)
p1t1lpes e s p
k=28,...,m),

P1s P25+ Pm

= +A{p1s p2s - - > Pm)
P11 p2s e v o P Wi o

(h=2,8,...,m),
= 2+ AR (p1s Pas - + s Pm)—
—Aﬁ)(pl—}—l, P2s -« Pm)+c(1) cggl
(h=2,8,...,m),
Prr Pareco Pm) = A&)(Pls Pas -+ v Prm)™—

P11 pas + - oy P
{1)(P1+1 Pas - + s Pm)
(hyk =2,8,...m;h k)

( P1> P23"'3Pm.)

P1t1s pas oo s Py

P (z

Die beiden Matrizen
1, Pas v« oy P
P1s Pgs -+ Pm

sind hiernach eindeutig bestimmt, wenn man die beiden Koef-
fizientenmatrizen

AN (py, pgs o s pr) und AN (py+1, py,y v o oy p)
kennt. Man kann demnach folgenden Satz aussprechen:
“Stnd die beiden Matrizen
Az | p1s 2>+« o p) und AP py+1, py, . . s pra),s
bekannt, so ist die Matriz
A | py+1, pas v v Pr)

eindeutig bestimmt. Kennt man auch noch die Matriz

Pis Pas -« Pm)
P11 pas e o s P

QI(Z I P1> Pas »+ pm)’
80 ldasst sich die weitere Mairiz
QI(Z 1P1+1’ P2y + v o5 Pm)
ebenfalls auf eindeutige Art angeben’.
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33.) Drittens sei
P1 = P11, ps = pa—L, py = Pas -+ s Pru = Py
Auch in diesem Fall sind beide Uebergangsmatrizen
1, pp—1, ...
Pis P25 o Pm
von erstem Grad in z. Die allgemeinen Formeln nehmen die

Gestalt

P(z p1t+1, pp—1, ..., Pm) — zA(_l)(P1+19 pe—1, ..., Pm) +
P1> Par -+ Pnm P1s P2s « 5 Pm

P15 P2s '--,pm)
pit1,ps—1, .. py

(Pt p—1, ..., p ~
+ (A< n( ) e, )
1> 25+ Pm :

pi+1,p—1, .., Pm))

+ A(m(
P1s P2s - Pm

pl’ P2’ R pm) — za(_l)( Pl’ p25 "’ *2 pm) +
p

P11, pe—1, ..., pp 1+ pe—1, .. pp

- P> P2s = Pm
+ (QI( 1)( ’ )A"u)(Pl’Pm""Pm)’*‘
P11l pe—1, .., pp

+ (%(0) ( P1> P2s - pm))
P1+1’ p2~1’ o Pm

an, und zwar ist dabei

Bz

(1 0 0 ... 0
0 0 0
1, po—1, ...,
P1s P2s =+ P ..
0 0 O 0 )

und

AO (P1+1, pe—1, ..., Pm) .
P1» Pas « e P
(A§.1],)(p1+19 p2~1? * v ey Pm)’ 0, O s v » 0 3
AR (p1+1 pe—1, .. s pp), 0,0
= AP (p1+1, po—1, .., p,), 0,1...0 |,

<

\AS}(Pff‘l, Pz"”ly .0 ey Pm); O, 0...1 )
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ferner entsprechend hierzu:

oo
oo
<
<o

Qt(_l)( Pi>s P2 e Pm) — 0 O 0 0
pit+L o pe—1, ... pp . .

und

QI(O) Pi1> P2 st pm) —

L o1, .o p
0, AR (p1+1, po—1, .+ 1, p), 0... 0
0, AP (p1+1, po—1, . . ., pp) O ..
= 0’ mgé)(f)l"f“l’ P2~1) .. o0y Pm), 1 PPN O

<

.

0, g[ﬁz)(Pl“!‘l, pz""'l, s oay Pm), 0...1
Mittels der Gleichungen

AD(py, payevvy pm) = AN (py, pas -+« oy p) eV E,
gI(l)(F’lv Pas Pm) = _A(D(Pl, Poy s oo Pm):
AV (o, 41, po—1, .. oy pp) = — AV (o1, po—1, ..., pu)—cVE

lassen sich alle auftretenden Koeffizientenmatrizen durch die
beiden speziellen

AN (pyy sy« o o py) und AW (p,+1, p—1, .. ., p,,)

ausdriicken.
Alsdann wird in ausgerechneter Form:

P1+1’ P2M19 e Pm)

= 24+ A8 (o1, pp—1, .. ., p)—
P1s Pas ++ o Pn .

"“A;ll)(Pv P2s <« o Pm)!

= "‘Agc)(Pls Pas » « o5 Pm)
(k::2,8,n'-,m)!

P1+1’ Pg““l; ARIRE] Pm)
P1> Pas  + v Pnm

= +A§zll)(P1+1’ Pa—1, ... pm)
(h=28,...,m),

P15 Pz -+ Pm

= 0,

( P+l pp—1, .. Pm)

1 -1, . P
Pzz(z P11, ps P
Pi1s P2s + Py
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1, po—1, ... p,
1%@“+P2 P)=1 (h=8,4,...m),
P1> P2s v Pm
1, p—1,...,
1%@“+ P2 Pﬂ:o (hk=2,8,...,m3h k),
P1s P2> + - Pm
und entsprechend
P> P2s  « 0 P
‘-Bu(z ) = 0,
P11, py—1, .. . pp

+ A5 (P15 P2s - + s Pm)
(k=1,84,...m)

Pis P2y -+ p
%hz(z p +1 p ‘_:1 pm) = ‘—Aglh)(pl"{”la PQ"—I’ Y pm)
1 s Pa s v ey Py
(h=1,8,4,...,m),

Il

P15 Pzs + o Pm
B )
= pitLp—1, .. py,

P1s P25 o Pm
B 2(3 ) =
2 p1tL o pe—1, ..., p,

= z+A;§)(Pl9 Pas - o Pm)"‘Aélz)(Pl"!‘]s P2—1L, . s Pm)s

P1> P25+ Pm
$(z ):1 (h=84,...,m),
" P+l pe—1, . pp

513,,,,(2 P> P2 "”p”‘):o (hok = 8,4, ...,m; h #k)
p1+1L pp—1, ... py

Die beiden Matrizen

1, po—1, sy po
P(z Pl po p ) und §B(z
Pi» Pas o Py

sind hiernach eindeutig bestimmt, wenn man die beiden Koef-
fizientenmatrizen

AD(py, pyy + v oy p) und AP (p1+1, pa—1, ... py,)
kennt. Man kann demnach auch folgenden Satz aussprechen:
“Sind die beiden Matrizen

A ] p1s pas + + s p) und AV (py 41, py—1, .. ., pp)
bekannt, so ist die Matrix

Az pi+1, po—1, . . oy pr)
eindeutig bestimmi. Kennt man auch noch die Matriz

P1>s Pas - Pm)
pitL o pe—1, .. py

%(z l P1s P2s -+ = Pm)a
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s0 ldsst sich die wettere Matriz

Az | pr+1, pa—1, .. oy p)
ebenfalls auf eindeutige Art angeben”.

84.) Die drei letzten Paragraphen {iihren zu einem merk-
wiirdigen Ergebnis. Nach ihnen lassen sich aus der Matrix

A2 ] p1s p2s - - o3 Pm)
die Matrizen

A | prt 1L pet1, oo prt1), AR o1+, pos v - o P)s
Az | py+1, ps—1, . . . py)

eindeutig bestimmen, wenn man die zugehorigen ersten Koef-
fizientenmatrizen

AV (pi+1, pot+1, ..y prt1), A (py+1, pos e v o5 Pim)s
ANy +1, py—1, .. ., py)

kennt; aus Symmetriegriinden miissen sich also auch die Matrizen

A(z | py+ds, Pz“fafz» e e os PmtOpm)s
A3 ] prH0n—051, pat+02—0, - o Pt Orm—,m)
(,g=12,...,m;fs£g)

eindeutig bestimmen lassen, wenn man ihre ersten Koeffizienten-
matrizen

Au)(P1+6f13 P2+éf2’ ..oy Pm+6fm)s
A(“(Pl“*“én”“‘sw p2+5f2_602’ R Pm+6fm“5am)

kennt. Wendet man diesen Schluss mehrmals hintereinander an,
so folgt, dass man aus der Matrix

A% ] p1s pas v+ v Pm)
in eindeutiger Weise alle Matrizen

Az p1s Pas - o5 Pm)
mit

m m
4
Z Pr = Z Pi
k=1 K==}
bestimmen kann, wenn die ersten Koeffizientenmatrizen

AWM ol pfr)) (t=0,1,...,1)
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fiir eine Kette von Parametersystemen

0, 0, L., pin (r=0,1,...,1)

P1

mit
0 0_ . 3“ !’ t__ i t,__ 4
P(1°)=P1aP{2)=P2w--, fn)—‘Pmng)—PvP(z)“‘Pz""’ in)‘”“/’m

gegeben sind, von denen jedes aus dem vorangehenden hervor-
geht, indem man entweder alle Parameter gleichzeitig oder nur
einen einzelnen um Eins vermehrt oder indem man zu einem der
Parameter Eins addiert und von einem anderen Eins subtrahiert.

Nun ist aber
A(z]0,0,...,0) = E,

wie aus der Definition und den Eigenschaften dieser Matrix un-
mittelbar folgt. Wegen der allgemeinen Identitit

Az p1s s« v o p)W (2] P1s Pas « « s Pm) = Yo(3)E

ist folglich auch
A(z|0,0,...,0) = E.

Also ldsst sich der folgende Satz aufstellen:
“Wenn die erste Koeffizientenmatriz

A (py, pas v v v Pm)

fiir alle Werte der Parameter bekannt ist, so sind sowohl die Matrizen

A= ] p1s P2s -+ s Pm)s
als auch die Matrizen
Az | p1s P2y -+ o Pm)
gleichfalls fiir alle Werte der Parameter eindeutig bestimmt’.
Es geniigen also schon die simtlichen ersten Koeffizienten-
matrizen, um auch die beiden Niherungsmatrizen fiir alle
Parameterwerte auszurechnen. Dabei ist bemerkenswert, dass dann

bei dieser Ausrechnung kein Gebrauch gemacht werden muss von
diesen Funktionen

f1(2), fa(2)s o5 fiul2)s
die angenshert werden sollen.
35.) Alle bisherigen Ergebnisse nehmen eine besonders einfache

Gestalt an, wenn m = 2 vorausgesetzt wird. Dann bestehen die
Identititen
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A1 (3] p1s p2)f1(2)+A1(3 | prs p2)fa(2) = Ry(2 | pys pa)s

Ap1(2 | p1s p2)f1(2)+A0s(2 | p1s p2)fa(z) = Rl | p1s p2)s

Wzo(2 | p1s p2)f1(2)— Uy (2 | p1s p2)fa() = Rapa(2 | P15 p2)s
—Usa(2 | 1y p2)1(2)+A1a(2 | p1s p2)fa(z) = Rum (2 | p1s p2);

und die Gleichungen

IAn(z)Pl’Pz)l = P1s 4412@*91:%’2)[ = py—1,

Ay (2 IPlaPz)} =p—1, lAzz(zlePz)‘ == Pa>
!Rl (= | p1; Pz)' = 0O, Ry (%] pys Pz)[ =0,

Usa (2 | py, Pz)l = P1» l%m(z | P15 Pz)l = pp—1,

]%12(3 [ Py Pz)} =p—1, ‘2[11(3 [ P1s Pz)l == Pg>
Rara(z | Pl,Pz)l = 0, 18%121(?31 PpPz)] = 0,

so dass man auf Grund der beiden Eindeutigkeitssitze zu den
folgenden Uebereinstimmungen kommt:

4312 | p1s p2) = +Uaa(2 | p1s pa)s A1a2(3 | p1,s p2) = — Wi (2 | p1s P2)s
An (2] p1s pa) = —Wial2 | p1s p2)s Asalz | 15 p3) = + U1 (= | pys p2)s
Ry (2] p1s p2) = Raalz | p1s P2)s Ry (2] p1sp2) = Ryailz|p1s p2)-

Diese Beziehungen sind wegen

D(3|p1s p2) = A11(2[p1> p2)Ana(2]p1s p2)—A1a(2|p1s p2)An(2]p15 p2)
= "/)pﬁ—pz(z)
auch eine unmittelbare Folgerung aus der frither bewiesenen
Beziehung
A(z | p1> p2) W (2 | p1s p2) = ¥y 4, (2)E.

Es ist also hinreichend, sich auf die Untersuchung der einzigen
Matrix
Az | p1s p2)

zu beschrianken, wenn m = 2 ist. Alsdann nehmen di¢ Funktional-
gleichungen aus den letzten Paragraphen die einfache Gestalt

AR | prt+1, pet1) =
_ (2+Aﬁ’(m+1, pat1)— Af (P15 pa)s AfF (P11, po+1)— A5 (py, py) ) y
Ag)(/’l“f‘l’ Pz”‘l)“Ag)(Pl’ p2)s 3+ A5 (p1+1, pat1)—AL (p1, p2)
X A(z ] pys p2)
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und
Az | prt1, py) =

(z+A§i’(P1+1, p2)—A5Y (p15 p2); ~_A%)(pwo“!)) A (=] py, ps)
+AR (o1 +1, pa), 1 o

und

A(z] prt1, pp—1) =
_ (z+Aﬁ><pl+1, pe—1)— AR (py, po), — APy, pz)) Az | py pa)
AR (o1, pa—1), 0 o

an. Man kommt in diesem einfachen Fall auf die gew&hnlichen
Kettenbruchentwicklungen fiir das Verhaltnis

—f1(2) 1 fa(z)

zuriick.

V.

86.) Durch die bisherigen Ergebnisse wird ein Einblick in die
Eigenschaften der Matrizen
Az ] p1spg- - o pm) und Az [ py, pa e o5 p)

gewihrt. Es soll nun gezeigt werden, wie man dieselben wirklich

berechnen kann.
Diese Berechnung kann auf zweierlei Arten geschehen, ent-
weder nach Hermite durch ein rekursives Verfahren, indem man

die Matrizen
1, 1,..., 1 1, p0...
P(z p1+1, pat+ Pmt )), P(z p11+1, py P:a)’
P> Pas -+ Pn Pis Pz p

1, pa—1, ..., pn
P(z P1+1, py P )
P1s P25 -« Pm

Pis  Pas ++e Pm ) g’B(z P> P2y - Pm)
2 »
P1+1’ P2+1’ LR AR pm+1 P1+19 P22 Py

;B(z P1r Pa pm)

P+l p—1, .. pp
aus den Werten der Funktionen

Bz

Ry(2] p1s p2s + + s ) Und Rpi(2 | p1s P25+ + 0> P)

berechnet und alsdann von den Formeln
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A(=]0,0,...,0) = F und %(z]0,0,...,0)=FE

zu immer grosseren Parameterwerten aufsteigt, oder indem man
alle Matrizen

A(z | p1s P2s -« o Pm) und A2 | py, pa; - - o5 pr)

in geschlossener Form mittels Determinanten ausdriickt. Diese
beiden Verfahren sind besonders einfach bei den Matrizen

A p1sPas -+ o P

.aus diesem Grunde beschrinken wir uns im allgemeinen auf ihre
Betrachtung.

37.) Seien

?

’ ’
P13 Pas « - vy P UNA Py, Pos e e sy P
zwel verschiedene Parametersysteme mit
m m ’
2= 2 pe
Kax} k=1

Alsdann ist nach Definition

Ap(z ] P;’ P;, “oey P;n) =

m ! 14 ’
P1s> Pas -+ s P
= ZPM(z 1T ’ m) Ap(2 | p1s Pas v o Pm)
=1 P1s Pas <+ » Pm
(h,k=1,2,... m),

QI:‘ak(z l Pl’: P;: o v uy P:n) =

”m
P1sP2s«« 0 P
::;1"87&! (z ros :n) Wz | p1s P2s -+ « s Pim)

13 P21 ¢+ *s Pm
(hyk=1,2,... ,m),

ferner ist

m
Rh(z | P1s P2s+ « 2 Pm) =-‘~k21Am:(z | P15 P2s -+ o Pm)fk(z)
(h=1,2,...,m),

m
Ri(3 ] pys Pas v« s Pra) =k§1f1m(z [ P15 Pas + + s P )ful2)

(h=1,2,...,m)
and
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sthl(z | Pis P2s » » =5 Pm) =
= Wp (2] P15 P2s - + +s P )fr(2) — W3 | P15 Pas -+ o P )f1(2)
(hy ksl =1,2,...,m),

Roea(Z | Pys Py v v o Pra) =
= W, (3| P;a P;s Y P:n)fk(z)“ahk(z | P15 Pas -« o P )f1(2)
(h ke, 1=1,2,...,m).

Also miissen auch die Transformationsformeln
? 14 4
Ry(z | p1s pas - v o Pm) =

m r 4 4
P1s P23 =« P
:ZIPM(zP’P, ’pm)Rj(zlplspz"”:Pm)
= 19 2y v o ey m
(h=1,2,...,m)

mhkl(z i P;9 P;s LR IS P:r:) =

m
pl p2 -°~9Pm
::.ZIEBM(z ” ) 1)§Rm(zIP1: P2+« > Prm)
J=

Pis Pas + v o Py

(h,k,l:l,2,...,'m)

bestehen.
Gemiss den Voraussetzungen sind die Funktionen

Ry(z ] py, Pas o o Pu¥e(2)Y, Ry P;s P;a T P:n)y’a’(z)hl’
Roxr(2 | p1s Pas + o P )We(3)7], Rppa(2 | P;s P;’ ooy Pf’n)'/’a'(z)‘la

die in diesen Gleichungen auftreten, in allen Punkten
B1s By Bgs v s -

reguldr. Sie lassen sich also in endliche Interpolationsreihen

Rh(z [ P15 Pzs = Pm) =
A1
== Z R;;“(Pl’ Pzs « o Pm)WA(z)‘!"R;zﬂ)(z | P15 Pas - o Pm)’!’,u(z)o

As=qg

Rz | p1s pos e - o pm) =

=j§jﬂs"<p:, Po -+ o PrIAR) TR | P i - - 2 P)(R),
Rora(2 | P1s P2y - v Pm) =

::gg{;f}z)x(f’u P2s o P )PA(2)FRENZ | 1y P2s « + o Pm)¥a(2),
R (2 | p1s P2y« + o P) =

a1 ,
= 2 Bdlers oo - o P )2 )R | p1s Py - - o Pra)al?)
=g
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entwickeln, wobei die Restfunktionen

R;sp)(z | P1s Pas + « s Pm)s R;;“)(z ‘ P;’ p;, s oo Prln)
R | P15 P2s + « o5 Pm)s RN | p1s Pas + - o )

-

in G reguldr und die Koeffizienten

RN (pys pas « « o Pm)s RP015 pas « + o5 i)y
’ F 4 I
m;:}t)l(Pl’ PZ’ R Pm)’ ER;%)I(P19 Pg, v e ny Pm)

von 2 unabhéngig sind.

38.) Die letzten Ergebnisse fithren leicht zur Berechnung der
sechs Matrizen

1 1...pp+1 1, P2s e o P
P(z P11, pot Pt )’ P(z P11, pa; P )
P1s Pzs -+ Pm P1s P25+ s Pm

P(z p1+1, pp—1,. .., Pm)
P1 P25 o P
P1> P2> » Pm ) (2 P1s Pasee Pm)
pit+L o pe+1, . ppt1 ’ P11, pas oot P
SB(z P1> P2s - Pm)

p1t+1p2—1, . Py
Zuerst werde die Matrix
P(g pitL ptl, .., ,,,,,+1)

Pis P2 v+ Pm
betrachtet. Thre Elemente haben nach 81.) die Form

Bz

Phk(z p1i+1, pot1, ..., pm+1) —_
P1s P25 - Py
+1 +1,... -+1
= %z—{—P;.k(pl > P2 > Pm ) (ho=1,2,... m)
pl’ Pas seey Py

mit von z unabhingigen Gréssen
p1t+1, pat1, ..., Pm+1)
P1> P2y <+ Pny
(b k=1,2,... m).

P,,,,(

Es ist
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Az p+1 pet+1, 00y pt1) =
< 1, 1,...,p,+1
=3 P,,j(z p1t+1, pot Pmt

) Au(z]p1s par -« o pm)
Pi1s P2s e+ Pm

(hy o =1,2,...,m),

R,(z | pr+1, pot1, ..., pptl)=
— % P (z p1+1’ p2+19 v oo ey pm+1
== s

) Ry (3 1p1s pas )
P1s P2s -+ Pm

(h=1,2,...,m);

ferner muss nach Definition

lAm:(z [prt1 patl,..., Pm+1)! = peton
(hk=1,2,...,m),

|Ry (2] prt L potl, -« oy pt1)] 2 o4m
(h=1,2,...,m)

sein. Hiervon folgen aber die Gradungleichungen ohne weiteres
aus den Voraussetzungen

lAhIc(z L P1s P2+ o s Pm)| = prtOm—1
(hok=1,2,...,m),

= Ome

p1it+1, pat+1, ..., Pm+1)
P1> Pa> -+ Ppn

P,,,c(z
Also muss die Matrix

P@

schon bestimmt sein durch die Ordnungsungleichungen

| Ralz ] prt1, patl, . oy putl)| Z o4m
(h=1,2,...,m)

(hk=1,2,... m).

1L, ot 1, e pm+1)
P1> P2y -+ Pm

und wegen der Eindeutigkeit dieser Matrix miissen sich die Kon-
stanten '

P (P1+13 P2+19 Mg ] Pm+1)
hk
P1s P25 -+ Pm

(kb =1,2,... m)

schon allein aus diesen Ungleichungen erhalten lassen.
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Jetzt ist nach 87.)

Rh(z | P1s Pas -« s Pm) =
o+m—1 2 (o4m)
= AZ R (p1s pos - - o P )PaR)FRET™(2 | p1, P2s + + o2 P )Wy (2)
gy

(h=1,2,...,m),
Rh(z ‘ P1+‘1, pg"!“l, .o oy pm+1) ==

= RJ(:M)(z [Pt pot1, .oy Pt 1)00im(3)
(h=1,2,...,m).

Setzt man diese Werte in die Identititen
Ry(z | py+1, pst1, .. oy putl)=

b 1, 1, ..., pnt1
— ZPM(Z p1t1, pat Pmt

) Ri(2 ] p1s p2s - - o5 Pm)
P Pas =+ Pm

(h=1,2,...m)

ein, so folgt, dass jedes der m Polynome
Oa(z) =

a+m~1 m
prt1, patl, .oy ptl
= > w(z)X Phi(z ! ?
Am=gr Ju=l

) RM(py, Pas « « o5 Pm)
Pis P2y +- Pm

(h=1,2;...,m)

durch das Polynom
Voim(3)

teilbar sein muss. Das sind genau m? lineare Gleichungen fiir die
m? Ausdriicke

1, ... 1
Phk(pﬁ pat Put ) k=12, ...,m
P> Pas +++ Pm

und wegen der Eindeutigkeit der letzteren muss die Determinante
des Systems von Null verschieden sein.

89.) Um nun zu einfachen Lésungsformeln zu kommen, beachte
man, dass

% P (2{ P1+1, P2+1, s e ey Pm+1
hs
P1s P2s - Pm

== (z"'z/\+1)Rl(;A)(Pls P2s « + + Pm) +

m
p1+1, pot1,..., pp+1
+2 (6"’z"+1+PM( PR I T ) RP (o1 pas -+ s )
fe=1 Pis Pas o0 Pm

) RM(py, pas v v s pr) =
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ist; es wird somit

o-+m
0,(z) ::Az QWM (2) (h=1,2,...,m)

mit den Abkiirzungen

n P +1:P2+l,"' P +l
oV =3 (6h;za+1+P;.’( i o R{™pys pasees P )s
1 P1s P2s e Pm

m

Q;:U = Z (‘sh;zA+1+P »5(

J=1

pl+19P2+15"‘9P +1
")) R pys pgs s pm) +
Pis Pos <o Pm

+ R;;A-_l)(Pls Pas -« o Pm) ("" = 0+1, o+2,.. *? G+m_~l)’
Q;.V+m) — R§‘0'+m-l)(Pv Pas s o o Pm)'

Offenbar konnen aber die Polynome

o+m
2 o SlNEY (h=1,2...m)
Ul

nur dann durch g, ,(3) teilbar sein, wenn die m? Gleichungen
QP =0 (h=1,2...,mi=00+1,... 0+m—1)

erfiillt sind. Es miissen also folgende m? inhomogenen linearen
Gleichungen von den Konstanten

P+l patl, . pptl

) (b =1,2,...,m)
Pi1s P2y -+ Pn

PM(

befriedigt werden:

m
pi+1, pa+1, .. . p+1
0= E PM( T " R;‘T)(Pv Pas + v Pm) +
=1 P1> Pzs v Py
+ zaHRs;d)(Pl’ Pas ++ s Pm) (h=1,2,...,m),
m
P1+1: P2+1: MR P +1
O:ZPI&"( " R?)(Pl’ Pas » + = Pm)+
Jeel P1s Pa> vevy Py

-+ za-i-lR;xA)(Pl’ P2s -« Pm)“TLR;:\«l)(Pl’ Pas -+ s Pm)

( h=1,2,....,m )
A=o0+1,0+2,..., 04+m—1)

Dieses Gleichungssystem kann durch Matrizen sehr leicht in
expliziter Gestalt aufgelost werden. Dazu werde zur Abkiirzung
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P(p1s P2 - - o Pm)
R(lo) (P19P2’ R Pm)’ R§”+1)(P1’P2’ coesPrm)r e R(lﬂ’m—l}(f’l, Pas e+ sPm)
Rgr)(Pls P25« Pm)s Rﬂ(xﬂ'l)(Pla P2y Pm)sevos R(2”+m*l)(f’1’ P2+« Pm)

Ri:)(f’h Pas» e Pm)s Ra(rr?+1)(Pl’P2’ ceesPrm)s e RS;HFM“I)(PUPz’ sey Pm)

und

(3,00 1L, O ... O
0, 2,0, 1 ... 0,
0, 0, 2,,9, ... O,

M= = e

Z(pys 3y v v s Pr) = . . .
0, 0, 0 ... 24m1p 1
\ O, 0, O e 0, z(,_*_m J

gesetzt. Die vorigen Gleichungen sind dann gleichwertig der einen
Matrizengleichung

p1+1, pot+1, ... put1
P(l o o Plpys P2y -« s pm) +
P1, Pa> -+ Pn

+ P(p1s pas + o Pm)Z(P1s P2y -+ + o Pr) = O

und lassen sich also 16sen in der Form

P(P1+1’ pet1, ..., Pm+1)
P1> Pas - P,
= —P(p1s P25 + « s Pm)Z(P1s P2s + « s Pm)PP1s Pa- -« - Pr)

oder auch

P(z P+l ot .., pm+l)
Pis Pas ++o Pp
= P(pys Pas « - s P} (EZ—Z(py, Pas - + o Pm)) P(P1s P2s + « o> Pm) 72

Wegen der Eindeutigkeit der Matrix
P(z P11, pot+1, .y Pm+1)

P1> Pas ++ Pm
folgt hieraus erstens, dass die Determinante jeder Matrix

P(Pl’ P2s » + »s Pm)

ungleich Null sein muss; dies ist eine neue Eigenschaft, wodurch
sich die vollkommenen Funktionssysteme auszeichnen.
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Zweitens folgt aus den letzten Gleichungen als Probe wieder
beim Uebergang zu den Determinanten

’P(z ptd ot p,,.+1) _ Vorn(®)
p]’ Pg, .. ey pm y)d(z)
1 t+L po+1, .., pp+1
P( lp H 2p 3 ? "np —_— (—-——l)m ZU+1,ZU+2, “ . ey z‘r+m,
1 29 v ey m

wie schon frither bewiesen wurde.

40.) Die Formel fiir

P(z
ergibt wegen

1, 1, ... 1
P(z P1+ p2+ Pm+ )ﬂsr(z
P1s P2> <« Pm

p1+1, p+1, .., Pm+1)
P1> P2y <+ Pm

P1s Pzs v Py )____:
prt+1, p2+1, ..o p+1

wa+m(z)
E
¥o(2)

die weitere Gleichung

%,(z Pry  Pas v Pm )z__:
prtlipatl .y ppt-l
Yoim(Z)
— ;+(zT Plp1s Pas -+ s P )(EZ—Z(p1, Pas - - s pn)) 2 P(p1s P2y - o s pra )

Es ist aber auch moglich, die Matrix
Pi>s P2s <+ Pnm )

Bz
pi+1, po+1, . o prt1

in independenter Weise als Funktion der Koeffizienten

m;?c%(f)l’ P2s « + o Pm)

darzustellen. Es ist dazu nur nétig, ihre Elemente

P1> P2s -+ e Pm)

= 8 kzm—l
pi+1,ppt+1, .o, ppt1 *

%Bhk(z

plus niedrigere Potenzen von z

so zu wahlen, dass die sémtlichen Polynome in z
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Dpa(2) =
o-4m-—1

= 2 w(z)fi ﬂ?’hi(z
A=gr i=1

P> P32 ve P
p1+1 P -{-—’1 p _’r_l)%ﬁ'ﬁ(m, Pas e ooy Pm)
1 s P2 s oo vy Pin

(b, l=1,2, ..., m)

gleichzeitig durch
1/)0'+m (Z )

teilbar werden. Die hierzu notwendigen Rechnungen scheinen
jedoch sehr umsténdlich zu sein; es werde daher darauf ver-
zichtet, sie wirklich durchzufiihren.

41.) Zweitens werde die Matrix
1, pgs - - - P
P(z P11, py P )

Pis P> P
bestimmt. Nach 82.) besitzen ihre Elemente die Form

1 ce 1, p0s ..
Pu(z p1+1, pas ’ Pm) — 2+P11(P1+ P2 ’ Pm)’
Pis Pzs v s Py Pi> P> ++ o Pm
ka(z pitLlopas ..y Pm) _ Plk(p1+1’ P3s » o0 Pm)
P1s P2y s oo Py P1s P25+ 5 P

(k:.:2,3,...,m),

h1(2 Pi+L pay .o oy pm) . p (p1+1, Pasr s s o pm)
= Bl

Pis  Pa2s - Pm P1> P2> -« s P
(h=2,8,...,m),

+1) 3 v . sy
P,,,,(z P Pa p’”): 1 (h=2,8,...m)
P1s P25+ Py

1, pas v e o
Phk(z Pl oy ”)—__— 0 (hk=28....,mhk)
P1s Pzs « o P

und zwar war bereits festgestellt worden, dass

P+l pgs . yp
Puf P) = — AR, b o )

P1s P25 Py
(k=2,8,...,m)

ist. Um auch noch die Elemente mit £ = 1 zu erhalten, werde
von den Gleichungen
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lR,,(z | P11, pgy e oy Pm)] = o+1
(h=1,2,...,m),

Rh(z ] P1+19 Pas o« o Pm) =

”m
P1tL pgs e p
= Z %Y (z ; p pm) R{(z|py; pas + + +» Pm)
= 1s 23 > 0 0y Py

(h=1,2,...,m),

Rh(z [ P15 Pas s oo Pr) =
= R)(':’)(Pl’ Pzs « <o pm)wa(z)+R§¢d+1)(z I P1s Pas + « »s Pm)y)a-kl(z)
(h=1,2,...,m)

Gebrauch gemacht. Es miissen hiernach das Polynom

WU(z)(zR(ld)(pl’ P2y -« v pm) +

i P1t1pas e o s P
+ jz Pli( » ) R:(iv)(pl’ Pas « + pm))

=1 P15 P2s «+ 5 Pm

und die Polynome

PrtLpas e v Pm) 1o
Yo (%) (Phl( ’ m)'R(l )(Pppz"“s Pm)+R§=a)(P1’P2"'°9Pm))
P1s P2y+v s Pm
h=1,2,...,m)

durch y,,,(z) ohne Rest teilbar sein; das fiihrt auf die Gleichungen

S .(p1+1, Pas++ s P

)Rﬁ"’ (P1s Pas + - s Pm) +
P P2 v+ Pm

-+ zo’-f-lR(lq)(Pl’ P2s + 0 Pm) = 0,

P11l pas e v P
Pnl( )R(la)(f"l’ Pas + + o Pm) R P15 P25 -+ s Pu)=0
P15 Pasec o Pm
(h=2,8,...,m)

Jul

und liefert also die Werte

1, 00, .. o
P, (p;+ ;,2 zm) _
15 2y » oy Py
= g -+ % A(lgc)(pl’ Pas - Pm)Rgr)(Pl’ P2s + + = Pm)
R~ R (p1s P2s - o Prm) ’
P (P1+1, P2s -+ o pm) _ RPp1spase - pm) (h=2,3,...,m)
hl - T iy Dy e e ey »
P1s  Pzs o Pm R(lv)(Pla P23+ Pm)

womit auch die restlichen Koeffizienten bestimmt sind.
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42.) Man kann die letzten Formeln zusammenfassen in eine
einzige Matrizengleichung. Seien zu diesem Zweck zur Abkiirzung
die Matrizen
AR p1s P2y« o o pm) =

B—Rg+1> “"A%)(Pla P2s « « o Pm)s 20 ey ’“Ang(Pls P2s + « Pm)
0, 1, e 0

09 O’ LR 1 /
und
( 1 0, ... 0)

R (pys pas - « - P)
R(lq)(/’l’ P2s « + +s Pm)

» 1, ..., 0
R{p1s p2s -+ s pm) =

R (py, P25« + s Pm)
\ R(la)(Pl’ P25« - Pm) ’ /

eingefiihrt. Es ist dann offenbar

P1+1; P2s v o o5 Py

P(z
P1s  Pos oo Py

) R{p1s p2s + -+ o pr) = A( | P1s P2s -+ - o Pm)

und also schliesslich

P(Z P11 pas - o o5 P
P1: P25+ Pm

Beim Uebergang zu den Determinanten folgt hieraus wieder

P(z pPit+L pgs ety pm)

P1s P2sev s Pm
wie es sein muss.

) = A(2]p1, Pas  + o Pm)R(P1s Pas + + 2o p) N

= 32541

43.) Wegen
1 “
P(z p1+1, py, > Pm) S'B,(z

Pis  P2s « s s Py
ergibt sich aus den letzten Formeln die Gleichung

® (s

P1s Pas e pm) (
== (g — 2 1)E
P1t+1, pas o oo P i

P1s Py s e Pm)
p1+1, pg, ..o, Pm
= (z'—"zm{—l) R(Pl’ P2s s« Pm)A(z ’ P1s P2s « » Pm)‘l'
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Aber es ist auch mdoglich, diese Matrix in independenter Weise als
Funktion der Koeffizienten

QI;;C)(pl’ p2’ MRS pm)’ m;gc’%(f)l, pg, s v ey pm)
(hk,1=1,2,...,m)

darzustellen. Es ist ndmlich nach 32.)

Pi> Pas s Pm
B (2 ) =1
ot pes s ’
Pis Pas -0 p
$h1(3 , m) == ”9[531)(/’1’ P2y« « s Pm)
prt1,pe oo P
(h=2,8,...,m)
und ferner
P1s Pas o+ Pm Pis P2y Py
pt k(z ) = 5&7:24‘%3“( )

MUt par e s pm P11, Pas - o s P

(hzl,Q,...,m)
k=28 ...,m/)

wobei die Ausdriicke

Pis P2s - Pm
B )

P11 pgs v ot P

im Augenblick noch unbekannte Konstante sind. Weiter erhilt
man hieraus und aus den Formeln

Rz ] p1s par v v Pm) =
= R P1s Pas + + s P )W (B) RV (2 | P1s P2s - - o» P Wosa(2)
(hy byl =1,2,...,m),

Runalz | p1t1, pgy - v oy ) =

= § ngM(z

P1r P2s s Py

SR'Icl(z } P1s P2s + + o Pm)
Pr+1, pgs - e o Pm) ’

(hlyl=1,2,...m)

Lmhkz(z | p1t1, pas v sy Pm)l = o041 hkyl=1,2,...,m)

die linearen Gleichungen
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< Pis Pzs--p
52; C‘Eli(z pi+1, p p ) m;ﬁ(Pl’ Pzs > o Pm) =0
. 1 s Pas ¢ s P
k,1=1,2,...,m)

“ P1s P2 p
b AR | m
.ZIS’BM(“’ pi+1, p o ) RN Prs Pas + - o Pm) =
o= 1 s P2y o v o m
h=2,3,...,m)

= (8—Zg41)Ri%H (P15 P2s = s Pm) (k, l=1,2,..

Das System der m? Indizespaare
k1 (ky1=1,2,...,m)

werde jetzt in einer ein fir allemal festen Reihenfolge ange-
ordnet und symbolisch mit

Pis Pos - - P (M = m?)

bezeichnet. Fiithrt man dann die beiden Matrizen aus m Zeilen
und m?-+-1 Spalten

R(p1s Pas -+ s Prm) =
1, mg‘;)l (P1s P2s =+ s Pm)s o o ER§‘;L, (P13 Pas - + s Pm)
0, mg;)l (P13 Pas <« os Pra)s + v o mg;)u (P15 P2s « - +s Pm)

0, ml(ph P2y s o Pm)’ Y m-,(;:zM(Pl, Pas ooy Pm)

und
(2] prs Pas o s Prm) =
1, O’ vasy 0
“%{éll)(Pl’Pza oo Pm)s (z“‘za-%l)mé:i(f-’hpzv“’ Prm)seess (z“zaﬁ-l)mgp;,(Pl’Pz’ ces Prm)
—~ UG (P15 P2s e vs P (z~za+1)3?$1(ﬁppzw Y R (Z—zaﬂ)migp),.,(/’ppz»“w Prm)

ein, so ist offenbar gerade

Bz

ist

P1s  Pas -« o Pm)
R(P1s Pas«+ s Pm) = (2| P1s Pas v s Pm)i
P1+1, Pz,,,,’ Pm 1 2 P 1 2 pm

R*(p1; Pas -+ s Prm)

irgend eine m-spaltige quadratische Untermatrix von

*%(Pla P2+« +s Pm)
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und
A*(2| p1s Pas + « s Pm)

die kongruente m-spaltige quadratische Untermatrix von
(2| p1s P2y« s Pm)

so gilt also auch

P1s Pas+-up
ﬂS(z m)'@*(f’l’ Pas « + s Pm) :d*(z]Plapz: e Prm)
pr1t1, pes s P
oder
P P25+ P _
"B(Z v ’ m) =¥z p1:Pas - s Pm) B*(P15P2s <+ 0 Pr) s
PitLlipy oo P

wenn die Matrix
R*(p1s P2s + « > Prm)

nichtverschwindende Determinante hat. Man kann aber leicht
zeigen, dass

K (p1s Pas + + +» Pm)
wirklich solche Untermatrizen mit nichtverschwindender De-
terminante, also den Rang m hat. Denn wiire der Rang geringer,
so miissten die letzten m—1 Zeilen von einander linear abhiingig
sein; es gibe also m—1 Konstante
Cas Cys « = o Cpy
die nicht alle verschwinden, so dass
"
,chi RN P1s Pas e+ 00 Pm) =0 (k1 =1,2,...,m)

ist. Sei zur Abkiirzung

m
W (2] p1s P2s + + o5 Pm) =5220591m(z [ P13 P2s < + s Pm)
h=1,2,...m)

m

Rir(21p1> p2s + + s Pm) :szcf%m(z [P1> P2s v o o3 Pm)
(k,1=1,2,...,m)

so dass also die Gleichungen

R (2115 Pas - s Pr) = W (2115 Pgs - - P ) () — U (2] P15 P2s o s Prm)
(k,1=1,2,...,m)
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und die Ungleichungen

|9 (2 1 915 pgs + - o )| S0—pr—0 (B =1,2,...,m),
|21 p1s pas - - s )| Z 0+ k1=1,2...,m)

bestehen.
Es ist nun

,Qla'k(z | P1> P2s v o o Pm)‘ = 0—pp+05—1
(G k=1,2,...,m)

und also kénnen die Polynome
AF (2| pas Pas =« o Pr) (k=2,8,...,m)

nicht alle identisch in z verschwinden. Das steht aber, zusammen
mit den oberen Schranken fiir die Grade der Polynome

m;(zlplapz’*'ﬂpm) (k=1,2,...,m)
und den unteren Schranken fiir die Ordnungen der Funktionen

ER;;(z l P Pas « o s pm) (]c, l == l, 2, s v oay m),
im Widerspruch zum 8. Kriterium. Also folgt, dass

*@(Pla P2s -« »s Pm)

wirklich vom Rang m ist.

44.) Drittens soll die Matrix

P(Z p1+1, pp—1, ..., Pm)
(P15 Pas ++ o Py

allein als Funktion der Koeffizienten der Polynome

Ahk(z]pl’ Pas « + o P,m) (h,kzl, 2,.., m)

bestimmt werden. Es ist nach 33.)

1, p,—1, ..., pn 1, po—1,...,
Pm( o | P11 ps P ) — 6,5+ Pm(pﬁ > P2 pm)
Pis Pas o P P1s P2 co s Pm
(h=1,2,-..,m),
prt+1ps—1, ..., p
P,,,(z ") = —AB(py, pys -+ o> Pm)
P1> P2 -+ Pm
(k:—'Z,a,"',m)ﬁ
1, pp—1, e 0 pom
P%(z P11, ps P ) —o,
P1s  Pas -+ P
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1, po—1, . . ., p,
th(z Pitl, o P)::l (h=8,4,...,m)
P1s P2y« Pm
1, pg—1, - . s po.
Phk(z petLs by p)—.:o (hk=2,8,....m;h k),
P1s P2 - Pm

wobei die Koeffizienten

1, pp—1, ...,
P,,l(”l"“ P2 ”’") (h=1,2...,m)
) P2s « 5 Pm

nicht von z abhdngen. Ferner gelten die Gleichungen

Aoz | prt1, pp—1, .. o, pp) =

m 1 —1,...,
:jz ij(z P1+ » P2 * Pm
=1

) A:‘z(z ‘ P1s Pas «» o Pm)
P1s P>« Pm

r=1,2,...,m)

und die Gradbeziehungen

}Anz(z lpi+1, pa—1, .., Pml = py+0p—2
(h=1,2,...,m),

und zwar ist der héchste Koeffizient des Polynoms
Ap(z ] pi+1, pa—L oot )

gleich Eins. Daraus folgt durch Einsetzen der Potenzreihen fiir
die simtlichen Polynome das System von Gleichungen:

m

p1t+l pe—1, .. o Py
2 Pk'(z
i=1 ’ P1y P2s v Py

{Ag.lz)(/’v Pas - Pm)Z—AT (P15 P2s + - s Pm) fiir h = 1,

)A%’(pu Pas e v o Pry) =

1 fir h = 2,
0 fir h =8,4,....,m

und daraus fiir die noch unbekannten Polynome

Pn(z prtL pp—1,. ., Pm) _ . Aiess oy - p)
Pis P2r s Pm AN p1s P2y - - o5 Pm)
+ % Aglj)(Pu Pas e« Pm)Ag';)(Pls P2+ o o Pm) ’
I=2 AR pss p2s + + +» Pm)
PZI(z pit+1, p—1, .. ., Pm) — 1 ,
Prs Pr o pm) A (o1 pas e Pm)
Phl(z P+l 0—1, .., Pm) - AL (p1s pas - + o> Pr)
P1> P2s s Pm AR (P15 pas + + «s Pm)

(h = 3,4, ...m)
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so dass damit die Matrix
prit1, pp—1, ..., Pm)

P(z
P15 Pa e Pm

jetzt vollstindig bekannt ist. Es gelingt wieder leicht, alle diese
Formeln in einer einzigen Matrizengleichung zu vereinigen. Dazu
sel

0, A(llz)(Ph Pase e Pm)s Oy vy 0]
L, A1 paseevpm)y 0, ...y O
ay(p1s P2s ey pm) =] 0, Aélz)(pl, Paresupm) L, ... O

- 0, Aw(:z)(/’l’ PasevsPm) 0, o 1]

und

ay(z | p1s Pas« v - Pm) =

CAZ (P1r pos s pm)s AR NP1 P2 - - s Pm)2— A (P1s P2y -+ P,
0, 1,
== O, 0’
. 0, 0,
A(llé)(pl’ p2’ LA ] pm’ . % ey A:(l}'lz(pl’ Pz’ .. o0y pm)_
09 . oy 0
1, . 0
O’ s 1 "

Dann ist offenbar

P(Z P1t+1,pa—1, .. ppy

)“1(!’1’ P2+ o Pm) = Ao(Z | 1> Pas s s Prm)
Pis P25 v s Pm

und also

P(z pit+1lps—1, ..., Py

) = a3(2| p1s P> - + > Pm ) (P1s P2 - - s P )T
Pis P2 +ePm

45.) Das letzte Ergebnis liefert auch den Wert der Matrix

Bz

Pis P2 - Pm)_
>
pit1, pe—1, ..., pp
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wegen

P(z

ist ndmlich
P1s Pas  + v P

®(s
ptL pe—1, ..., py

Es ist hier moglich, die Koeffizienten

1, pp—1, ...,

Pir  P2s - Pm) — F
Pis P25« P

p1t+1, pa—1, « s P

) = al(Pv Pas+ v Pm)az(zlpl’ Pas««vs Prm) e

A P13 P2s v s Py AXP1s P2y v o s P)s A P15 P2+ + 2 Pm)
(k #£1, h +2)

durch die Koeffizienten

ngzl)(f’l’ Pas e Pm)a QII(cll.)(Pl’ Pas - Pm)’ %;;)(PIS P25+ + s Pm)
(k %1, b #2)

zu ersetzen, vermoge der Gleichungen

APy pas v v o Pm) = — D (o1, P2y + - o> Pu)
k=28,...,m)

Agllz)(pl’ P23+« o Pm) = ”’QI%)(PI’ Pas s Pm)
(h=1,8,...,m),

Agg)(pl’ Pas + s Pm) = ’—“%11)(}71’ P2s « - s Pm) +

m
+ 2 U (015 pas v+ s P) U (P15 P25 v o ) FEV U (01, s v s P)e

j=1

Es werde darauf verzichtet, die so entstehende explizite Form von
P1» P2> - Pm)

Bz
ptl o p—1, ..., pp

wirklich hinzuschreiben; Schwierigkeiten treten hierbei nicht auf,

46.) Die Ergebnisse der letzten Paragraphen zeigen bemerkens-
werte Unterschiede zwischen den drei Matrizen

P(z p1+1, pat1, ..., Pm+1)’ P(Z pit+1pas . Pm),
Pis P2y e P P1s Pas -+ Pm

P(z pit+1, pp—1, .. ., Pm).

P> P2y Py
Um die erste zu bestimamen, ist es gar nicht notig, die Matrix
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A(Z ] p1s P+ s Pm)
zu den Parameterwerten
P1s P25+ + s Pm

wirklich zu kennen; dagegen miissen die Funktionen

Ry(2 | p1s p2s -« o5 Pm) (h=1,2,...,m)
in den Punkten

Ry Bgq1s » > s Ro+m

gegeben sein. Um die zweite Matrix auszurechnen, muss man

dagegen die erste Zeile der Matrix

AR ] p1s P2s - -+ Prm)
und die Funktionen

Ry(2 ] p1s Pas e+ s Pm) (h=1,2,...,m)
in den Punkten

Ros Rgi1
kennen. Am allermerkwiirdigsten ist schliesslich die dritte Matrix
P(z P11, pp—1, ..., Pm).
Pis  P2s <+ Py

Ihr Wert ist schon dann eindeutig bestimmt, wenn von der Matrix

A(z t P1sPas >+ Pm)

die erste Zeile und die zweite Spalte bekannt sind; dagegen ist
es in keiner Weise noétig, die Funktionen

11(2), fo(2)s « - s fm(2)
oder die Funktionen
Ry(2 | p1s Pas -+ s Prm) (h=1,2,...,m)
oder auch nur das Punktsystem
Rys Bas Bgs o s »
zu kennen. Allgemeiner folgt, dass sich die simtlichen Matrizen
A= | p1s Pas - » s Pm)
-eindeutig bestimmen lassen, die dieselbe Parametersumme

= ’
2p=0
k=1
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wie die bekannte Matrix

A(2 | p1s P2s -+ o Pm)

haben.
Aehnlich ist die Lage bei den drei Matrizen

(’B(z pl’ pzy . . vy pm ), %(z plg p29 s+ e ey pm)’
p1itL pat1, oy ppt1 pit+L pes oo P

?B(z P15 P2s '-"Pm).

P1+1’ Pz““'l: s o Py
von ihnen ist z.B. die erste bestimmbar, wenn man die Werte der
Funktionen

Rk (2 ] p1s p2s v v s Pm) (BK,1=1,2,...,m)

in den Punkten
Zgs za+1’ R zcﬂ—m
kennt.

47.) Durch die expliziten Formeln fiir die Matrizen

P(z P11, pas - - Pm)
P1s Pas -+ Pm

ist auch theoretisch die Aufgabe gelost, alle Niherungsmatrizen

1, Por =+ o Prm
A(z p1+1, po p)

P1s P25+ Pm
nach einander zu bestimmen. Man kennt die Matrix

A(z]0,0,...,0) = E.

Sind ferner die Matrix
A(z ! P1s Pas s v o Pm)
und die Funktionen
Ru(2 | p1s Pas e - v» Pm) (h=1,2,...,m)

bekannt, so ldsst sich nach den bisherigen Entwicklungen die
Matrix
P(z

aus Symmetriegriinden also jede der Matrizen

Pl pay sy Pm)
Pis Pas v s P ,
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P (z

bestimmen; damit ergeben sich aber auch die neuen Matrizen

AR | p1+0rs pat-Gis, « . o Pt Sem)
(k=1,2,...,m)

P1+6k1, P2+ak2’ ST Pm+6km)
P1s P2s - Pm

(k=1,2,...,m)

und die Funktionen
Ry(2 | p1+6i, P2F0k2s « + o PrmtOkn)
(b =1,2,...,m).
Man kann also schrittweise die Matrix

Az | p1s pas - - o Pum)

fiir immer neue und zwar fiir alle iiberhaupt denkbaren Parameter-
systeme

P1s P25« + s Pm
bestimmen, indem man jedesmal genau einen der Parameter um

Eins vermehrt.
Sind aber erst einmal die Matrizen

Az ] p1s pas -+ o1 P)

gefunden, so liefert die Formel

Az | p1s pas e+ o pm)ﬂ'(z | P15 P2s « « s Pm) = Yo(2)E
auch die Matrizen
Az | prs Pas -+ s Pm)-

Praktisch ist das Verfahren allerdings nur schwierig durchfiihrbar.
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