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TRANSZCENDENS SZAMOK EGZISZTENCIAJA
ES FOBB TULAJDONSAGATI* 1.

KURT MAHLER

1. Azok a szamok, melyekkel a tovabbiak soran foglalkozni fogunk valdsak
vagy képzetesek és feladatunk annak elddntése, hogy a széban forgd szamok algeb-
raiak vagy transzcendensek-e.

A & szamot algebrai szammak neveziink, ha létezik legalabb egy, racionalis
egyiitthatos

aytax+-+a,x"=0 (m=1,aq,#0)

egyenlet, melyet ¢ kielégit. Mivel az egyiitthatok beszorozhatok a nevezdk legkisebb
kozos tobbszorosével, £ eleget tesz egy olyan egész egyiitthatos egyenletnek is, mely-
nek egyiitthat6i relativ primek. Ha ¢ nem tesz eleget ilyen algebrai egyenletnek,
akkor transzcendensnek nevezziik.

Konnyen bizonyithatjuk, hogy algebrai szamok léteznek. Legyenek p, g és r>0
tetszbleges szdmok. Ekkor a ¢=p/r racionalis szam kielégiti az rx—p = 0 linearis
egyenletet és a o = (p+qi)/r komplex szam eleget tesz az r*x*—2prx+p*+¢* = 0
masodfokl egyenletnek. Igy ¢ és o algebrai szamok. Nyilvanvald, hogy az Osszes
ilyen ¢ siirli halmazt alkot a szidmegyenesen és a ¢-k halmaza is sfirii a komplex
sikon. Ebbdl kovetkezik, hogy a valods algebrai szamok slrli halmazt alkotnak a
szaimegyenesen és a komplex algebrai szamok halmaza mindeniitt sliri a komplex
sikon.

[smeretes, hogy az algebrai szamok halmaza, 4 egy test. Igy, ha ¢ transzcendens
és a0 A valamely eleme, akkor «f is transzcendens. Ezért, ha Iétezik legalabb egy
valds transzcendens szam, akkor a valds transzcendens szamok siirlin helyezked-
nek el a valds egyenesen €s ha legalabb egy komplex transzcendens szam létezik,
akkor a komplex transzcendens szamok halmaza siirlin helyezkedik el a komplex
sikon.

1844-ben J. Liouville bizonyitotta el6szoér azt a nem nyilvanvald tényt, hogy
léteznek transzcendens szamok. Mddszerét jelen fejezet soran késébb ismertetjiik,
egyéb Osszefliggéseivel kapcsolatban. ElGszor a joval egyszeriibb G. Cantor-féle eg-
zisztencia bizonyitast (1874) targyaljuk.

2. A tovabbiak soran a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

Legyen a(x) = ay+a;x+ -+ +a,,x™ tetszbleges, valos vagy komplex egyiitthatos
polinom. A

7

H(a)=max (lag|, @, ... |an]) €  L(a) = lag| +|as] + - +|an|

* Jelen cikk Kurt Mahlernek, a transzcendens szamok elmélete kivalé kutatojanak elSada-
saibol a bevezets részt tartalmazza. A kozlést ezen elmélet irdnti megélénkiilt érdekl6dés indokolja,
melynek egyik jeleként kapott A. Baker 1970-ben Fields-Medalt idevagd eredményeiért.
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mennyisegeket a polinom magassaganak es szelessegenek nevezzuk, mindketio a
polinom egyiitthatéi nagysaganak mérésére szolgal. Bar a magassigot gyakrabban
hasznaljuk a hosszusag elénye az, hogy tetszbleges a(x) és h(x) polinomok esetén
kielégiti az alabbi két egyszerii egyenldtlenséget:

(1) L(a+b) = L(a)+ L(b). L(ab)=L(a)L(b).

Ha az a(x) fokszama pontosan m (azaz a,,=0), akkor a d(a)=m jelolést hasz-
naljuk. A zérus polinom fokszamara

D(0)= — =

jelolést hasznaljuk, ahol a — e szimbolum minden véges egésznél kisebbet jelent.
Igy érvényesek a

2 d(a+b) = max (d(a), d(b)), d(ab) = d(a)+0(b)

Osszefliggések.
Célszer(i bevezetni az alabbi jeldléseket is:

A(a)=2@ [ (a), A&altalanosabban A (a)=C?@ L(a),

ahol a masodik kifejezésben szereplé C, egynél nagyobb valds allando.

3. Egy a(x) egész egyiitthatds polinom primitiv ha egyiitthatdi relativ primek,
ha pedig a,,, a legmagasabb foku tag egylitthatdja pozitiv, akkor normdlt polinomrol
beszéliink. Ugyanezen jeloléseket fogjuk hasznalni a megfeleld a(x)=0 algebrai
egyenlettel kapesolatban is.

Legyen ¢ egy tetszlleges algebrai szam. Ekkor & végtelen sok kiilonbdzd pri-
mitiv és normalt a(x)=0 egyenletnek tesz eleget. Ezen egyenletek kozott van egy
¢és csak egy legkisebb fokszamu; jeldlje ezt

Ax ) = Ay + A x+ - + Ay x™  (Ay=0),

ekkor d(A)= M. A(x|E)-t & minimalpolinomjanak nevezziik. A minimalpolinom [é-
nyeges tulajdonsaga, hogy irreducibilis a racionalis szamtest felett, azaz nem bont-
hat6 fel két pozitiv fokszamu racionalis egyiitthatds polinom szorzatara.

Bevezetjiik még a kovetkezd jeldléseket: 0"(&)=d(A)=M & fokszama, H*(&)=
H(a) & magassdga, L°(&)=L(A) ¢ szélessége. Itt a felsé index O-t azért hasznéljuk,
hogy ezeket a mennyiségeket megkillonboztessiik a konstans ¢ polinom fokszama-
t6l, magassagatol és szélességétol.

Az A(x|£)=0 egyenlet M-ed fokt, igy M gybke van:

3 EO,EW, L., g,

A gydkok egymastol kiilonbszd valds vagy komplex szamok, és egyikiik ¢-vel egyenld.
Tegyiik fel, hogy minden esetben

E=co.
Az A(x|E)=0 egyenlet (3)-ban szereplé gydkei < algebrai konjugdltjai.

4. A Cantor-féle bizonyitas Iényege az, hogy megmutatja, hogy az Osszes al-
gebrai szaimok halmaza, A4 megszamlalhatd, a valds szamoknak pedig létezik egy
nem megszamlalhato részhalmaza, jeldlje ezt B. A két halmaz kiilonbsége B—A4 =
= B— (A B) nem {ires, igy B tartalmaz olyan elemet ami nincs A-ban, tehat transz-
cendens.
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pgyszeruen oelathato az, nogy A megszamialnato. Jeloye .7 a KuionovozZo
irreducibilis primitiv és normalt polinomok halmazat. Ezek a polinomok pozitiv
fokszamuak és egészegyiitthatdsak. A minden eleméhez egyértelmiien hozzarendel-
tiink egy .oZ-beli polinomot és az .oZ-beli polinomok gytkei elemei A-nak.
Minden rogzitett paros egész r szamra a

A(A) =7

egyenietnek véges sok oZ-beli polinom tesz eleget. Rendezziik sorban az o/-beli
polinomokat: eldszor tekintsiik azokat, melyekre A(A4)=2, majd azokat, melyekre
A(Ar=4, ezeket koveti A(A)=6 stb. ... lly moédon o/ &sszes polinomjat

A(x), As(x), Ag(x), ...
sorozatba rendeztiik.
Allitsuk sorba elébb A4,(x), majd A.(x) gydkeit, és igy tovabb:

AN

£z
C1s S2s S35 oee

sorozat tartalmazza 4 minden elemét, igy 4 megszamlalhato.
_ Természetesen nemcsak A, hanem tetszSleges részhalmaza is megszamlalhato.
Igyv megszamlalhato a valds algebrai szamok halmaza, a [0. 1] intervallum valés
algebrai szamainak halmaza, a |z|<1 komplex egységkor komplex algebrai szamai-
nak halmaza.
5. Jeldlje B azon ¢ valds szamok halmazat, melyek eléallithatok
. O0+1
I 0.1 85 -]
+,,, -
&1 gt ,
gs+ 1

végtelen lanctort alakban, ahol a gy, g,, g5, ... szamok csak az | vagy 2 értéket
veszik fel. B a [0, 1] intervallum Osszes irraciondlis szAimainak egy részhalmaza.
Allitjuk, hogy B nem megszdamldlhato halmaz. Ellenkezd esetben B elemei egy

o

&y, &y &y, ... sorozatba rendezhetSk lennének, ahol &, egy lanctort:
©) E.=10,g{", g, ...] (r=1,2,3,...)
Ekkor az

n=1[0.3—g",3—g{®,..]

lanctért B-nek eleme. n kiilonbozik B minden elemétdl, tehat ellentmondasra ju-
tottunk.

B nem megszamlalhatd, a 4. elején tett megjegyzés szerint B tartalmaz transz-
cendens szdmokat. Ennél joval tobb is igaz: nevezetesen B Osszes transzcendens
elemét tartalmazd B— A halmaz nem megszdmlalhaté, mivel B = (4 B) U(B— 4)
ahol A B megszdmlalhato.

Shibata 1929-ben bebizonyitotta, hogy minden B halmazbeli ¢-re

e_rl. |

=

T oal Yizg
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tetszoleges p €s g(=0U) egeszekre. AlKalmazva €zt az eredmenyt o transzeendens
elemeire; latjuk, hogy vannak racionélis szimokkal rosszul approximélhaté transz-
cendens szamok. A késObbiekben szerepelnek majd olyan transzcendens szamok is,
melyek racionalis szamokkal igen jol kozelithetdk.

Eredményiinkbél csupan az kovetkezik, hogy léteznek transzcendens elemei B-nek.
Maillet 1906-ban megjelent konyvében megad egy konstrukcidt a B halmaz transz-
cendens elemeire, bizonyitdsa azonban igen bonyoluit.

Mivel valds transzcendens szamok léteznek, az 1.-ban tett megjegyzés szerint
nem-valés komplex transzcendens szamok is Iéteznek. fgy a komplex transzcendens
szamok halmaza nem megszamlalhato.

6. Miutan belattuk, hogy transzcendens szamok Iéteznek. egyszer(i sziikséges
és elégséges feltételt kerestink annak eldéntésére, hogy egy szam transzcendens-e.
Mieldtt erre ratériink, a polinomok és kvadratikus alakok néhany, dnmagaban is
érdekes tulajdonsagaval fogunk foglalkozni.

Legyen

a(x) = agtayx+ - +a,x"

tetsz8leges komplex egyiitthatos polinom. Az elézdekben mar bevezettik a od(a)
fokszamot, a H(a) magassagot és az L(a) szélességet, tovabba az A(a) és A (a)
kifejezéseket, és megjegyeztitk, hogy L(a) rendelkezik az (1) tulajdonsaggal.
Célszerli még bevezetni a(x) egyiitthatoinak kovetkezd fliggvényét:
1
M(a):exp(flog §a(e2"“)&dt]>0 ha a(x)=0

0

és M(0)=0 ha a(x)=0. M(a)-t a(x) mértékének nevezziik ; a konstans polinom esetén
M (a) megegyezik a kdzonséges abszolut értékkel.
A definicié azonnali kovetkezményeként M (a) multiplikativ:

(5) M(ab)= M(a)M(b).

a(x) zérushelyei segitségével egy egyszeriibb eléallitas adhatd M (a)-ra, mely a jol-
ismert Jensen-formula specialis esete. A tovabbiakban egy ettdl fiiggetlen bizonyi-
tast adunk erre az eldallitasra.

7. Legyen r=0 és 7 tetszdleges valds szam. Vizsgaljuk az x—re*™ linearis poli-
nom mértékét:

1 1
M(x—re®™®) = exp(f log |e™if — pe®™i7| dt) = exp(f log |e*™ (=7 — | dt].
0 0

Az integrandus f-ben periodikus fiiggvény, periddushossziisdga 1, ha tehat t—1 = s-t
helyettesitiink az integralba, a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

1
M(x —re*™) = exp(/ log |e*™s —r| ds) = M(x—r).
0

Tehat

© M2 = M)



minden o kKomplex szamra. Igy iCiSZoICges POZILiv €gesi n-re:

n—1 n—1 a o
M(x—2)}" = [] M (x — ze®™ /") = exp t f / log @it — yenikin| dt}:

1
= eXp (f log |t — g1 a’r]‘
0
Helyettesitslink a fenti képletbe nt=u-t, ekkor:
n . 1

M(x—o)}" = ex j log |e*™i — o] d“, = exp( [ log | — o d’!)

{ - p ) OJ = o .
ley
(7) M(x —a) = M(x— oM,

ahol az n-edik gyok pozitiv értékét tekintjiik. (6)-t és (7)-t alkalmazva (n=2 helyet-
tesitéssel) azonnal lathato, hogy

(a) M(x—a)=1 ha Ju=1.
Tegyiik fel most, hogy |of <1 &s valasszuk n-t olyan nagyra, hogy
T=1—la" = [ —o" = |1+ o) = 2,
ekkor
I=M(x—o")=2.
Ismét (7)-t alkalmazva és n-nel végtelenhez tartva kovetkezik, hogy
(b) M(x—a)=1 ha lo=<1.

Végiil legyen |o| =1, ekkor
1
M(x—o") = GXD(Jf log |2t — o1 df) = [al" GXP(J log [1 — o= e2mit| df]
0

Ha n tart a végtelenhez, akkor log |l —a~"¢*| t-ben egyenletesen tart 0-hoz, igy

Iim o " M(x—o") = 1

A (7) képletet alkalmazva kapjuk, hogy
(c) M(x—o)=la| ha |of=1.
(a), (b), (c) formuldk az alabbi képletbe foglalhatdk:
M (x—a) = max (1, |x).

Az M (a)-ra vonatkozd (5) szorzasi formula a kdvetkezd egyszer(i eredményre
vezet:
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Ha a(X) = ay+ay X+ - +d, X" zerusnelyer oy, oy, ..., 0y, AZdZ

m—1

CI(X) = dy H (X - 1,)
=0

akkor
» ) = L )
(8) M(a) = la,, [] max(1.!z).
k=0
3. Mivel
la(e*™ )| = lay+a, ™ + - + @, " = ay + oy + o +a, = La),
M {«@)-ra teljesi] az
9) M{(a)= L(a)

egvenlétlenség. M (a)-ra adhatd, egy a fentihez hasonld, de kevésbé nyilanvald also
becsiés.
Az a(x) polinom g, egyiitthatdja

a, = (_“ l)m—k iy Opi—k

, . . . . N [
alakban irhatd. ahol a,, _, az (m— k)-adik elemi szimmetrikus fiiggvény, azaz =
s m—k 8& . m 1
B AY

m . .. . . , . ..
= (f" SZAMU O Ujy ... 0L, szorzat Osszege, ahol ji, jo, ..., ju—p Paronként Kkii-

16nb6z6 elemei a 0, 1, ..., m—1 elemekbd! allo halmaznak. Kovetkezésképpen

m - I

e 124 )
(10) =], |Mia),
mivel
iam Ojy &g+ v Kyl = M(Cl)
A (10) formula k=0 és k=m esetén is fennall. Felhasznalva, hogy > (/j) = 2k,
k=0 \K

(10)-t k szerint Osszegezve (k=0, 1, ..., m) kapjuk, hogy
(1 L(a)=2"9M (a).
Végiil a szorzasra vonatkozd (5) egyenléségbdl. a (9) és (10) egyenlétlenségekbol
kovetkezik, hogy
L(a) L(b)= 2@ M(a)20® M (b)= 2% M(ab)= 2" [ (ab)
azaz

(12) L(ab)=2 " L(a)L(b).

A magassagra vonatkozo
H(ab)z=e~"@ H(a)H (b)

(12)-héz hasonlo egyenlStlenség. Gelfondtol (1952) szarmazik.
9. Legyen ¢ valds vagy komplex algebrai szam és 3.-ban definialt minimal-

polinomja legyen:
A(x|E) = Ag+ Ayx+ -+ Ay x™.
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Tekintsiink egy tetszéleges masik a(x) = ay+ax+ - +a,x" (a,>0) egeszegyutt-
hatds polinomot. Definicié szerint A(¢[&)=0, tovabba A(x[<) irreducibilis. Kavet-
kezésképpen a(¢) csak akkor 0, ha A(x|¢) osztdja a(x)-nek. Forditva, ha a(J) nem
tlinik ef, akkor a(x) nem oszthatd A(x|&)-vel, tehat

a(EM=0 (j=0,1,..., M—1),

ahol G0 =¢, W M= & gleebrai konjugdltjai. Tegyiik fel most, hogy ezek az
egyenldtlenségek fennallnak.
A(x]$) és a(x) rezultansa

R=R(A,a)=Afya(C)a(EM)... a(CM™Y)
26r6t6! kiilonbozé szam lesz. Determinans alakjaban felirva

Ag Ay Ay 0 0|

e ._:‘HZSOI'
00 Ag Ay Ay

- dytty - a, O ... 0 l
I ’ M sor

00 ...'a”.a1 a,, ;
tehat R egy 0-t6l kiiionbdzs egész szam. gy [R|=1. Az
a(EDY| = lag+a E9 e+, SO = La) max (1, SO
trivialis becslésbo! rogton kovetkezik, hogy

m—1

(d) L= R = [Ay"a(d) [] {Lta)max(l, V)" =
j=1
= a(&) M (A" L(a)™ " max (1, &)™

Abban az esetben, amikor & nem valos, a fentieknél erésebb eredményt kaphatunk.,
Legyen ekkor mondjuk cW=¢, & gydke az A(x/£)=0 egyenletnek, tovabba

=L @) =@
Ekkor:
M -1
(e} 1= R = Ay " a(@)aE) ] {L(@) max (1, [{V)"} =

= la($)F MAY L(a)™ F max (1, (<)~

. j I ha o valos,
0(%) = .
{ 2 ha o nem valds.

o(x) segitségével a (d) és () becslések egy képletbe irhatdk:
) g 2 2y F

()] = max (1, [E)™
‘(,Z(L_,)w - AW(‘A)H{/G‘;’) L({Z’)(W’/(;(E))_l .




Csetunkoen
m=ad(a), M=09"(), M(A

L{A)=L(¢).
Ity médon a koévetkezd R. Giitingtdl (1961) szarmazd tételt kaptuk:
1. Térel: Tetszdleges  algebrai szam és a(x) egészegyiitthatds polinom esetén vagy

a{$)=0,
vagy
max (1, [£]}’@
= L“( YOI [ ()0

U(s)

10. Alkalmazzuk tételiinket abban az esetben, amikor ¢ valds, irracionalis szam,
ekkor 2°(6)=2 és o{&)=1, és !egyen a(x) = P—4x, ahol p és ¢=0 cgészek. Ekkor
a{ly=0. Mivel L(a) = [p|+q a tétel kdvetkezménye:

. max (1, ¢])
AT STIRRY

dzaz

max (!

. D IR | B U R N
aszeving, hogy &1 < 1 és ezért 14 =[] vagy &~ = 1. Vezessitk be a
q| q q
csak C-t6l fliged
. . max (i, [¢)
Y(©) = min {1, e
Lo )
allandot. Ezt felhaszndlva a kdvetkezd eredményt !\apmr(
(13 Barmely & valds irraciondlis algebrai szamra & — " = y{Cyg "9 minden p &5

|
r
qgi=10) egész szdamia.

Ezt a tételt Liouville (1844) bizonyitotta, de y(&)-re mas becslést adott. EbbG! ki-
induiva mumtoit példat eldszor konkrét transzcendens szamra.

Liouville tételének kovetkezménye a transzcendentalitas egy elégséges (de nesm
sziikséoes) felté ‘r,ci

14y Legyen & valos szam. Ha létezik a valos szamoknak egy végtelenhez tarid o, . .,
Py Do s, I .
sorozata, és raciondglis szameknak *=, *=, ... sorozata, melyekire q.=

1 Y

0= - =groe (r=1,23,.0)

P

teljesiil, akkor & transzcendens.



Mas szoval, ha ¢ ,,tul jO' approximaihato recronalis szamokkal, akkor nem
lehet algebrat.

A (14) tulujdonsaggal rendelkezd szamokat Liouville-szdmoknak nevezziik. Kony-
nyen adhatunk példat Liouville-szamra. Tekintslik mondjuk a

oo

— ? —n!
Ld =
n=1

szamot. Valasszuk p,-t és ¢.-t a kovetkezdképpen:

r

ppo= 2t T2l g = 2 (r=12 ..
n=1
Ekkor
0 = gv ‘,nf — ’2' 2—n! = 2~(r~~])!(’1 421 L2 . ) =2.2- (r+1)r‘
4y n=r+1
igy elég nagy r-re
g .
0<c—"" < g
q:

(14) s!apiz’m ¢ Liouville-szam, igy tehat transzcendens.
A modszert altalanositva, Liouville-szamok nem megszamlalhaté részhalmazat
tjuk. Ennek ellenére, az 6sszes Liouville-szam halmazanak Lebesgue-mér-

zam ismert lanctort alakjabdl (Percon 929) kovetkezik, kogy e nem
-szam, hasonlé okbdl a 7 szam sem Liouville-féle (Mahler 1932).

o nel . L . e L
A me— szam, ahol [x] x cgész rész¢ét jelenti, nem trivialis példa Liouville-
n=1 &
-szamra (Béhmer 1927).
{1. Liouville (13) eredményét Thue (1908), Siegel (1921), Dyson (1947) és Roth

55} lényegesen javitottak. Roth a kovetkezd, izen mély, bizonvos értelemben
) g 1 2 y Y
nem javithatd tétel hizonyitotta.

ry

(15) Ha & valds irraciondlis algebmi szam és t=2 adott dallando, akkor Iétezik

VHE =0 dllando, hogy & —5 = y"(E, 1)g ™ minden p és q(=0) egész szdamrua.

7= 2-re az allitast még nem igazoliak és valosziniileg nem is igaz.
(15) tételbsl kaptunk egy tjabb elégséges feltételt a transzcendencidra:

(16) Legyenek ¢ és v=2 valds szamok. Ha [étezik kiilonbizd raciondlis szamokbol

dallg P P2 VP sorozat, melyre
[{1 42 43
| |
0<|e=lr =grr (r=1,2,3,..)
g,

akkor & transzcendens.

Ez a tétel is jol hasznalhaté transzeendens szamok konstrudlasara. Segitségével
belathatd (nem egészen egyszeriien), hogy a

0,123456789101112...



vegtelen tizeaestort €s vegtelen sok, ehhez hasonlo tizedestort transzcendens. £zt
eldszor kozvetleniil Mahler (1937) bizonyitotta.

Késdbbiekben majd bebizonyitjuk, hogy (16) tulajdonsaggai rendelkezé sza-
mok halmazanak Lebesgue-mértéke zérd. Jollehet, ez a szdmhalmaz nem meg-
szamlalhatd, hiszen minden Liouville-szamot tartalmaz.

12. A transzcendens szamoknak van egy masik osztalya, melyet az 1. Tétel
segitségével kaphatunk meg.

Legyen =1 olyan algebrai szam, melynek hatvanyai: &, &% &% ... nem egé-
szek. Tekintsiik a kovetkezé a(x) polinomokat:

a(x) = x"—[&" (m=1,2,3,...).
Mivel L(a) = 1+[&™], az 1. Tétel alapjan:

max (i, &)™

SETE e k20
Igy Iétezik egy &-t6l fiiggd, C(&)=0 allandé, hogy
{17} =M =Cc {(m=1,2,...).
A kovetkezd péida mutatja, hogy ez az egyenldtlenség mar nem javithatd.
= H-;/ﬁ esetén konnyen ellendrizhetd, hogy minden m természetes szamra
) [121{§~]m+ {1"2}’ > J’" ha m paratlan,
- I {E+ 15 ]m+ (I——VS]'”NI ha m pdros.
{ 2 2
ennek megfelelden / .
{H?‘V 5] ha m pdratlan,

fm . {L:.m] —

- E N /,'5 _"l ’

1 — [r v ] ha m pdros.

, 9 . .. Ly ; 1+)s5 o . )
{17) egyenldtlenség esetiinkben fennall C(&) = 5 allandoval, és minden parat-

tan m-re pontos egyenidség tefjesil.
(17)-bél egy szam transzcendencidjara a kovetkez§ elégséges feltételt nyerjik:

(18) Legven a &=1 olyan szam, melynek hatvdnyai &, 2, &, ... nem egészek. Ha

hm inf{émw [ém]}]/lu — O

n—> oo
akkor & transzcendens.
Ha ¢ rendelkezik a fenti tulajdonsaggal és valamely C=1 allandéval a
0<¥ Em . [5111] - C~1n
egvenlGtlenség végtelen sok pozitiv egész m-re teljesiil, akkor (17) alapjan ¢ nem

lehet algebrai.
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Neheznek latszik annak eldOntese, hogy a (18)-ban szereplo teitetel a transz-
cendencia sziikséges feltétele vagy sem.

Példat mutatunk (18)-s tulajdonsaggal rendelkezé szamra. Definialunk egy
g1, 8y, ... SOTOZAtOL: g,=1, g,y = g7+ 1 (r=1,2,...). Ekkor

valasztassal nyilvanvalo, hogy
(19) G=damy=os
Azt allitjuk, hogy
(20) g, = 2ri-u=b! (r=1,2,...).

Ez a formula r=1 esetén igaz; tegyiik fel, hogy belattuk, hogy valamely rogzi-
tett r=1 szamra mar bizonyitottuk. Ekkor

L 2()‘+1){r!-—(r—1)!}+1 — Dr=Dl=rl=(r-1)! L] = 2r+t=r!
mivel
D (r— 1) =0, & (r—D)! =1

A formula teljesiil {(r+ I)-re is, tehat (20) igaz minden r-re.
(20) alapjan ¢, <2 (r=1, 2, ...). Ekkor, felhasznalva (19)-t, létezik a £ = lim &,

Jm o

tovabba

Mivel &,= 12

5=V2 é g=22" ha r=3.

Kovetkezésképpen:
1
. —5 D - g (D! ¥
=gt 2 2 | PP § IR jo o
és igy
- P — L1y
0=&n—& =Gl +27 2 -y,

A differencialszamitas kdzépértéktétele szerint tetszéleges 0<A=1 és v=0 szamok
esetén [étezik egy 9 szam, 0=3 <1, hogy

(I +x)* = T+ Ax(1 +9x)* =1+ Ax.
fgy. ha r=3, akkor
2—%(”1»! 21——5 (1)1
0= 41— &=Ce = ,
sr+1 7 ST S (r+}); (i"*‘ 1),
¢és ezért
S pl=flerDt 52-F !

e — $ Cy= S P .
() > oF Lo (Sg+1 > ) —wg (Q 1)' (}"—{-—1)!

o=1r

Egy tovabbi kdvetkezmény, hogy elég nagy r-re:

0<iri—g = &—&t=((—¢) 3 egiel=
0=0
2—L@r+1)! .
(& f -1 S T T B S A
= (5 < )i [« = ¥ =4
" (r+ D!
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Igy ha relég nagy. az is teljesiil hogy
[E"]=g.

0= grt[gr] =2 30 oy,

EbbGE két dolog kovetkezik, egyrészt E-nek nincs olyan hatvanya mely eay egész
szammal megegyezik, masrészt
er 1 ‘(+1
0= liminf{¢" —[E"} = lim inf {&"'— [ = lim2 3 = 0.
Bl oo Fr oo F->co
Ezért ¢ rendelkezik a (18) tulajdonsaggal, tehat transzcendens.
< definicigjat kissé megvaltoztatva, (18)-s tulajdonsagi szamok nem megszam-
lathato halmazar konstrualhatjuk meg. Nem ismert, hogy e vagy 7 ilyen tulajdon-
saguak-e, bar mindkét esetben valdszin{ibb a nemleges valasz.
13. Az 1. Tétel egészegyiitthatés polinomok algebrai szamokon felvett értéké-
vel foglatkozik. Legyen ¢ transzcendens, vagy elég nagy fokszamu algebrai szam,

\

mondjuk 0°(Z)=m. Ekkor ha
a(x) = ay+ayx+ - +a,x"
nem azonosan zéro, egészegyiitthatds, legfeljebb m-edfoka polinom, akkor
a(&)=0.

Megmutatjuk, hogy az a(x) polinom megvalaszthaté tgy, hogy Ja(&)| tetszbleges
kicst lfegyen kivéve azt a trivialis esetet, mikor & nem valds és m= 1.

flven polinomok konstrualasara t6bb modszer ismeretes. A legismertebb, Di-
richlettS! szdrmazik és az altala bevezetett skatulya-elven alapszik. Azonban szi-
munkra megfelelébb Hermite moddszere, mely pozitiv definit kvadratikus alakok
minimumbecsi¢sén mulik. Hermite eredeti becslései meglehetdsen gyengék voltak,
ezeket késébb masok — tobbek kdzdtt Minkowski (1910) és Bichfeldt (1917) — fé-
nyegesen javitottak. Mi itt megelégsziink egy igen egyszer(i becsléssel, amely egyéb-
Ként trividlisan kovetkezik Minkowski linedris alakokra vonatkozd 1élelébdl.

4. A most kdvetkezd tétel Minkowski klasszikus, linedris alakokra vonatkozé
rétele (1910).
(19) Legyenek

1

3 U 7 N
WXy, nx,) = 3 by (h=1,2,....m)
Pt

i valtozds linearis alakok, determindansuk

Vo
d= ¢ 0.

| /nl /nn |

Legyenek tovdbbd 7y, ..., 2, pozitiv szamok
S 1> s> ‘'n

’;'1}”2 ’)'n =

Ekckor Iéteznek 3, ..., x% egészek — melyek nem mindeavike nulla — hogy
1 n S S/ S

LG X =4 (h=1.2, .0,



Alkalmazzuk ¢zt a (etelt az

n n
»nl . " . - & al .
ﬁ(317 a'\n) - 2. 2 [.'rk)‘hxk
h=1k=1

valos egyiitthatos kvadratikus alakra. Feltessziik, hogy

Fi=Fp,
és F(xy, ..., x,) pozitiv definit. azaz F(x;,...,x,)=0 minden x;....,x, — > x7=0
— valds értékrendszerre. Pozitiv definit kvadratikus alak diszkriminansa

TR M

[)1- — .
}:nl ]:nn

mindig pozitiv. Egy kvadratikus alak végtelen sokféleképpen irhatd fel n szamu
valds, n valtozds linearis alak négyzetének Osszegeként:

n
- .Y 7 - 2
Fxg, oox)= 2 Li{x. o x,)%
h=1
Legyen a linearis alakok determinansa 4. ekkor
Dp=d*.
Minkowski tételében (19) legyen
1 2
/{1 e ,.;'2 R 2“ = :(/‘ - D[ "
Ekkor [éteznek ~{. a0, ... x0 egész szamok, hogy
L, xR = Dl (h—=1,2,....n).
lgy a kovetkezd eredményt nyertik:
(20 Ha F(xy. ..., x,) egy n vditezds pozitiv definit kvadratikus alak, Dy diszkrimindns-
sal, akkor [éieznek XU, ..., XY egdsz szdmok, melvek nem mindegyike zérd. hogy

F(xy, o, x0=nDl".

15, Alkalmazzuk ezt a tételt az

F (\‘J EERRRE] Xn) = ;\, (./lzlxi o ’v‘"/hn-’\:n)“) T )"I) T Xy
=1

specialis kvadratikus alakra, ahol f,, tetszdleges valds szam €s p tetszdleges pozitiv
2
egész. A tovabbiakban a > jelet egyszerlien >-val helyettesitjiik. Az elébbi kvad-
h=1 :
ratikus alak diszkriminansa

‘ 27‘/{;11‘/}71 -+ l ,}:.ﬂll.f}l‘l s Z{/;{L/;m
% ‘/\.:/;12/(}:] ,Zv‘f:’?’l.f;ﬂ + mee Z/(}ﬂ.fhn

Dy =
thn./;rl ,E.f;m./‘}rz Zﬁ:mfhn"z"l



felirhato mint 2" Kuionpdzo determinans osszege, niszen Jp munden sora

< .
it /IM 'nl T L f;ll\ fi'k +1. jjhk.fhn
a
<, o,
—t fhkf/il 44 hi. fhk Sr’.fhk,/hn
¢s a 0...1...0 — ahol I a A-adik helyen all — sorok Osszege.

A felbontas segitségével Dy a kovetkez$ alakban irhatd:

n
— LN A | L
DF =1 T o Ak -+ Z A/(lkg R *Al‘.’....n'/
=1 L=k, —ky=n

: f;ﬂq ,f}qkl Z/}rlq./f.hkg s Z’./‘hk[ .f;lkv :
j.f}zkg.fhk[ Zlﬁnk«g‘f}rl\'g e E.f}?/(z.f;lkv ]

A/qk._x cky T

o . - . 2. ‘ ‘
2’ fhkv /}Ik1 1:: ]Fhkv .f;zkg nee Z.fhkv ./Jhkv %

o , Lo .
A Y jelek helyebe N -tirva, 4, ,, . vp determinans dsszege lesz:
k=1

;‘f;uky,/.;ukl .fhgk].fhzk; flp‘,M fh ky i

P » n y y £
v W <7 34»‘)"[1,(2./;” k1 ./I’Izk-_‘./hgkz ~-'./h\,l\o /h\,k\ |
P R i . . i
By =1 hy=1 i,=1
i

./}1] k‘“/{h]k, f[ukvfhzk» th ky fh\
ami megegyezik a kdvetkezd determinanssal:

.fh]lq .f;rlk] "'.f}u,kl

i 14 kel y g |
SIS ' S ks .fh-zkﬂ oSt }/‘ f
T . ity oy -'/, ko
,1—71 h;—l h,=1

./:111 Ky fh_» Ky *ne .rf;L_,k‘,

Ha az clébbi képletben a ky, A,. ... k, szdmok koziil ketté megegyezik, akkor a de-
terminans értéke nulla, ha pedig k;-t és k;-t feleseréljiik — I=i—=;=v — akkor a

determinans éricke elSjelet valt. Kovetkezésképpen

3,/1(/7; k1 .[hgkl .fll\,lxl

/jk}’-‘,: Lk = N /In’() fh)k) '--.f;r\ ko |

f}n fey .f}tik\, s ./;I\VI(‘V ‘

és gy Oy diszkriminans
n i/hllq "‘./}n,k; i
(21) Dy =3 ™ > | : ‘
v=11=h-hy=... <, =p 1=k <ky~ }f;ukv fh k“ 3

alakban irhato, ahol a legbelsd 6sszeg iires ha v=min (1, p).
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Nezzuk meg

(22)

(23)

g Dy erteket Ket egyszeru eseioen.

H

Dp=1-+ >fi ha p=1.

fo =

i s .
2 n | » 1, -
DSy f? N :fl,k. J 2k,

F Ld sy S RETT A ! f /.
h=1k=1 l=ky=ky=n J1ks J2ks

ha p=2.

Az 4ltalanos képletet (21)-t, a tovabbiakban fogjuk majd alkalmazni.
16. Eredményiink elsé alkalmazasaként, legyen m tetszdleges pozitiv egész szam
és & valds szam, melyre 90°(&)=m. Legyen tovabba s és ¢ két paraméter. melyre

igy

Tekintsiik az

F(X()a X1,

kvadratikus ala

n=m

m
s = max(l,[&) m?

1 m

t= (m+1)(m+2)20) max (1. [Eyn=1s,

1

t=(m+ 1)y (m+ 2):2'("’;; D,

2 1 " - “my2 2 -2 .2
- X,") =S (m+ )(/\“—)L.qu%— s Ym‘-m} ‘”f_xﬂ +-X1 aal _f_“\m

kot. A 15. jelolését hasznalva:

i — T omtl - 1r . t
‘f‘], P = la f’l() = s" ’ ,/Ill = §m7 3l /1m o ‘n“ Lm

fgy (22) segitségével felirhatjuk a diszkriminanst:

p= 14

SEED(] 2 ey =] 4 g2 (4 Ty max (1, [E])P

Az s-re vonatkozo alsd becslést felhasznalva nyerjiik. hogy

DF

= 20D max (1, [ED# 4 52D (m + Ty max (1, [£)*" =

=520m+ D (m 2y max (1, [€])>™.

(20) tételt alkalmazva léteznek aq. ay, ..., a,, egészek, melyek nem mindegyike z€ro,

és ha

akkor

Mivel aj+dai+ -

el

a(x) = ay+a, x+ - +a,x",

9 F2\2 2 2 L2 =
SZ(m+l)a((;) +ag + a1'+"'*~‘am:'5'
1 Am ]

= (m+ 1) s2(m+ Ly imax (1, (&)t = - 1; .
7+ 1

+a? = 0, és ¢ algebrai szam foka m-nél nagyobb, a(&)=0. Igy

1 1 m
(m H) (m+2)“’”’” max (1, [+
S"l

a(Q) =

iZ

2 < N ]
O=ai+ai+ - +ap= .
m+1



Az a(c)-re telirt egyenldtlenség ekvivalens a

SN m+1 max (1, "
0= a(d) = ( ,,,,,,L,j;m) (1, [

egyenlotlenséggel, tehat
(m + 7)’"“ max (1, | e

= a( ) = ZLIH

A Cauchy-formulat alkalmazva nyerjiik, hogy
L((l) =1 va()i’ +1 !alr + o 4‘1 ’am : = l) (at) G% + ot (l;‘;,r)%

kdvetkezésképpen
O0<=L(a)=1.

Ezzel belattuk a kovetkezd eredményt.

(24) Ha

1
o(&y =1, O =m b5 t=(m+1)(m+2)20+0

akkor létezik egy egészegyiitthatds a(x) polinom, melyre

(m 42" max (1, [€)"

day=m, O=L(@)y<=t, 0<=la()l= b

I7. A masodik esetben legyen m 2-nél nagyobb pozitiv egész és ¢ nem valds
komplex szam. Vezessiik be az s és 1 paramétereket

2m 1 2m

s = max (1, f;‘j)“*”“, = (m+1)(m+ 2y max (1, [y g,

és igy
L
t= (m+1)y(m+2ym+t,
Az
Fxgs Xps s X)) = "X+ X oo X, 8P x4 x4 X

kifejezés egy pozitiv definit kvadratikus alak, mivel
F(xg, X, ooy X)) = 8™ (Xg Ao+ X Ay + -ov X, 4,)% +
5" (g g - Xp g+ e A X ) XG X e XD,
ahol 7, és y jeloli (k=0, 1, ..., m) & valds és képzetes részét, igy

é = }"k - i‘uk,
tehdt
A= [EF e Ay — A = (€[TR
F(xq, X1, ..., x,)-t a 15.-ban szerepld altaldnos képletbdl
m+1 m+1

n=m+1, p=2, fio=52 A, . fim=252 A,

m+1 m+1
— 2 —_ 2
fZO_S 07~"Lf2m =49 #in

esetén kapjuk.
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(£3) ailapjan a vizsgalt KvadratiKus aiak diszKriminansa:

i
_ m+l N (92 2\ 1 2(mt1 o . . -
Dp = 145" 3 (A+py+s2M0 0 >0 (A My — g b, )
k=0 O=k;=ky=m
A fenti képletben

1

m
(Ae+ud) = 2 E* = (m+ Dmax (1, |¢)™
0 K=0

i

k

m i
N7 )l bl 2 Sl E2(k (o) = 2 “1
2 (/~k1/1kg’“/~kzﬂk1) = 2 2 < Utk = (m 1 max (1. )™
O=k)<ky=m ky=0ko=0

s alsé becslését felhasznalva
Dp=1+s"""(m+ D max (1, [E)"+s2 @D (m+ 1) max (1, [{ )" =
=2 4 (m+ 1) + (m+ 1) max (1, [ = 2D (m + 2) max (1, [£)™
adodik. Az elébbi egyenlétlenséget és (20)-t alkalmazva, 1éteznek ay, ay, ..., a,
egészek, hogy

2 im
s a(OP @ a4 ak=m+ 1) sSP(m 2y max (1 [Eyn L

ahol a(x) = ayta;x+ - +a,x™ és

a%+a%+...+ai>0 igy a(€)7é0

Tehat
L 1 2m
) N2 (m 2)m+1ma l’ | Fhym 1
0<fa(e) <t L (n 4 2T max L, €D
Smréﬁi
és
2 4m

A valds esethez hasonldan az elsé egyenlétlenség ekvivalens a

m 1
2 2 m
0=la() _m+1) (m+§;ma><(l, 1<h
t 2

egyenl6tlenséggel, mig a masodikbdl

0=L@=m+1) @+ + - +a2)t <

2m

1
= (m+1) (m+2y 1 max (1, |&))y"*+1s = ¢

kovetkezik.

Ily médon a kovetkezd eredményt nyertiik :

: S
(25) Ha o) =2, 0%&)=m=2, t=m+1)(m+2)m+1,
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arkor letezik egy egesz egyutihiatos a{x) polinon, melyre

MNa)y=m, 0=L(a)=1.
m1

1 2 P ziym
0<[a(§)f<(m +2) 2 max(l,[&) .

m—1
! kN
(24) es (25) eredményekbd! kiolvashato a kovetkezd, valamivel gyengébb tétel.

2. Tétel: Legyen ¢ valos, vagy komplex szam és m olyan egész, hogy
(o > (ol o S »

g (& =m=0°).
Ekkor minden. a
1

t=(m+ 2)14»”71;'77l

feltérelnek eleget tevd t-hez [étezik olvan egészegviitthatos a(x) polinom, melyre
mt1
(m+2)7® max (1, &))"
m;—]m ) ‘

fe@ !

Na)y=m, O0<L(a)<t. 0<a(d)|=

Tartsunk r-vel monoton ndvekedve végtelenhez. Ebben az esetben az «a(x)
polinom sem marad valtozatlan, hiszen |a(¢)] felsé korlatja nullahoz tart. Mivel
1 az L(a) felsé korlatja, a(x) egészegyiitthatds polinomok, pdronkéni kiilonbizé,

m+1
oL (mE2)7© max (1, [¢)m
0 - :a(g)r - ( S ;,‘2”, - +"[“(7 ") A
o
L(a)*®
Masrészt ha 0°(&)=m, akkoreza gondolatmenet nem alkalmazhatd, és ha ¢ elég nagy,
akkor a(x) egy fix polinomma valik, melyre
a(x)z£0, de a(&H)=0.
Természetesen akkor a(x)-nek osztdja lesz A(x|¢), ¢ minimalpolinomja.
18. Az 1. és 2. Tételek lehetdvé teszik, hogy sziikséges és elégséges feltételt
adjunk a transzcendenciara. Felhasznaljuk a korabban bevezetett

) A(@)=2"“L(a)
jelolést.

3. Tétel: A valos vagy komplex & szam akkor és csak akkor transzcendens, ha
létezik (i) egészegyiitthatds, pdaronként kiilonbézé polinomok

{a1(x), as(x), ...}
végtelen sorozata és (ii) pozitiv szamok végtelenhez tarté
{wy, w,, ...}
sorozata, ugy hogy
0<iar(é)}§A(ar)—w" (I':], 2, )

A tétel érdekessége az, hogy semmiféle megszoritast nem tartalmaz o(a,)-re, az
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a.(xv) fokszamara; d{¢,) mint r fuggvenye lehet koriatos vagy nem Koriatos, KiCs
vagy nagy.

Bizonyitas: Elészor megmutatjuk, hogy ha ¢ rendelkezik a térbeli tulajdonsag-
gal, akkor transzcendens.

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Az 1. Tétel szerint igy minden r-re

max (1. |& )’“" ‘
9 \a,,) 90 (ﬁ) ) = a, (
L“('E)a( o7 (g )am

It

); = {2,)(41,)[‘((,’.)}“@,

?) {a,) l‘ (ur rﬂ“(s)»a(g)

20@) [ (a,) = max (1, &) o LU @ L(a,) @@

o (a,)

max (I, ¢ = |

Ha r — ¢s igy o, i1s — elég nagy, akkor

ACH) 2 aa,)
L()(é}wrﬂ([j) = 2 2 "
és
1)”(‘)746( 5) 1
(a,) @r°©@ = L(4,)*

mivel L(a,)=1. Ebbdl kovetkezik, hogy elég nagy r-re

Aa) = Aa)’.  Ala)=]

Masresze, abbol, hogy az a, polinomok paronként kiilonbozéek lim A(a,) = + ==
P

adodik. Tehat ellentmondasra jutottunk.

Legyen most ¢ egy transzcendens szam. A tételben aliitott {a,(x)} és {o,}
sorozatok végtelen sokféleképp konstrualhatok meg. Tekintsiik pozitiv egész szamok
végtelenhez tarto

{miy, miy, o}

sorozatat, legyen ¢=0 tetszdleges kis pozitiv konstans €s
{ri. 5.} .
poziitv szamok olyan sorozata, hogy
L=(m, +2)tt¢ (r=1,2,...).

Minden rogzitett r-re alkalmazzuk a 2. Tételt ni=m, és =1, esetén. Ezt csak elég
nagy r-re végezhetjiik el, hiszen ekkor

to=(m, +2) = (m,+ 2) RS
lgv ha r=r,, akkor létezik egy egészegylitthatos a,(x) polinom, hogy

oa)=m,, O0=IL(a)<1,
Myt l

nl, %2)”“ max (1, ¢y
/‘a (g) ( s ‘1 e

(T(:i

1

4 Matematika Lapok

49



Mivel
o
m+2=1"°
adddik, hogy

1 f?;,t}_(mrﬂ,ﬂ) _ elmpt1)
0<|ar(é)[<t,~l+e a (&) a (&) max (1’ léf)mr =1, (1+8)o (&) max (l, ]Cji)mr-
m, és t, végtelenhez tartanak és

&(m,+1)

f, max (1, Iél)m,§ Zr2(1+s)a(§)

hacsak r elég nagy. Ezért

_ elme )
0=la, ()=t 7O ha r=r.
Masrészt
Aa)=2""L(a)=2""t,=1],
ahol
logt.

A definiciébdl kovetkezik, hogy

. A

lim =0

-

Igy tehat felirhatd:
e(n,+1)
’rhg(f}:&);(f) — /l(a,)*‘“r,
ahonnan
lim o, = + o

r0gton kovetkezik. Ezzel belattuk, hogy ¢ rendelkezik a kivant tulajdonsiggal.

A 3. Tétel igen fontos, hiszen nagyon altalanos. Konkrét példakon lithato,
hogy specialis szamok transzcendencidjanak bizonyitasara feihasznalhatd. Altala-
ban nem konnyli egy olyan «,(x) egészegyiitthatds polinomsorozatot talalni, hogy
la, (&) megfeleld gyorsasaggal konvergaljon nullahoz. Szerencsére megfeleld szabad-
saggal rendelkeziink ilyen sorozatok valasztasdban, amint ezt a tétel bizonyitdsa is
mutatja.
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